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[একাদশ ও দ্বাদশ শ্রেণীর 
(fas পত্ৰ) 


অধ্যাপক এন, TA, এম. এ+ ডি. ফিল. E 
নরেন্দ্রপুর রামকৃষ্ণ মিশন আবাসিক মহাবিগ্ভালয়ের গণিতের অধ্যাপক। স্নাতক ` 
শ্রেণীর “আ্যানালিসিস্‌” ও “জ্যোতিবিজ্ঞান* এবং নূতন পাঠ্যস্থটী অনুযায়ী 
একাদশ শ্রেণীর “বীজগণিত, ত্রিকোণমিতি ও স্থানাঙ্ক জ্যামিতি” ` 
এবং সপ্তম, অষ্টম, নবম ও দশম শ্রেণীর বীজগণিত, পাটীগণিত, 
জ্যামিতি ও fiiia প্রভৃতি গ্রন্থ প্রণেতা এবং 
কলিকাতা -বিশ্ববিগ্তালয়ের পরীক্ষক। 
ও 


অধ্যাপক এইচ, কে, গাঙ্গুলী, এম. এ. (গোল্ড মেডেলিষ্ট) 
স্বটিশচার্চ কলেজের গণিত বিভাগের তৃতপূর্ব প্রধান অধ্যাপক; বর্তমানে 
নরেন্দ্রপুর supe মিশন আবামিক মহাবিদ্যালয়ের গণিত বিভাগের 
অধ্যাপক এবং নূতন পাঠ্যস্থী অম্ুযায়ী একাদশ শ্রেণীর “বীজগণিত, 
ত্রিকোণমিতি ও স্থানাঙ্ক জ্যামিতি" sw প্রণেতা এবং < ÇV. WX 
কলিকাতা বিশ্ববিগ্ভালয়ের পরীক্ষক । | 
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ORDRES. MEN পাঠ্যস্থচী অনুযায়ী একাদশ 
ও দ্বাদশ শ্রেণীর ছাত্র-ছাত্রীদের জন্ এই পুস্তকথানি সম্পূর্ণ নূতন ভাবে লিখিত। 
বাংলাভাষায় বিশেষ করিয়া গণিতশাস্ত্রের পাঠ্যপুস্তক রচন! করা যে অতি দুরহ কাজ 
সে বিষয়ে কোনও সন্দেহ নাই ॥ ইহার প্রধান কারণ, বাংলাভাষায় বিভিন্ন ইংরেজী 
শব্দের পরিভাষার অত্যন্ত অভাব ! যেখানে যেখানে বাংলা প্রতিশব্দ দেওয়া সম্ভব . 
হয় নাই, সেই সমন্ত স্থানে ইংরেজী শব্দটিকে যথাযথ ভাবে রাখিয়াছি। এই সমস্ত 
অস্থৃবিধা সত্বেও সরল ভাষায় এবং বিভিন্ন উদাহরণের মাধ্যমে এই কঠিনতম বিষয়টিকে 
সহজভাবে বুঝাইয়৷ লিখিবার যথাসাধ্য চেষ্টা করিয়াছি। পুস্তকখানি যাহাতে 
একাদশ ও দ্বাদশ শ্রেণীর ছাত্র-ছাত্রীদের ঠিক ঠিক উপযুক্ত হয় সেই দিকে লক্ষ্য রাখিবার 
ws С, U. (Pas) УВ, Н. S, প্রভৃতি বিভিন্ন পরীক্ষার পূর্বতন প্রশ্নগুলির 
প্রতি দৃষ্টি রাখিয়া এই পুস্তকখানি রচনা করিয়াছি এবং বিভিন্ন প্রশ্নমালাতে 
এজাতীয় কিছু কিছু প্রশ্ন রাখিয়াছি। 

পুরানো ধাঁচে পুস্তক লিখিতে অগ্রমর না লইয়া, পৃথিবীর বিভিন্ন দেশের আধুনিক 
শিক্ষা পদ্ধতির সঙ্গে সামঞ্জস্ত রাখিবার 80809 সম্পূর্ণ নূতনভাবে এই পুস্তকখানি রচনায় 
প্রয়াস পাইয়াছি। Жо প্রচলিত পুরানো পুস্তক হইতে এই পুস্তকের মধ্যে 
বেশ কিছু নূতন বৈশিষ্ট্য পরিলক্ষিত হইবে 1 যেমন, প্রতিটি অধ্যায়ের рач বিষয়বস্তুর 
পাঠের উদ্দেশ্য উপস্থাপনায় (ТӨШ হইয়াছে; প্রয়োজনবোধে চিত্রের মাধ্যমে সহজ- 
ভাবে বিষয়বস্ত বুঝানো হইয়াছে | 

তাহা ছাড়া, প্রতিটি প্রশ্নামালাতে যথেষ্ট সংখ্যক নানাধরণের প্রশ্ন সহজতর হইতে 
কঠিনতর এই ক্রমে সাজানো আছে। এই জাতীয় বিভিন্ন অঙ্ধগুলি হইতে, অথবা, 
এই জাতীয় প্রশ্ন অতি অবশ্যই শেষ পরীক্ষায় আলিবে। পরিশেষে উল্লেখ করা 
যাইতে পারে, এই পুস্তকের প্রশ্নমালার অঙ্কগুলি কিয়া সমাধানগুলি একটি পুস্তক 
আকারে বাহির হইয়াছে। তাহার সাহায্যে বিভিন্ন ধরণের অঙ্ক কষিবার পদ্ধতি 


ও নিয়ম জানা যাইবে। 
কলিকাতাস্থ নেতাজী নগর কলেজের গণিত বিভাগের অধ্যাপক শঙ্কর কুমার দে 
এবং অধাপক অমিতাভ ব্যানার্জী এই পুস্তক রচনার সময় হইতেই আমাদের সাহায্য 
করায় তাহাদের আমরা কৃতজ্ঞতা! জানাই। 
বিশেষ সতর্কতা সত্বেও পুস্তকখানিতে কোন ক্রটি পরিলক্ষিত হইলে, তাহা 
সংশোধনের উদ্দেশ্যে সকল প্রকার উপদেশ ও পরামর্শ সাদরে গৃহীত হইবে | 
বিনীত-_ 
গ্রন্থকারদ্বয় 


SYLLABUS 


Рарег— Il. (Marks—100) 
Elements of Calculus and Mechanics 
Elements of Differential Calculus(:—(30 Marks) 


Rational numbers. Real numbers and their geometrical representation. 
Functions of a single variable including trigonometrical functions, Limit and 
continuity (geometrical and intuitive approach). Inverse functions, Standard 
limits, such ав: 


Sne рр Zl га logll +2); (proofs not required): 
৮৯০ ? ৮৯০ ৪" ৫৯০ 2 

Fundamental limit theorems (statement only) Differential co-efficient of 
а function and its significances. Rules of differentiation of sum, product and 
quotient of two functions. Rule of differentiation of function of a function 
(proof not required) Differential co-efficients of 2" (m rational), sin z, cos z, 
е", log ж from first principles. Second order derivative of a function. 


Integral Calculus and Differential Equations :—(30 Marks) 


Indefinite integrals. Standard forms. Integration by simple substitution. 
Integration by parts in simple cases. Definite integral as the limit of a sum and 
ав ап агеа. Fnndamental theorem, connecting primitive with definite integral 
(proof not requiredj. Determination of areas in simple cases. 

Solution of first order differential equations by separation method. 
»Bolution of linear second order differential equations with constant 


` eo-efficients of the from : 2” anth 4 +Р,у=0. 


Elements of Mechanics :—(40 Marks) [Revised Syllabus] 

Resultant of any two velocities and of any two accelerations of а particle. 
Relative velocity. Expressions for velocity and acceleration of a prticle in 
Cartesian co-ordinates. Newton's laws of motion ; Equation of motion. Motion 
of a particle in a straight line. Simple Harmonie motion. Vertical motion 
under gravity. Motion of a projectile under constant gravity neglecting air- 
resistance, 

Resultant of two concurrent forces, two like parallel forces, two unlike 
parallel forces; couples. Centre of gravity of a uniform plane lamina :— 
Simple cases. Resultant of three or more concurrent forces in a plane, conditions 
of equilibrium. 


*[1 the revised syllabus the following portion is deleted :— 
Solution of linear second order differential equations with constant co-efficients 


of the form : SEP, W + Pay 0). 
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বলাবিদ7া ( Mechanics ) 


স্থিতিবিদ্যা 
উপক্রমণিকা М; 
ELEMENT vr "d. 
সমতলীয় সমবিন্দু বলসমূহের а 
fima সমবিবন্দু বলের সাম্যাবস্থ। *., 
fa বলের ай ^ 
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238 
251 
269 
282 
299 
318 
342 
347 
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Important Results and Formulae 
Differential Calculus 
1. Important limits : 
G ш Zinai; (i) n Brel, 
x—a 50 X i 


ЛЖ pin i ; y. 1 AES 
(iii) AER 1; (iv) Le gioi (1+x)=1; 


() Lt Q+)!” =e. 
20 


2. Standard derivatives : 


d Зун" ১ 4 эй 1 
(а) dx (x ) nx 3 dx ( Ax) 2/x! 

d 2 ক. i 
2 =e; 3; 407 lop а; 
d ks d cd 
dz (loge) = ; 50 (logaz)== 106: e. 

. (b) d (in x)- cos x ; 4 (cos x)= —sin x ; 
dx ` 4 dx А 
d (tan х) ল 52092 ; 4 (cot x)= — cosec*x ; 
dx 4 dr ? 


d (вес x) e sec x tan x; E (cosec х) = — соѕес x cot x ; 
d. dx 


ক 1 ау - 
©. 2508০) 77 1; (со এলি 


dx 1 x 

d -1 мыр уш 2 -1 

HE (tan 1x) та? 2. (cot ета 1447 

4 т К = 1 Ç A -1 "d -1 . 
ge x) লি (cosec^! x) ITE ў 


(а) 2 (sinh Х)-сойВх ; £ (cosh x)= sinh z; 


d d ЯЛ 2 
ye (tanh x)= sech?x ; UE (coth x)= — cosech"z. 


[ viii ] 
8. Formulae for derivatives : 


(i) ZL (9-0, (= constant) , (ii) ৪৮০৮ 


(ш) — É иф) аиб, : (iv) 5 2 (и-)=%- -Ф; ^ 
0) 2090-4094 o d quy e (d A, 
=(w) (1 dup 1 dv). ldu 14 
e a -( zd. TA 
Integral Calculus 


4 Fundamental Integrals : 


i ^ M ig - ; (ii dx _ : 
сл [Ф®=1ог|х|› 


(iii) feie ; (iv) চস (a0) ; 

(v) [чп «к= соз x; (vi) | соз x dx—sin х, 
(vii) fs dz=tan x; (viii) /созстх dx= —cot х; 
(ix) fen z=log sec х; (z) Јох х= log sin х; 
(хі) fs х dx=]og (sec x+tan x)=log tan (143) ; 


(xii) | cosec x dæ=log (cosec x— cot x) —1og tan >. 


5. Standard Integrals : 


Q Ла 11001. 


(ii) Жи ed dx— fe fee 


Gv) নি 2x 251০ aa ; (>a. 


[ix] 
(vi) fA (e+ এত) о, sinh“ Z. 
(vii) Ji": Маз) | or, ০৮ এ 
er p? 
(viii) বিকাশ xA 
& ғаз ue MD «+ та?) 
ог, ET ET *a а sinh 5. 
qo 
(х) f 42 NETT 5 log (z+ Jx* —a*) 1 
or, pum = Ё ৩81৯ i 
ন А 
e) f 454৮৮24০১৩৭ ক এ 


b b 
f 9G) dx= [4917 ()- $a). 


q. (i) тавил Ууган, (ba), b—a nh. 


dá: 
Gi) к. S- j КО. 
2 b 
f: (x) dx= f f(x) dx+ f f (z) dx, (a<c<b). 
а а ^ e 
9. Ama:() S= f»de: | Gi) 231 27 
а 


10. 0 For = (lx); Put y=zv; 
dy [a d 
Gi) For P +Ру=0, Solution : уе! P» [| х+с. 


118] 
Important Results and Formulae 


Dynamics : | 
1. Resultant of two concurrent velocities : 
vo Ve +a 32u» cos a) 
tàng sin < , 
wv cos < 


2. Rectilinear motion with uniform acceleration : 
| v-uwtft; з5=ш+# ft; 
0° =ц 4275 у suc (2—1). 
8. Average velocity : V=} (u+v)=u+4 ft. 
4 Equation of тойоп: P =mf. 
5. Projectile: 
G) Greatest height : н-т, 
(i) Time of flight : т-м ! 
(iii) Horizontal Range: R= ын ; 


Statics : 
1. Resultant of two concurrent forces : 
R= „ЈР -Q* -2PQ cos 4) ; 
Qsin« . 
P+Q cos < 
2. Conditions of equilibrium for concurrent coplanar forces : 
X=2X, = DP,cos «,=0 4 
Y=2>Y,=2>P.sin <, =0. 
8. Resultant R of two parallel forces P and Q acting at À and 
B respectively : Ё-Р-0, (when they are like). 
ot, R-P-Q, P>Q, (when they are unlike). 
and Р.АС--0,8С, (R acts at C). 


0-tan^! 


[ xi] 


কলন শাস্ত্র 
[ CALCULUS 1 


[ xii 1 


Meaning of Abbreviations & Notations used : 


Symbol Meaning 
0] G) lal Absolute value of 1. 
(i) = ; In&nity 
(in) = Approximately 
(৮) e Equivalence 
0) є Belonging 
[2] G) C. U. (Pass) Calcutta University Ex. (Pass) 
<) W. В.Н. S. Higher Secondary Ex. (W. B.) 
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কলনশাস্ত্ 
( Calculus ) 
0-1. উপস্থাপন। | 
কলনশাস্ত্রের উদ্ভাবন ও বিকাশের সঙ্গে সঙ্গে উহার প্রয়োগ বিজ্ঞানের বিভিন্ন 
শাখায় প্রবেশ লাভ করিয়াছে ও করিতেছে। ব্রিটিশ গণিতজ্ঞ স্যার আইজ্যাক্‌ 
নিউটন (Sir Isaac Newton, 1642—1727) এবং জার্মান গণিতজ্ঞ 
লাইক্নিত্জ্‌ (Leibniz, 1651—1708 ) উভয়কেই улам а উদ্ভাবক বলা 
যাইতে পারে। এই কলনশান্ত্রের fefe প্রধানতঃ সংখ্যাতব্ব ( Number-theory ), 
অপেক্ষক sq ( Function theory ) ও সীমাস্থ মানের ধারণা (concept of 
limiting value )-এর উপর অবস্থিত। আবার আধুনিক গণিতে অপেক্ষক 
সেটতত্বের উপর নির্তরশীল। সেটতত্বের আবিষ্কারক জর্জ ক্যাণ্টর (Georg 
Cantor, 1845—1918) রাশিয়ায় জন্মগ্রহণ করেন। mbora আবিফার ও 
বিকাশের সঙ্গে সঙ্গে বিজ্ঞানের বিভিন্ন জটিল প্রশ্নাবলী উহার সাহায্যে সমাধান 
করা সহজ হইয়াছে এবং বিশেষ করিয়া গণিতের ক্ষেত্রে বর্তমানে উহার বহুল 
প্রয়োগ হইয়াছে ও হইতেছে। তাহ! ছাড়া সেটের মাধ্যমে গণিতের বিভিন্ন 
শাখাঁকে একই то আবদ্ধ করা এবং একে অপরের উপর কিভাবে নির্ভরশীল 
তাহা দেখানো হইয়াছে। সেইজন্য গণিতের যে দিক্‌ সেটের মাধ্যমে আলোচিত 
হইতেছে তাহাকে বর্তমানে আধুনিক গণিত Modern Mathematics ) বল! 
হয়। পৃথিবীর বিভিন্ন দেশে এই আধুনিক গণিত অভূতপূর্ব বিকাশ লাভ 
করিয়াছে। সেইজন্য, বিভিন্ন দেশের গণিতের বিকাশ efus প্রতি লক্ষ্য রাখিয়া এই 
পুস্তকে গণিতের বিভিন্ন দিক আলোচিত হইবে। 
আধুনিক পদ্ধতি ও প্রতীকের মাধ্যমে ক্যাল্কুলাসের বিভিন্ন দিক এই পুস্তকে 
আলোচিত হইবে। 


অন্তরকলন 
[ Differential Calculus ] 


gas অন্যান 


বাস্তব রাশি 
| Real Numbers | 
1-1. (e) স্বাভাবিক সংখ্যাঃ 
1, 2, 3, 4, 5." = প্রভৃতি এই IRTE ( well-arranged ) অংখ্যাসমূহের 
সহিত আমর! পরিচিত। ইহাদিগকে স্বাভাবিক সংখ্যা C Natural numbers ) 
বল! হয়। এই সংখ্যাসমূহের প্রত্যেকটি আবার 'অথণ্ড ধনমংখ্যা অথবা ধনাত্মক 
পুর্ণসংখ্যা। নামেও পরিচিত । প্রকৃতপক্ষে ইহাদিগকে গণনাকারী সংখ্যা বলা হয়। 


1-1. (b) মৌলিক সংখ্য! এবং কৃত্রিম সংখ্যা £ 

যে ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা 1 এবং সেই সংখ্যা fen অপর কোন ধনাত্মক পূর্ণসংখ্য! দ্বারা 
বিভাজ্য (Divisible) নহে তাহাকে মৌলিক সংখ্য! (Prime number > 
বলে। যেমন, 

` 1,2,3, 5,?, 11, 13, 17, 19, 23... "এর প্রত্যেকটি মৌলিক সংখ্যা ৷ 

যে ধনাত্মক эбисе 1 এবং সেই সংখ্যা ভিন্ন অপর কোন ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্য৷ 
ছার! বিভাজ্য, সেই সংখ্যাটিকে কৃত্রিম সংখ্য! ( Composite Number ) 
বলে। যেমন, 

4, 6, 8, 9, 10, 12,"*- “এর প্রত্যেকটি কৃত্রিম সংখ্য! 1 


1-1. (c) পরস্পর মৌলিক সংখ্যা ঃ 

দুইটি "x ( Distinct ) ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যার মধ্যে 1 ( One ) ভিন্ন অপর কোন 
সাধারণ গুণনীয়ক (Common factor) Al থাকিলে তাহাদিগকে “Өр”? 
মৌলিক' ( Prime to each other) বল! হয়। যেমন, 9 এবং 13 পরম্পর 
মৌলিক ; 15 এবং 28 পরস্পর মৌলিক ; কিন্ত 10 ও 15 পরস্পর মৌলিক 508 1 


REAL NUMBERS a 

1-1. (d) স্বাভাবিক সংখ্যার কয়েকটি ss ( Some properties of 
Natural Numbers ) 2 б 

G) c কোন দুইটি স্বাভাবিক সংখ্যার যোগফল এবং গুণফল স্বাভাবিক 
সংখ্যা হইবে। 

Gi) এবং n দুইটি স্বাভাবিক সংখ্যা হইলে, হয় m= n, অথবা mn, অথবা 
т<п হইবে | 

Gii) m,n, p তিনটি স্বাভাবিক সংখ্য। হইলে, যদি mn, ও п >р হয়, তবে 
m ; আবার যদি mene п<р হয়, তবে MLP হইবে । 

(у) দুইটি স্বাভাবিক সংখ্যা m এবং n পরম্পর মৌলিক হইলে, এবং b যে কোন 
স্বাভাবিক সংখ্যা হইলে, mF এবং nt পরস্পর মৌলিক হইবে | 

1-1. (е) পিয়ানো স্বতঃসিদ্ধ £ 

1,2, 354১ 5১5৭ п vl, 7 ++ এই JAT (well-arranged) 
স্বাভাবিক সংখ্যাসমূহের গোষ্ঠীকে N-মণ্ডলী ( N-System ) বলা হয় এবং লেখা 
হইয়া থাকে £ 

11211, 2, 3, 4, 55- Яг 

যেখানে প্রতিটি স্বাভাবিক সংখ্যা এ N-মণ্ডলীর এক একটি 9 (element); 
এবং ইহার পদগুলি бт 4টি স্বতঃসিদ্ধ (Called Peano's Axioms ) 
সিদ্ধ করেঃ | 

0) Хам যে কোন একটি নির্দিষ্ট পদ а হইলে ওঁ মগ্ডলীতে একটি এবং 
কেবলমাত্র একটি পদ at থাকিবে যাহাকে ৫-এর পরবর্তী পদ বা উত্তরাধিকারী 
( Ѕиссеѕѕог) বলা হয়। যেমন, а=3 হইলে, а=а+1=3+1=4; а=5 
হইলে, а+=а+1=5+1=6; ইত্যাদি। 

(2) ম-মণ্ডলীতে একটি একক পদ 1 ( unique element ) আছে যাহ N-এর 
কোন পদের পরবর্তী পদ নহে। 

(3) মণ্ডলীর যে কোন দুইটি ভিন্ন পদের একই উত্তরাধিকারী থাকিবে না। 

(4) N-a পদ লইয়া গঠিত S মণ্ডলী যদি এমন হয় যে 5এতে 1 আছে এবং 
14-44 কোন পদ a যদি Sara থাকে, তবে at উহাতে থাকিবে; তখন 27-44 
সমুদয়পদ 9এতে থাকিবে। 


4 E wes 

1-2 (а) পূর্ণসংখ্যা। (Integers) š 

যোগ (Addition) এবং গুণন (Multiplication)—«& দুইটি মৌলিক 
প্রক্রিয়া (Fundamental operations) N মণ্ডলীর ক্ষেত্রে প্রযোজ্য অর্থাৎ দুইটি 
স্বাভাবিক সংখ্যার যোগফল একটি স্বাভাবিক সংখ্য! এবং দুইটি স্বাভাবিক সংখ্যার 
গুণফল একটি স্বাভাবিক সংখ্যা | যেমন 5+7-12, যাহা একটি স্বাভাবিক সংখ)। ; 
5x7=35, যাহা একটি স্বাভাবিক সংখ্যা 1 

কিন্তু, বিয়োগ প্রক্রিয়াটি N-মণ্ডলীর ক্ষেত্রে সর্বদ! প্রযোজ্য নাও হইতে পারে। 

বিয়োগের лүш, a এবং b যে কোন দুইটি স্বাভাবিক সংখ্যার জন্য যদি 
কোন একটি স্বাভাবিক সংখ্যা c পাওয়া যায়, যাহাতে ৮+০-৫ হয়, তাহ! হইলে» 
C কে a এবং b এর বায়াগফল বলা হয়, এবং তখন লেখা হয়, ৫--৮-€. তাহা হইলে, 
3+4=7 বলিয়া, 7 - 3= 4, অর্থাৎ? হইতে 3 বিয়োগ করিলে বিয়োগফল 4, যাহা 
একটি স্বাভাবিক সংখ্য! । কিন্ত এমন কোন স্বাভাবিক AA k পাওয়া যাইবে না 
যাহাতে 5-Fk—2 হইবে, অর্থাৎ, 2 হইতে 5 বিয়োগ করিলে বিয়োগফল কোন 
স্বাভাবিক সংখ্যা হইবে ন| 1 

পরবর্তীকালে, নানাবিধ зэ দূরীকরণের উদ্দেশ্যে -1, -2, -3, - 4, 
—5.. . এইরূপ সুসংবদ্ধ সংখ্যাগুলি এবং অপর একটি সংখ্যা 0 (শুন্য ) এর 

উৎপত্তি হয়। —1, 2» —3, —4, —5, 4 সুসংবদ্ধ সংখ্যাগুলিকে 

ajas geari (Negative Integers) বলা 23 | 

ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যাসমূহ, খণাত্মক পূর্ণগংখ্যাসমূহ এবং 49-48 সংখ্যাগুলিকে 
একত্রে 9-মগুলী (J-sytem) বলা হয় এবং লেখা হইয়! থাকে : 

da --4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,--- | 
এই J মণ্ডলীর অন্তর্গত প্রতিটি সংখ্যাকে পুর্ণসংখ্যা (Integer) বলা হয়। 
সুতরাং, প্রতিটি পূর্ণসংখ্যা এই এ-মণ্ডলীর এক একটি л (member), 

1-2 (b) যুখা সংখ্য! ও অযুগ্য সংখ্যা! : 

যে সমস্ত পূর্ণসংখ্যা 2 দ্বারা বিভাজ্য তাহাদিগকে sm পূর্ণসংখ্য। বলা হয়। যেমন, 
1,76, —4, 72,2, 4, 6,8, :--, :*', এর প্রাত্যকটি এক একটি ঘুগা সংখ্যা। 
স্থৃতরাং, n (৮0) যে কোন পূর্ণসংখ্যা হইলে 2% সর্বদাই 59 সংখ্যা 

মন্তব্যঃ 0 (শুন্ত) কেও যুগ্ম সংখ্যা মনে করা যায়। 


REAL NUMBERS 5 


যে সমস্ত পূর্ণসংখ্য৷ 2 দ্বারা বিভাজ্য নহে, তাহাদিগকে sen সংখ্যা বলে। 
যেমন, 7, 5, 3, 71, 1, 3১5, ১.০: чаң প্রত্যেকটি এক একটি 
অযুগ্ম সংখ্যা। সুতরাং, n কোন পূর্ণসংখ্যা হইলে 2n+1 অযুগ্ সংখ্যা হইবে। 
` আবার, Antl সর্বদাই TIN সংখ্যা হইবে, যেখানে n = পূর্ণসংখ্যা | 


দ্রষ্টব্য £ 
G) p একটি যুগ্ম সংখ্যা হইলে, ৮* একটি যুগ্ম সংখ্যা। হইবে। 
p একটি ч সংখ্যা হইলে, | 
р=2п, যেখানে п একটি পূৰ্ণসংখ্যা I ৮৪ 
`. p?— (2n)? = 4n? —2 (25) 22b, 
যেখানে, b=2n2 = «Ф পূৰ্ণসংখ্যা | 
সুতরাং, p? একটি যুগ্ম সংখ্যা | 
Gi) m একটি অযুগ্ম সংখ্যা হইলে, m° একটি অযুগ্ম эчу হইবে। 
m একটি অযুগা সংখ্যা হইলে, 
т==2п +1, যেখানে n একটি পূৰ্ণসংখ্যা 1 
o4. m?-(2n41)-4n?--4n41 
=2(2n° --2n) - 1- 2b 4-1, 
যেখানে, b=2n2 +2n= 2(n° +п) = একটি পূর্ণসংখ্যা । স্থতরাং, m° একটি 
অযুগ সংখ্যা। 
মন্তব্য ঃ G) p° যুগ সংখ্যা হইলে, অবশ্যই р যুগ সংখ্যা হইবে। 
(Н) р? TIA সংখ্যা হইলে, অবশ্যই р অযুগ্ সংখ্য! হইবে। 
1-3. (a) মূলদ সংখ্য! (Rational Numbers) š 
যোগ, বিয়োগ ওগুণন-_-এই তিনটি মৌলিক প্রক্রিয়া -মগুলীর ক্ষেত্রে সর্বদাই 
প্রযোজ্য অর্থাৎ, যে কোন দুইটি পূর্ণসংখ্যার যোগফল, বিয়োগফল ও গুণফল 
সর্বদাই 51 86411 কিন্তু; ভাগ প্রক্রিয়াটি এ-মণ্ডলীর ক্ষেত্রে সর্বদা প্রয়োজ্য নহে। 
ভাগের সংজ্ান্যায়ী, a এবং b যে কোন ছুইটি পূর্ণসংখ্যার জন্য যদি কোন একটি 
পূৰ্ণসংখ্যা c পাওয়া যায়, যাহাতে bxc=a, (b70), হয়, তাহ! হইলে, একে b দার! 
ভাগ করিলে, ভাগফল c হইবে ; এবং তখন লেখা হইবে, a/b e c. যেমন, 5X 3-15 
বলিয়া, 15/5-3, সেইরূপ, 24/674; 35/775; —18/6— -3. 


6 অস্তরকলন 


কিন্তু এমন কোন পূর্ণসংখ্যা k পাওয়া যাইবে না, যাহাতে 5৯:- হইবে) 
অর্থাৎ, 7/5 এর মান কোন পূর্ণসংখ্যা হইতে পারে al 1 


পরবর্তীকালে, গণিতবিদ্গণ Ф Š ERA <, =$, өх c এই জাতীয় 
সংখ্যাগুলির প্রবর্তন করেন, যাহাদিগকে ভগ্নাংশ ( Fraction ) বলা হয়। এই সমস্ত 
ভগ্নাংশ, ধনাত্মক বা খণাত্মক হইতে পারে। 

যে কোন পূর্ণসংখ্যা এবং যে কোন ভগ্নাংশকে заи সংখ্যা বলা হয় এবং সমষ্টিগত 
ভাবে ( collectively ) তাহাদিগকে ৫-মগুলী বলা ex i 

মন্তব্য ঃ 

যে কোন পূর্ণসংখ্যাকে чу দ্বারা ভাগ করা অর্থহীন। যেমন, 5, lU Р б 
(а= с কোন পূৰ্ণসংখ্যা ) এর প্রত্যেকটি অর্থহীন। 

আমরা জানি, 0 (শুন্য ) কে কোন পূর্ণসংখ্যা দ্বারা গুণ করিলে গুণফল শুন্য 
হইবে। সুতরাং, b যে কোন পূর্ণসংখ্যা হইলে, 0xk=0; তাহা হইলে, 0/0— b. 
কিন্তু b এর মান 1, অথবা 2, অথবা 3/2, অথবা যে কোন মূলদ সংখ্য! হইলে, 0 x b 
এর মান সর্বদাই Зэ হইবেই। তাহা হইলে, 0/০- (7) এর মান 1, 12, বা 
3/2, বা যেকোন মুলদ সংখ্যা হইতে পারে, অর্থাৎ0/0 এর মান m ffi (Indefinite) | 
সেইজন্য 0/0 অর্থহীন ( Meaningless ). 

আবার, এমন কোন নির্দিষ্ট মূলদ সংখ্যা £ থাকিবে লা, যাহাতে Охр=5 
হইবে ; কারণ, P যে কোন মূলদ সংখ্যা হইলে, 0% =0; সুতরাং, 5/0 অর্থহীন। 
TETN, a/0, ( যেখানে এ যে কোন পূর্ণসংখ্যা ) অর্থহীন। 

মন্তব্যঃ а যে কোন মূলদ সংখ্যা হইলেও, а/0 অর্থহীন | 

অংজ্ঞাঃ মুলদ সংখ্যা £ 

P যে কোন পূর্ণসংখ্যা এবং q যে কোন ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা হইলে, pla কে মুলদ 
সংখ্যা ( Rational Number ) বলা zx | 

তাহা হইলে, 3/5, —7/6, 14/7, -5/3, — 8/4, «x প্রত্যেকটি এক একটি মূলদ 
সংখ্যা। যেহেতু, 4=4/1; 5-102, —3-2 —27/9, সুতরাং, 4, 5, —3 এর 
প্রত্যেকটি মূলদ ЖИ: আবার, যেহেতু, 0= 0/5, এবং 0-0/4, সুতরাং, 0 
( їз) একটি মূলদ সংখ্যা__ইহা মনে করা যায়। . 

দ্রষ্টব্য ?ঃ অমূজদ শূন্যের অস্তিত্ব কল্পনা করা যায়। 
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1-3 (b) মূলদ সংখ্যার কয়েকটি ধর্ম (Some properties of Rational 
numbers ) 2 

(1) যোগ, বিয়োগ, গুণ ও ভাগ (অবশ্য чв দ্বারা ভাগ fen )_-এই চারিটি 
মৌলিক farsi মূলদ সংখ্যা-গোষ্ঠীর ক্ষেত্রে প্রযোজ্য | 


যেমন, 7/4 এবং 3/5 মূলদ রাশি । তখন, 


Er TE 

1-$- 145 3x4 28 একটি sm রাশি; 
3 23-153-31 ELE EE 

bte 


(2) বিনিময় নিয়ম ( Commutative law ), 
সংযোগ নিয়ম ( Associa'ive law ) এবং 
বিচ্ছেদ নিয়ম ( Distributive law ) 
মূলদ সংখ্যা মণ্ডলীর ক্ষেত্রে প্রযোজ্য 1 
т, 5, t তিনটি মূলদ সংখ্যা হইলে, 
G) r+s=s+r (যোগের বিনিময় নিয়ম); 
rXs-sxr, ( গুণনের বিনিময় নিয়ম ) ; 
Gi) (r+s)+t=r+(s+t) (যোগের সংযোগ নিয়ম ) ; 
yx (sx t)=(rx s) x t, (গুগনের সংযোগ নিয়ম ) ; 


(ii) 7১%+2)-৫১৫৩)+-৯৫), (বিচ্ছদ নিয়ম); 
(r+s)Xt=(rxt)+(sx t), (বিচ্ছেদ নিয়ম); 
(3) মুলদ সংখ্যাসমূহ ক্রম বিন্যাস্ত ( well-arranged ) š 
G) v এবং s দুইটি মূলদ RA হইলে, হয় r= s, অথবা 7295, অথবা r< s. 
Gi) rst তিনটি qaw সংখ্যা হইলে, যদি rms এবং s>t হয়ত তবে r> 
হইবে ; আবার, যদি recs এবং s<t হয় তবে r<t হইবে | 
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(4) দুইটি বিভিন্ন эрле সংখ্যার মধ্যে অসংখ্য মূলদ সংখ্যা থাকি বে। 
মনে করি,? এবং s দুইটি বিভিন্ন মূলদ সংখ্যা, যেখানে rZsin(»1) যে কোন 
ধনাত্মক পূর্ণস খ্যা। তাহা হইলে, | 


245-2. r4 X870. 99-0, ENESA p 4071 - 7) 
n n n n 


এর প্রত্যেকটি মূলদ রাশি এবং re s এর মধ্যে অবস্থিত; অর্থাৎ ইহাদের যে কোনটি 
” অপেক্ষা বৃহত্তর এবং s অপেক্ষা ক্ষুদ্রতর ; এবং উহাদের সংখ্যা (॥-1). এখন 
n=2, 3, 4৮ প্রভতি যথেচ্ছভাবে বর্ধিত করিয়া লইতে লইতে n এর মান অসীম 
( infinity ) হইলে, দেখা যায় r এবং s এর মধ্যে অসংখ্য зая রাশি থাকিবে। 


13 (су যে কোন wem রাশিকে হয় সামান্য দশমিক ভগ্নাংশে 
(terminating decimal), অথব| WITS দশমিকে (recurring decimal) 
প্রকাশ করা যাইবে এবং বিপরীতক্রমে। 

(A) মনে করি, pa একটি মূলদ রাশি এবং ৫275, যেখানে r এবং 5 এর 
যে কোন একটি g এবং অপরটি ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা অথবা উহাদের উভয়েই ধনাত্মক 
পূৰ্ণসংখ্যা । এইরূপ ক্ষেত্রে, pla, মূলদ রাশিটিকে সসীম দশমিক ভগ্নাংশে প্রকাশ 
করা যাইবে, কারণ এইরূপ ক্ষেত্রে, 

p. Р PXS 27752, 
q 2'5 (2x5 10739 
বাহাকে সহজেই সসীম দশমিক ভগ্নাংশে са) যায়। দৃষান্তম্বরূপ ; 
3,:9::3455 4 


i P Q 25 15-075; 
87287 xac i 0895, 
E 2 Qa T 11-0752 , 
243. 243х4 072 


250- 105 os 70972; ইত্যাদি। 
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(B) নিজের দৃষ্টান্তগুলি লক্ষ্যণীয় :— 
© 1-111-- e অসীম পদ 01; 


-5x хд=5х01- 055555... অসীম পদ 98-08, 
=5+07=57; 


=001010101... .- =001; 


8|- olg Хаг 
ll 
сл 


Gi) 


-5x00i-005; *==23х001=0'д8; 


S 81৩, 


© 
[ 
№ 
+ 
л 
х 


Gii) ggg - 0001 5 asa = 005: 


99873526 504 -34-501-3501; ইত্যাদি। 


ae d diti ЛАЙ Me МИР মান 9, অথবা 
99, অথবা! 999, অথবা 9999, অথবা 99:99, -. ইত্যাদি এইরূপ সংখ্যা থাকিলে, 
504 এই মলা е wtqu দশমিকে পরি va ч 


aly 
58247742265 1 x? 
г CE X5 хп @х5 хи. (10)+* 


যেখানে, m-px2'x5'; এবং ॥=একটি ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা যেখানে n এর 
3002 এবং 5 জাতীয় কোন উৎপাদক নাই। এইরপক্ষেত্রে, рр কে "tse 
দশমিকে প্রকাশ করা যাইবে। যেমন, 


8-8-6х1-6х01-08: 


3 
кына ы ү Ga 
6 10 9 10 (82) jo «93-085, 


10 
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13 1,78. 1 TEL k 
15 10/9 7 19 (80) - 555-085; 


47 1,282 লন, 
163710“ 99 ir 0251; 


সাধারণ নিয়ম : 5 
“ছিপদ উপপাদ্য” এর সাহায্যে, 
(a b)" - a^ — b" — M(n)=n-এর গুণিতক ; 
(a -b Fc) а" — b^ — c" 
={(а+Ь+ c)" — (a +b)" —c^] 6 f(a +b)" — a" — = Min 
সেইরূপ, (a+b+o E) ат ph — ees —h = Mln) 
ধরি, a=b=c=...=h=1, 
যেখানে, а, b, cy b এর মোট সংখ্যা = N. 
তাহ! হইলে, 
М"-М=М(а); 3, N(N"!-1)- M(n). 
মনে করি, N= M(n) ; তাহা হইলে, N" - 1 -1- M(n). 
অতএব, №=10 হইলে এবং n এর মধ্যে 2 এবং 5 জাতীয় কোন 


উৎপাদক না থাকিলে, 10"71—1- 1105). 


যেমন, n=7 হইলে, 107-1—1=105— 
= 999,999 —7 এর গুণিতক = M(7) ; 
п= 13 হইলে, 1013-1 —1=101°—1=M(13); ইত্যাদি। 
তাহা হইলে, উপরোক্ত নিয়মে, 


en E m এর ক্ষেত্রে, 


m. 1807 
০ fafi pla কে আবৃত্ত দশমিকে পরিণত কর 


যাইবে। течат, 


6 .6x(10771—1) ,6x999,999 
7 7x(10'- 1-1)” 7 х 999,999 


.6х142857. 857142. 
7999,909 999.999 0857142. 
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মন্তব্য : ? এবং $ ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা হইলে যেখানে 1, 2 এবং 5 ভিন্ন $ এর 
মান যেকোন মৌলিক সংখ্যা, rs একটি আবৃত্ত দশমিক ভগ্নাংশের সমতুল্য 
যেখানে অধিকপক্ষে (5-1) সংখ্যক অঙ্ক একই ক্রমে পর পর আবৃত্ত হইতে থাকিবে + 
যেমন, 


25167 4 6i s. 
3-08-0468, 7-085714; 


3 —'$1— 8454545451 ; 


2- "153846 = 153846153846 ; 


= :0588235294117641 ; 
= 052€ 31578947368421. 


বিশেষ দ্রষ্টব্য ৪ 6-60000----60 
i 207520750; ын 0:875 —0:8750 , 


82 м $ 
75-02-0290 22=0752=07520; 


ইত্যাদি যে কোন সসীম দশমিক ভগ্নাংশকে আবৃত্ত দশমিক ভগ্নাংশে লেখা যাইতে, 
পারে, যেখানে 0 (9 ) আবৃত্ত হইতে থাকিবে। 
আবার, আমর! লক্ষ্য করি, 
0'74 = 149999... 
= "744 009 4- 0009 +:--.-- 
74 9 .... 
X. 11047 
749 p. 
100* 10* *1—110 
Tá, А 75 076 


“100” 100 100 


সুতরাং, 07520740; 


সেইরূপ দেখানো যাইবে, 
0875--08740, 07751-07509 ; 


0:972 — 09719 ; 5:5071- 550709 ; 
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অর্থাৎ, কোন সসীষ দশমিক ভগ্নাংশের দশমিক বিন্দুর পর শেষ অঙ্কটিকে 1 কম 
করিয়া লিখিয়া ঠিক তাহার পরে 9 কে পৌনঃপুনিক হিসাবে ব্যবহার করিলে, যে 
আর্ত দশমিক হইবে তাহাই ওঁ দশমিক ভগ্নাংশের সমান হইবে। redit, দেখা 


যাইতেছে, যে কোন সীম দশমিক ভগ্নাংশকে ЛЭГ” যাইতে 
পারে। 


তাহা হইলে, যে কোন মূলদ সংখ্যাকে আবৃত্ত দশমিক ভগ্নাংশে লেখা 
যাইবে। 
(C) বিপরীতক্রমে, যে কোন সসীম দশমিক ভগ্নাংশ এবং যে কোন 
আবৃত্ত দশমিক ভগ্নাংশ মূলদ সংখ্যাকে কেবলমাত্ৰ বুঝাইবে। বেমন, 
034-55; 575-375, এবং সাধারণভাবে, 


414:45" MESE. 
0 
যেখানে» 01, ৫, ৫৪» **- *-:৫%এর কোন কোনটি Ҹә এবং অবশিষ্টগুলি 
খনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা । l 
আবার, 
0°75 = 7555... 
774-054-0054 -..-.. 
Ny aW 
7190 jp 105+ ^ moms 
LR E NN 
10*10* 1-3 
ЭРЭЭ ӨЗ 15—7 


710*90799- 99 


: 4s 47- 456-4. 357-35 
সেইরূপ, 0:41- EU 7,0456= 524 р 0350 oD 


Оа,а22,-- — «^aa 


0406-4052, ইত্যাদি; এবং সাধারণভাবে, 


O'a,asas ...... арас") 


z 110505 "^ akabe y asa ada tty ) 
999...-.. 9000......0 


[9 এর মোট 90-07: 0 এর মোট সংখ্যা =b ].'-8.1—3(с)(С). 


um রাশিকেই মাত্র বুকাইবে। 
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সুতরাং যে কোন সসীম দশমিক ভগ্নাংশ এবং যে কোন єн দশমিক ভগ্নাংশ 


বিশেষ кў: 

() S='='6666-.-.... 

ра 105 =6'6666--:·.. ; 
5=0:6666-..... ; 


(8866) (বিয়োগ কৰি) 
8-5-8-3 


(8) S= did uon চি. | 
1008--47:474747---- ; 
S= 0474747 ; 


ডল, (итш) 


47 = 291, 
47= 5 99 


(iii) 8:55:61-45:6777----. 
1008--567:7777--.. ; 
1082 56'7777-----. : 


908--567--56, 

i A == 567 ш 56 = 511. 

+ 561-5-2 4-3 

(iv) S=3'547=3'5474747----... 
1000$ = 3547:474747.----. ; 

105= 35474747; x 


9905 = 3547—35; x 
3517- S3 E = -35 Adr 
সেইরপ, (v) 05031= Оу = оозу 
(vi) 320544 220033920. 320624, 
এইভাবে যে কোন আবৃন্ধ দশমিককে সাধারণ ভগ্নাংশে পরিণত করা ЁС 
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মন্তব্য 8 আমরা লক্ষ্য করি যে, 

0:05005000590005.-....অসীম পদ পর্যন্ত__এই অসীম দশমিক Зэ 
আবুত্ত নহে । যে সমস্ত অসীম দশমিক ভগ্নাংশ আবৃত্ত নহে তাহার! কোন মুলদ রাশি 
হইবে ন! ; কারণ, আমরা জানি যে কোন মুলদ রাশি সর্বদাই হয় সসীম দশমিক 
ভগ্নাংশ নতুবা অসীম আবৃত্ত দশমিক ভগ্নাংশ হইবে। 

1-3(d) অমূলদ সংখ্যা ও বাস্তব সংখ্যা । 

m, n ও а যে কোন ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা হইলে, am এর অর্থ বীজগণিতে, 
“হুচক-নিয়মাবলী” অধ্যায়ে দেওয়া হইয়াছে। J2, V3, 5, 3/7, £/9 ইত্যাদির 
অর্থ এখান থেকে আমরা জানিতে পারি। এখন, দেখা যাক্‌, এই জাতীয় রাশিগুলি 
মূলদ সংখ্য! না অন্য কিছু। 

প্রথমতঃ, 1<2<4. 2. J1-—42-WA4 অর্থাৎ, 1<V2<2, 

М2 পর্ণসংখ্যা নহে। 

এখন, যদি সম্ভব হয়, মনে করি, /2 একটি মূলদ সংখ্যা, এবং J2=plq, 
যেখানে р এবং q ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা ও পরস্পর মৌলিক; (q>1) তাহা হইলে, 
বর্গ করিয়া পাই, 

p'lqes2q >: (1). 

যেহেতু, p এবং এ পরস্পর মৌলিক, উহাদের মধ্যে 1 ভিন্ন অপর কোন সাধারণ 
উৎপাদক থাকিবে না; EN р?/ একটি সামান্য ভগ্নাংশ যেখানে 041, 
q =? ЯЛ, এবং р? এবং এ পরস্পর মৌলিক 1 few, 2g একটি পূর্ণসংখ্য|। তাহা 
হইলে» (1)এতে একটি সামান্য ভগ্নাংশ একটি পূর্ণসংখ্যার সমান-_যাহা অসম্ভব। 
স্থৃতরাং, /2 কে р/а আকারে প্রকাশ করা যাইবে না? অর্থাৎ, 42 কোনমতেই 
মূলদ সংখ্যা হইতে পারে না। সেইরূপ, 43, ২/5, 1/7, 5/9...ইত্যাদি 
রাশিসমূহ মূলদ সংখ্যা হইতে পারে না। এই সমস্ত সংখ্যাগুলিকে অমূলদ সংখ্য! 
(Irrational numbers) বল! হয়। 


আবার, লক্ষ্য করি যে, 2+50/3- V2), м2+2 JG- 42) 


27 /24"-Хүз- 42) ; n = ; 
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এই অসংখ্য সংখ্যাগুলি অমুলদ ; এবং Уй ও JU এর মধ্যে অবস্থিত। অতএব 
আমরা বলিতে পারি, যে কোন দুইটি বিভিন্ন অমূলদ সংখ্যার মধ্যে অসংখ্য 
অমূলদ সংখ্যা থাকিবে। 

সমুদয় মূলদ সংখ্য! এবং সমুদয় অমূলদ সংখ্যাকে সমষ্টিগতভাবে বাস্তব সংখ্যা 
(Real Numbers) এর মণ্ডলী বলা হয় এবং এই মণ্ডলীকে R দ্বারা সুচিত করা হয়। 

যে কোন অমুলদ সংখ্যাকে সামান্য ভগ্মাংশে প্রকাশ করা যায় না বলিয়া ইহাদিগকে 
অমেয় (Incommensurable) রাশি বলা ex! কিন্তু প্রত্যেকটি অমুলদ সংখ্যার 
নির্দিষ্ট মান আছে। ইহাদের আসন্ন মান যতদূর খুণী সঠিক ভাবে নির্ণয় করা যাইতে 


পারে। 
যেহেতু, 42 কোন মূলদ সংখ্যা নহে, সুতরাং, ইহাকে অসীম অনাতৃত্ধ দশমিকে 


প্রকাশ করা যাইতে পারে। 

যেহেতু, 12442423, 2. 1«42«2. সুতরাং, J2 এর মান 1 এবং 
2 এর মধ্যে থাকিবে, 

আবার, (Г4)#=196<2; (:5)*- 225৯2 বলিয়া, 14« 42-15. 

আবার, (141)#=1°9881<2, এবং (1:42). 2:0164>2 বলিয়া, 
l41« 24142. 

এইভাবে অগ্রসর হইলে, দেখা 4: У2=1:414, 213, 5+, 

যাহা একটি অসীম অনাবৃত্ত দশমিক EQ 1 

মন্তব্য ? পূর্বোক্ত আলোচনা হইতে দেখা যাইতেছে, কোন বাস্তব রাশিকে 
sm অথবা অসীম আবৃত দশমিকে প্রকাশ করা সম্ভব হইলে, উহা! একটি মূলদ সংখ্যা 
হইবে; কিন্তু waq অসীম দশমিকে প্রকাশিত হইলে, উহা! একটি অমূলদ সংখ্যা 
হইবে ; এবং বিপরীতক্রমে, সসীম অথবা আবৃত্ত মসীম দশমিক একটি মূলদ সংখ্যাকে 
এবং অনাবুত্ত অশীম দশমিক একটি অমুলদ সংখ্যাকে সুচিত করিবে। 

1-4. বাস্তব সংখ্যার কতিপয় ধর্ম € Some" properties of real 


numbers ) š 
(1) যোগ, বিয়োগ, গুণ ও ভাগ (অবশ্য শূন্য দ্বারা ভাগ ভিন্ন )— চারিটি 


মৌলিক প্রক্রিয়া বাস্তব সংখ্যা-গোষ্ঠীর ক্ষেত্রে প্রযোজ্য 1 
* (2) a, b, c তিনটি বাস্তব সংখ্যা হইলে, 

G) a+b=b+a, (যোগের বিনিময় নিয়ম ): 

axb=bxa, (গুণনের বিনিময় নিয়ম ) ; 
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Gi) (৫+৮)+০-+(৮+০), (যোগের সংযোগ নিয়ম ) 5 
a X(bxc)- (a x b) x c, (গুণনের সংযোগ নিয়ম ) ; 
Gü) ax(-c)-axb-Faxc, (বিচ্ছেদ নিয়ম); 
(2+) хс=ахс+Ь хс, (বিচ্ছেদ নিয়ম ) 1 
(3) বাস্তব সংখ্যা সমূহ ক্রম fau | 
G) ৭ এবং ৮ দুইটি বাস্তব সংখ্য হইলে, হয় a=b, অথবা ০৯৮, অথবা а<Ь. 
Gi) a,b, c তিনটি বাস্তব সংখ্যা হইলে, যদি ৫৯৮ এবং bc হয়, তবে ас 
হইবে; আবার qf ৫২৩৮ এবং b<c হয়, তবে ৫০ হইবে 1 
(4) দুইটি বিভিন্ন বাস্তব রাশির মধ্যে অসংখ্য বাস্তব রাশি থাকিবে; অর্থাৎ, 
অসংখ্য মূলদ রাশি এবং অসংখ্য অমুলদ রাশি থাকিবে। 
বাস্তব রাশির উপরোক্ত ধর্ম সমূহের প্রমাণ un qfeg e বলিয়া এখানে 
দেওয়া সম্ভবপর হইল 411 
1-5. বাস্তব সংখ্যার জ্যামিতিক প্রকাশ зын represen- 


tation of real numbers ) š 


Scu 2? A о m M An P 
Y 


উভয়দিকে অসীম পর্য্যন্ত বিস্তৃত একটি সরলরেখ| X'X লই; এবং উহার উপর 
যে কোন একটি বিন্দু লইয়া O দ্বারা চিহ্নিত করি। মনেকরি এই O বিন্দুটি 0 
(শুন্ত ) কে 55 করে । এখন, OX রেখার উপর একটি বিন্দু A, লই এবং 
ধরি, 0A: -] একক | তাহা হইলে, А, বিন্দুটি 1 কে স্থচিত করিবে। এইরূপ 
ক্ষেত্রে, 0 কে মূল বিন্দু উবার ডান পার্শ্বে অবস্থিত OX কে ধনাত্মক পার্শ্ব এবং 
বামপার্থে অবস্থিত OX' কে থণাত্মক পার্শ্ব বলা হইবে। 

OX” এর উপর А,' বিন্দুটি যদি এমনভাবে লই, যেন, ОА,'=ОА,=1 হয়, 
তাহা হইলে, প্রচলিত প্রথান্যায়ী А, А -1 কে স্থচিত করিবে | 

এখন, OX ও OX” এর উপর যথাক্রমে An ও А’, দুইটি বিন্দু লই যেন, OA, 
= ОА'„=пхОА,, যেখানে, n একটি ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা। তাহা হইলে, An 
এবং An বিন্দুদ্ধয় যথাক্রযে % এবং —n কে স্থচিত করিবে | 
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এখন, মনে করি, р/а একটি মূলদ সংখ্যা যেখানে, 9৮1) একটি ধনাত্মক 
পূর্ণসংখ্যা। এখন, OA, রেখাংশকে q সমান অংশে বিভক্ত করি, এবং মনে 
করি, উহাদের একটি অংশ OQ; ৮ ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা হইলে, ОХ এর উপর 
Р বিন্দু, লই, যেন ОР=рхОО হয়; তাহা হইলে P বিন্দুটি ধনাত্মক ভগ্নাংশ p/q 
কে স্থচিত করিবে। কিন্তু ০ খণাত্মক পূর্ণসংখ্যা হইলে, 0- এর উপর ? বিন্দু 
লই, যেন OP'=(—p)x OQ হয়) তাহা হইলে, P বিন্দুটি খণাত্মক ভগ্নাংশ p/a 
কে "fos করিবে। সুতরাং, 2/9 আকারের একটি মূলদ সংখ্যাকে ХОХ এর 
উপর কেবলমাত্র একটি বিন্দু wfs করিবে; এবং বিভিন্ন মূলদ সংখ্যাকে X'X 
এর উপরিস্থিত বিভিন্ন বিন্দু চিত করিবে 1 

আমরা জানি, দুইটি বিভিন্ন মূলদ সংখ্যার মধ্যে অসংখ্য Gem সংখ্যা আছে 
এবং একই সরলবেখা XUX এর উপর দুইটি বিন্দুর মধ্যে অসংখ্য বিন্দু আছে এই 
অসংখ্য বিন্দু অসংখ্য বিভিন্ন মূলদ সংখ্যাকে স্থচিত করিলেও, উহাদের মধ্যে অসংখ্য 
বিন্দু থাকিবে,যাহারা কোনমূলদ সংখ্যাকে স্থচিত করিবে না। নিয়ের দৃ্টাত্তটি লক্ষ্যণীয় | 

মনে করি, ОАВ একটি সমদ্ধিবাহু সমকোণী ত্রিভুজ, যেখানে ОА-АВ-1, 
ZOAB-90^; তাহা হইলে, OB! -1* 417-2, অর্থাৎ ОВ- 42. এখন, O — 
কে কেন্দ্র করিয়া এবং ОВ ব্যাসার্ধ লইয়া একটি বুভচাপ অঙ্কন করি যাহা OX কে 
L বিন্দুতে ছেদ করে। তাহা হইলে, OL-OB- J2; সুতরাং 1 বিন্দুটি J2 
কে চিত করিবে। কিন্তু 42 একটি অমূলদ সংখ্যা । তাহা হইলে, L বিন্দু 
কোন মতেই কোন মূলদ রাশিকে স্থচিত করিবে 41 | 

যদিও প্রমাণ দুরহ যুক্তি-সাপেক্ষ, X'X এর উপর আরও অনেক বিন্দু আছে 
যাহার! মূলদ সংখ্যাকে স্থচিত করিবে না। 

X'X সরলরেখার উপর যে বিন্দুটি মূলদ সংখ্যাকে স্থচিত করিবে তাহাকে মুলদ 
বিন্দু ( Rational point ) এবং যে বিন্দুটি অমূলদ সংখ্যাকে সুচিত করিবে তাহাকে 
অমূলদ বিন্দু ( Irrational point) বলা হইবে | «aetema, X'X সরলরেখাকে 
সংখ্যা-রেখা বা সংখ্যা-অক্ষ (Number axis) বা বাস্তব-অক্ষ (Real axis) 
বলা ex t 

ক্যাণ্টর-ডেডিকিণ্ড-এর স্বতঃসিদ্ধ (Cantor-Dedekind's Axiom) š— 

(“একটি বাস্তব সংখ্যার জন্য কেবলমাত্র একটি বিন্দু সংখ্য|-অক্ষ X'X এর উপর 
থাকিবে, যাহা এ সংখ্যাকে সুচিত করিবে; এবং বিভিন্ন বাস্তব সংখ্যার জন্য পৃথক্‌ 

অন্তরকলন__2 
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পৃথক্‌ বিন্দু X'X এর উপর থাকিবে, যাহার! Q সমস্ত সংখ্যাকে যথাক্রমে স্থচিত 
করিবে ।. বিপরীতত্রমে, X X এর উপর প্রতিটি বিন্দু কোন না কোন একটি বাস্তব 
সংখ্যাকে 55 করিবে |” 

afma (wel-arranged ) বাস্তব সংখ্যাসমূহের মণ্ডলীকে Arithmetic 
Continuum বলা হয় এবং, সংখ্যা-অক্ষ X'X এর উপরিস্থিত বাস্তব সংখ্যা- 
মণ্ডলীর সংখ্যাগুলির স্থচক অনুরূপ বিন্দুগোষ্ঠীকে Linear Continuum বলা হয়। 

1-6. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ s 

উদাহরণ 1, দেখাও যে, যে কোন зээ সংখ্যার বর্গ সর্বদাই 8n+1 
আকারের, যেখানে n ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা। 

যে কোন পূর্ণসংখ্যা হইলে» 401 সর্বদাই অধুগ পূর্ণসংখ্য! হইবে। এখন, 
(4b 4-1)? — 16b? 8h 4-1. 

=8(2р° cb) --1—8n-F1 

যেখানে, %-2%4--ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা । 

উদ্দাহরণ 2. দেখাও যে, 19455 একটি অমূলদ রাশি। 

যদি সম্ভব হয়, মনে করি 106.5 একটি даи রাশি এবং logs5—p/q যেখানে р 
এবং এ পূর্ণ RI; (920). তাহা হইলে, 21৫5» বা 2৮5৫) (৮৯৯০); 
কিন্তু, ইহা অসম্ভব । west, 10825 একটি অমূলদ রাশি। 

উদ্দাহরণ 3. দেখাও যে, 54/6 একটি অমুলদ রাশি 1 

প্রথমতঃ, 2 4643, 2. %6 পূর্ণসংখ্যা নহে। 

যদি সম্ভব হয়, মনে করি, / 6 একটি মূলদ রাশি এবং V 6—p/a, যেখানে, p এবং 
৫ ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা ও পরস্পর মৌলিক, ৫৯1. তাহা হইলে, বর্গ করিয়া পাই, 
6 - p*jq*, বা 6q- p*la. P LEM S rs S (A) 

এখন, COT p এবং q পরস্পর মৌলিক, ০ এবং q এর মধ্যে 1 fen অপর কোন 
সাধারণ গুণনীয়ক থাকিবে না। তাহা হইলে, р? এবং q এর মধ্যে 1 ভিন্ন অন্ত কোন 
সাধারণ গুণনীয়ক থাকিবে ন|। সুতরাং, ০2/9 একটি সামান্য ভগ্নাংশ হইবে ; কিন্ত 
ба একটি ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা। তাহা হইলে, (А) এতে একটি পূর্ণসংখ্যা একটি 
সামান্য ভগ্নাংশের 7919—9161 অসম্ভব। eai, V6 একটি অমুলদ রাশি। 

যদি সম্ভব হয়, এখন ধরি 5+ J6=r|s, যেখানে r এবং s ধনাত্মক ЯФ! 


তাহা হইলে, Vócris- 5e 155 
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অর্থাৎ একটি অমূলদ্ রাশি একটি qaq রাশির সমান-_যাহা! 55841 সুতরাং, 
5+ 46 একটি অমূলদ সংখ্যা। 


উদ্বাহরণ 4. ау3-5./2-0 হইলে, যেখানে а এবং b মূলদ রাশি, দেখাও 
যে, a=b=0. 


তু,  aV3—-bV/2-0; 
а J3x J2-bx2 
Ч, | aV6-2b r © (1) 
মনে করি, ৫৮:0১ তাহা হইলে, (1) হইতে, J6=2b/a ; 
অর্থাৎ, একটি অমূলদ রাশি একটি মূলদ রাশির সমান; যাহা অসম্ভব | 
"west, অতি অবশ্তই, a—0, এবং তখন, (1) হইতে, b=0. 


প্রশ্নমালা 1 

1. G) р? একটি যুগ্ন সংখ্যা হইলে, দেখাও যে, p একটি xa সংখ্যা ; দেওয়া 
আছে, ০ একটি পূর্ণনংখ্যা 1 

(i) m একটি чї সংখ্যা হইলে, দেখাও যে, m° একটি যুগ্ম সংখ্য! হইবে। 

(ii) 45 একটি যুগ সংখ্যা হইলে, দেখাও যে, q একটি বুগ সংখ্যা ; দেওয়া 
আছে, 4 একটি পূৰ্ণসংখ্যা 1 

2. দেখাও যে, 

(i) p একটি অযুগ্ সংখ্যা হইলে, р? TIA হইবে 1 

(1) m? যদি 5 এর গুণিতক হয়, তবে m সংখ্যাটি 5 এর গুণিতক ; m= 
পূৰ্ণসংখ্যা отө আছে। 

Gii) m এবং n দুইটি যুগ্ম সংখ্যা হইলে, m+ n একটি যুগ্ম সংখ্য! হইবে। 

(v) m এবং n দুইটি অযুগ সংখ্যা হইলে, m+ n একটি son সংখ্যা হইবে। 

3. 0) দেখাও যে, 0 (শৃন্ত ) যে কোন ধনাত্মক এবং খণাত্মক পূর্ণমংখ্যা 
দ্বারা বিভাজ্য। 

(i) দেখাও যে, যে কোন তিনটি wae (ধনাত্মক ) ক্রমিক সংখ্যার গুণফল 6 
দ্বারা বিভাজ্য । 

Gi) & যেকোন পূর্ণসংখ্যা হইলে, দেখাও যে, n(n+1l)2n+1) সদাই 6 
দ্বারা 145197 1 


20 অন্তরুকলন 

4. (i) 50 এবং 100 এর মধ্যবন্তী সমস্ত মৌলিক সংখ্যাগুলি উল্লেখ কর 1 

Gü) যদি n=p>x q হয় যেখানে, p এবং q পরস্পর মৌলিক এবং ০১৭, দেখাও 
যে, p—q এবং n পরস্পর মৌলিক | 

(ii) n=pqr হইলে যেখানে р, 9, r, ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা তিনটি n এর মৌলিক 
উৎপাদক, দেখাও যে, ০ এবং qr পরস্পর মৌলিক | 

5. (i) 7 এবং s দুইটি মূলদ সংখ্যা হইলে, দেখাও যে, 145, 7-5, rs এবং 
ris, (5550) মুলদ সংখ্যা 1 

Gü) দেখাও с, 0:4৮ এবং 0745 সংখ্য! দুইটি মূলদ I 

6. (i) দেখাও যে» যে কোন মুলদ রাশিকে আবৃত দশদিকে প্রকাশ করা যাইবে 1 

Gü) MIN একটি মূলদ সংখ্যা হইলে, যেখানে N একটি মৌলিক সংখ্যা, দেখাও 
যে, এই ভগ্নাংশটিকে একটি আবৃত্ত দশমিকে প্রকাশ করা যাইবে যেখানে দশমিক 
বিন্দুর পর অধিকপক্ষে N —1 সংখ্যক অঙ্কের পর ঠিক এই সংখ্যক এই экей 
আৰৃত্ত হইতে থাকিবে। 

7. G) দুইটি অমুলদ রাশি উল্লেখ কর, যাহাদের যোগফল এবং গুণফল উভয়েই 
মূলদ রাশি হইবে। 

Gi) 3 এবং 4/5 এর মধ্যবর্তী 5টি зааж এবং 5টি মূলদ রাশির 
উল্লেখ কর। 

8. নিয়োক্ত রাশিগুলির কোন্ট зли এবং কোন্টি অমুলদ তাহা নির্দেশ কর। 
এবং তৎসহ কারণ দর্শাও : 

G) 43) Gi 45; wi) 3-2; (v) V5; (v) log,3; 
(vi) 0470; (vi) 90, (vii) $i; (іх) 0480: (x) 09450; 
(zi) V34- J2. 

9. (i) 4J6— 45 এবং 47— J6 এর মধ্যে 
করিয়া দেখানো চলিবে না। ) বানি 

(ü) দেখাও যে, /3»,2, J3 এবং М2 এর মধ্যবর্তী চারিটি অমুলদ 
সংখ্যার উল্লেখ কর। 

(ii) 0 এবং 1 এর মধ্যে কি কোন mE সংখ্যা আছে? বন্দি থাকে তবে 
তাদের সংখ্যা কত? এইরূপক্ষেত্রে, 5টি অমূলদ সংখ্যার নাম কর যদি, থাকে । 

Gv) 7 4/245 J3=0 হইলে, যেখানে. এবং s মূল্দ, দেখাও যে т=з=0. 
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(v) "ধনাত্মক পূর্ণ বর্গ সংখ্যা ভিন্ন অপর কোন ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যার বর্গমূল মূলদ 
সংখ্যা হইতে পারে না *_প্রমাণ কর। 

10. নিয়োক্ত সংখ্যাগুলির মধ্যে যেগুলিকে আবৃত্ত দশমিকে প্রকাশ করা হইয়া 
থাকে কেবল তাহাদের উল্লেখ কর এবং মান বাহির কর £ 


ОТР Рок Су ORIS. 319. 
G) 137 (ii) 5 80 169 (iv) 5! 

36 . A 90. ша 3M. 
(v) 377 (vi) 88, (vii) 91; (viii) ы; ; 


(ix) 47, 6) M/s Ф) 3*V6; Gi) zh 5772 
11. নিয়োল্লিখিত দশমিক ভগ্নাংশসমূহের যেগুলি মূলদ সংখ্যাকে wf করে 
তাহাদের নির্দেশ কর £ 00 
G) 1414525636747858 ; 
[ দশমিক বিন্দুর পর সসীম সংখ্যক পদ পর্যন্ত ] ; 
(ü) 5:246246246246... "3 
[ এইরূপ 246 অসীমপদ #68 эпе হইতে থাকিবে 1 
(ii) 2103100310003100003.. *** ©; 
[ এইভাবে 1 এবং 3-এর মধ্যে 0 এর সংখ্যা বাড়িতে থাকিবে 11 
12. নিমোক্ত উত্তিগুলির সত্যতা নিরূপণ কর : 
G) যে কোন দুইটি বিভিন্ন মূলদ সংখ্যার মধ্যে অসংখ্য অমূলদ সংখ্যা আছে। 
Gi) যে কোন দুইটি বিভিন্ন অমূলদ সংখ্যার মধ্যে অসংখ্য মূলদ সংখ্যা আছে। 
(ii) যে কোন qaq সংখ্যাকে অসীম দশমিকে পরিণত করা যাইতে পারে। 
(v) সংখ্যা-অক্ষের উপরিস্থিত প্রতিটি বিন্দু একটি এবং কেবলমাত্র একটি বাস্তব 
সংখ্যাকে স্থচিত করিবে এবং বিভিন্ন বিন্দু বিভিন্ন বাস্তব সংখ্যা fos করিবে। 


(v) কোন মূলদ সংখ্যা নাই যাহার বর্গ 2; (9 একটি বাস্তব সংখ্যা আছে 
যাহার বর্গ 2. 


..... V, W в: эмгүй 


dut 


а sana 
সেটের মৌলিক উপাদান 


( Fundamentals of Sets ) 


2-1. (1) উপস্থাপন 2 

আমাদের দৈনন্দিন জীবনে আমরা কয়েকটি প্রাণী বা কতিপয় বস্তুকে সমষ্টিগত- 
ভাবে বিভিন্ন নামে অভিহিত করিয়া থাকি। যেমন, এক পাল ভেড়া, এক দল 
ডাকাত, এক ঝাঁক পায়রা, এক সারি তালগাছ, এক সেট জামা, এক সেট 
বই, ইত্যাদিতে কতগুলি বিশিষ্ট বিশেষণ সাধারণতঃ ব্যবহার wfan থাকি à এখানে 
পাল, দল, ঝঁ1ক, সারি, ও সেট শব্দগুলি দ্বার! বিভিন্ন প্রাণী বা বস্তুর সংকলন 
( collection )-с বুঝাইতেছে। 

বর্তমান গণিতশান্ত্রে সেট (set) শব্দটি আরও ব্যাপক অর্থে প্রযুক্ত । বিগত 
কয়েকটি দশকে গণিতের পরিসীমার বিস্তৃতির সঙ্গে বিজ্ঞানের বিভিন্ন শাখায় উহার 
প্রয়োগ অপরিহার্য হইয়া উঠিয়াছে। গণিতের যে সমস্ত মুলতবের প্রয়োগ আধুনিক 
বিজ্ঞানের বিভিন্ন শাখায় পরিলক্ষিত হয়, সেটতত্ত্ব তাহাদের মধ্যে অন্ততম। আবার 
বীজগণিত, জ্যামিতি, ক্যালকুলাস, প্রভৃতি গণিতের বিভিন্ন শাখার মধ্যে এই 
সেটতব্বের মাধ্যমে একটি যোগস্থত্র স্থাপন সম্ভব হইয়াছে। জার্মান গণিতজ্ঞ জর্জ 
ক্যান্টর ( Georg Cantor, 1845-1918 ) প্রথম সেটতন্বের উদ্ভাবন করেন | 

“সেট? এর যথার্থ সংজ্ঞা দেওয়! সম্ভবপর নয় ; স্বজ্ঞাত ( Intuitive ) ধারণা! থেকে 
ইহাকে আলোচনা করা যাইতে পারে। এই পুস্তকে সেটতত্বের বিশদ আলোচন! 
করা হইবে না; পরবর্তী আলোচনাতে সেটতত্বের যতটুকু প্রয়োজন হইবে, কেবল 
সেইটুকুই এখানে আলোচনা করা হইতেছে 1 


(2) cb: 
queat একটি সুনির্দিষ্ট সংকলনকে সেট আখ্যা দেওরা যাইতে পারে, fit 
(0 সংকলনটি স্মসংজ্ঞাত ( well-defined ) হয়, 
(i) সংকল্নটির অন্তর্গত যে কোন দুইটি ww qog (diferent ) W, এবং 
(iii) সংকলনাটির অন্তর্গত বস্গুলি ক্রম-নিরপেক্ষ (independent of order) 
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সেইরূপ, সংখ্যা-গোষ্ঠী অথবা বিন্দুসমূহের একটি সুনির্দিষ্ট সংকলনকে একটি সেট 
বল! যাইতে পারে, যদি  সংকলনটি উপরোক্ত তিনটি শর্তের অধীন হয় 1 

যে সংকলনটিকে সেট বল! সম্ভবপর হইবে, তাহার অন্তর্গত প্রত্যেকটি বস্তুকে এক 
একটি পদ ( element 31, member ) বল! হয়। 

দৃষ্টান্ত (a) একটি বাক্সে বিভিন্ন রঙের 5টি মার্বেল আছে। এই 5টি 
মার্ধেলের সংকলনটিকে একটি সেট বল! যাইতে পারে ; কারণ, এই সংকলনের প্রতিটি 
яа সুনির্দিষ্ট এবং স্বতন্ত্র; তাহ! ছাড়া যে কোন ক্রমে তাহাদের নাম উল্লেখ করা 
যাইতে পারে। 

(b) 1 এবং 15-এর মধ্যবর্তী «we যুগ্ম সংখ্যাসমূহের সংকলনটি একটি সেট 
গঠন করে। কারণ, এই সংকলনের অন্তর্গত সংখ্যাগুলি 2, 4,6, 8, 10, 12, 14 
зб? এবং чен; অধিকন্ত, এই সংখ্যাগুলিকে যে কৌন ক্রমে: যেমন, 4১ 10, 2, 
14, 6, 8, 12 এইভাবে লিখিলেও ইহ। সেই পূর্বোল্লিথিত সংকলনটিকেই বুঝাইবে। 
এখানে, এই সংকলনের প্রতিটি সংখ্যা সেটের এক একটি পদ | 

(c) 1 এবং 25 এর মধ্যবর্তী 5টি 54849 সংখ্যা সংকলনকে সেট বল! যাইবে 
4|; কারণ, এইরূপ ক্ষেত্রে কোন্‌ 5টি সংখ্যা লইয়া সংকলনটি গঠিত তাহা 
সুসংজ্ঞাত নহে। 

(d) একাদশ শ্রেণীর 50 জন ছাত্রের সংকলনটিকে সেট বলা যায় নাঃ কারণ, 
এইক্ষেত্রে, সংকলনটি সুসংজ্ঞাত নয়। 

(e) 2, 3, 4, 4, 5_-এই পাঁচটি সংখ্যার সংকলনকে সেট বলা যাইবে না; 
কারণ, যদিও সংকলনটি সুসংজ্ঞাত, few পদগুলি স্বতন্ত্র নয়। 


2-2. সেট-এর লিখন পদ্ধতি। 

সাধারণতঃ ইংরেজী বর্ণমালার Italic বড় হরফ А, B, Cea সেটকে 
প্রকাশ করা হয়; এবং Кайс ছোট অক্ষর а, ৮, cese একটি দ্বারা অনুরূপ 
সেটের অন্তর্গত যে কোন পদকে বুঝানো হয়। যেমন, 1, 3,5,7, 9 এই 5টি 
সংখ্যার সংকলনকে সেট А বলিতে পারি; এই সংকলনটিকে, B «LC বা অন্য 
কোন নামেও প্রকাশ করিতে পারি। এই 5টি পদের যে কোনটিকে a বা & বা ০ 
বা x দ্বার! স্থচিত করিতে পারি 

সেট A-এর অন্তর্গত কোন পদ x হইলে, <€ A; এবং уг, সেট £-এর 
অন্তর্গত কোন পদ না হইলে, у, GA এইরূপ লেখা হইয়া থাকে 1 
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যেমন, 1, 3,5, 7, 9 এই 5টি সংখ্যার সংকলনকে সেট А বলিলে, LEA 
354 3 55& 7724. , 9cA , কিন্ত 26৫. ; 46А, 66А, ইত্যাদি i 

যখন কোন সেটের পদগুলি স্ম্পষ্টভাবে জানা থাকে, তখন তাহাদিগকে 
সাধারণতঃ দ্বিতীয় বন্ধনীর মধ্যে একটির পর একটি কমা দিয়া (যে কোন ক্রমে) 
রাখিয়া প্রকাশ করা হয়। 1, 3, 5, 7, 9—48 5টি সংখ্যার সংকলনকে সেট 
A বলিলে, 


А-1, 3,5, 7, 9, 
বা, A-[5 2/3; 9,5); ইত্যাদি। 


অন্করূপভাবে, a, 6,1, 0; এই 5টি স্বরবর্ণ লইয়া গঠিত সেটকে B বলিলে, 
B=fa, e,i, о, ч}. 


কখনও কখনও, সেটের পদগুলিকে প্রথম বন্ধনীর মধ্যে রাখিয়া প্রকাশ কর! হইয়া 
থাকে; যেমন, 


в=(а, е,1, о, u); 


с-(, 4, 6, 0, 5,7) 


ইংরেজী মাসদমূহের সেটকে X ছারা! স্থচিত করিলে, 
Х={ ইংরেজী মাসসমূহ |. . 
সকল স্বাভাবিক সংখ্যর সংকলনকে “সেট N” বলিলে, 
11 1, 2, 3, 4, 5,..'অসীমপদ পর্ধ্যস্ত | 
বা, N =| স্বাভাবিক সংখ্যাসমূহ }। 
“সেট А” এর যে কোন পদকে х বলিলে, «qox পদটি কোন একটি ধর্ম 
(property) Р(х) মানিয়া চলিলে, প্রতীকের সাহায্যে ইহাকে লেখা যাইতে পারে, 
A-ix|Pix); অথবা; А={х: Р(х} 
যেমন, 10 এবং 50 এর মধ্যবর্তী wam পূর্ণসংখ্যার সেটকে A বলিলে, 
А = {х/х অযুগ্ পূৰ্ণসংখ্যা ; 10 x«50]. 
1 এবং 2 এর মধ্যবর্তী সকল বাস্তব সংখ্যার সেটকে В বলিলে, 
В={х|1<х<2}; বা, 8.1 2 1442, 
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সমুদয় স্বাভাবিক সংখ্যার সেট N হইলে, 
X-k€N | х<4}=11, 2,3}; 
Ү-їхєМ | х<4=41,2,3, 4}. 
1 ও 5 এবং উহাদের মধ্যবর্তী সকল বাস্তব রাশির সংকলনকে সেট С বলিলে, 
С=4511<х<5}, অথবা 0-1% : 1<х<5. 


1, 1, 3 b -** অসীম পদ পর্যন্ত 
সংখ্যাগুলির সংকলনকে সেট X বলিলে, 


সস | -1,2,3,4/--- 


T 
2 2923» `" অসীমপদ পর্যন্ত 
সংখ্যাসমূহের সংকলনকে সেট Y বলিলে, 


Y-[ | хэжэ n=], 2, 3, 4, | 


2-3. সসীম সেট ও অসীম সেট। 
কোনও একটি সেটের পদগুলির সংখ্যা গণন। দ্বারা (468 কর! সম্ভবপর হইলে, 
অর্থাৎ, উহার পদসংখ্যা সসীম হইলে, এ সেটিকে সসীম সেট (Finite set) বলা 
হইবে; অন্তথায় উহাকে অসীম সেট (Infinite set) বলা হইবে। যেমন, 
A-1L 3, 5,7,9}; 
B=Ía, e, b o, ul 


সসীম সেটের উদাহরণ ; এবং 
Е={х | 1<x<2}; 


x-li»-12,54- | 
অসীম সেটের উদ্বাহরণ। 
মন্তব্য £ কোনও সেটের পদসংখ্যা এক হইলে উহাকে একপদী সেট (unitary 
set) বল! হইবে ; যেমন, 1)-15. 
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2-4. উপসেট। 

দুইটি সেট А এবং B যদি এমন হয়, যে B এর প্রতিটি পদ А এর পদ, তাহা 
হইলে, B কে A এর উপসেট (Subset), বা, B সেট A সেটের অন্ততুক্তি বল! 
হইবে এবং তখন লেখা হইবে £ 

BCA, অথবা, A2 B. 

যদি এমন হয় যে B এর প্রতিটি পদ A-তে আছে, few A এর অস্ততঃপক্ষে 
একটি পদ আছে যাহা B-তে নাই, তখন B কে A এর যথার্থ উপসেট ( Proper 
subset) এবং А কে B এর অধিসেট (Superset) বলা হয়) এবং তখন 
লেখা হইবে £ 

ВСА, অথবা, ADB. 

А ও B সেট দুইটি যদি এরূপ হয় যে, В এর প্রতিটি পদ A তে আছে, আবার 

А এর প্রতিটি পদ B তেও আছে, অর্থাৎ, ВСА এবং АСВ, তাহাহইলে, A ও В 


সেট ছুইটিকে Do (Equal sets ) বলা হইবে ; এবং তখন লেখা হইবে : 
A=B. 


দৃষ্টান্ত : 

ü) А=0, 3, 4, 5, 6} এবং В-(, 5, 3, 4} হইলে» BC A. 

(ü) А={х:1<х<3} এবং B=íx t 14৮2] হইলে, BCA. 

G) (১82 131, B-[, 5 1 1,2, 3) হইলে A=B. 

(iv) 4712, 3} এবং B- ix | х 5+6=0 এর বীজ | হইলে, A= B. 

2-5. শূন্য সেট ও সাবিক সেট | 

যে সেটের কোন পদ থাকে 9] সেই সেটকে wy সেট ( Empty set, or, 
Null set, or, Void set ) qc; এবং ইহাকে 4, বা 11 দ্বারা সুচিত কর! হয়। 
যেমন 4 ও 2 এর মধ্যবর্তী পূর্ণ সংখ্যার সেটটি чә 018 | সুতরা!, 

Ë : x একটি পূৰ্ণসংখ্যা, অথচ 14 x2] 9. 

সেইরূপ, ix | x= একটি বাস্তব রাশি, অথচ x? 1-0]—6; 

qq ঠি:সমৌলিক পূৰ্ণসংখ্যা এবং 24x28) 71 } 

সেট সম্পর্কিত আলোচনায়, আলোচ্য সেটসমূহ যে বিশেষ সেটের উপসেট 


তাহাকে এ সেটগুলির সাপেক্ষে সাবিক সেট (Universal set) বল! হয়; এবং - 


ইহাকে সাধারণতঃ U দ্বার! সুচিত করা হয়। তবে, ইংরেজী বর্ণমালার 59 G 
কোন বড় হরফ ছারা ইহাকে সুচিত করা যাইতে পারে | 
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দৃষ্টান্ত G) নির্দিষ্ট সংখ্যক স্বাভাবিক সংখ্যার সেটগুলি লইয়া আলোচনা 
করিলে, সকল স্বাভাবিক সংখ্যার সেটকে উহাদের সার্বিক সেট ধরা যাইতে পারে। 

Gi) বাস্তব সংখ্যার সেটগুলি লইয়া! 'আলোচনাকালে” উহাদের সাপেক্ষে সকল 
বাস্তব সংখ্যার সেটকে সাধিক সেট বলা যাইতে পারে। এইরূপ ক্ষেত্রে, সকল 
স্বাভাবিক সংখ্যার সেটটি এই সাধিক সেটের উপসেট হইবে 1 

মন্তব্য : 

G) যে কোন শুন্য সেট অবশ্যই সদীম সেট 1 

Gi) একটি শুন্ত সেট যে কোন সেটের উপসেট | 

(4) দুইটি «m সেটকে সমসেট বলা ঘায়। 

Gv) প্রতিটি p সেট সার্বিক সেটের উপসেট | 

(v) একটি সার্বিক সেট, সসীম সেট অথবা অসীম সেটও হইতে পারে | 

2-6. ভেন চিত্র (Venn Diagram). 

উনবিংশ শতাব্দীতে ব্রিটিশ গণিতজ্ঞ জন্‌ ভেন তাহার ‘Symbolic Logic’ 
পুস্তকে যে চিত্র ব্যবহার করেন, তাহার নাম ভেন চিত্র। সেটের বিভিন্ন ধারণা 
geh করার 89 ভেন চিত্রের ব্যবহার ©! ভেন চিত্রে, একটি আয়তক্ষেত্রের 
ভিতরের প্রতিটি বিন্দু দ্বারা সাধিক সেটের পদ সুচিত করা হয় ১ এবং সাধিক সেটের 
উপসেটগুণিকে а আয়তক্ষোত্রের অন্তর্গত যে কোন সীমিত ста অথবা! de দ্বারা 
fefe করা হয়। 
(а). মনে করি, 

[51 | n=1, 2, 3১৮0 
এবং A-1L 3, 5,7, 9l. 


Venn Diagram 
cuta A এর সাঁধিক সেট N. ইহাদের ভেন চিত্র উপরে দেওয়া হইল ) 
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(b) মনে করি, 
Ш={х | хэ কোন বাস্তব রাশি 1; 
এবং, А={х | 2<%<10} 
এখানে А এর সাবিক সেট U. ইহাদের ভেন চিত্র নিয়ে দেওয়া হইল। 


মনে করি, সাবিক সেট U-এর А এবং 9 দুইটি উপসেট। А এবং B-এর 
সকল পদ দ্বারা গঠিত সেটটিকে А ও B-এর যোগ ( Union বা Join) বলা! হয় 
এবং ইহাকে AUB অথবা A + B দ্বারা সুচিত করা হয়; অৰ্থাৎ, 
AUB=i{z: x€A, বা, 4591. 


AUB 
উপরে AUB: এর একটি ভেন চিত্র দেখানো! হইয়াছে | 
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ge: 0) А-0,3, 4, 5, 7} এবং B=ll 3,7,98} হইলে, 


AUB-11,2, 3, 4,5,7, 8, 9): যাহার ভেন চিত্র fia 
দেওয়া হইল। 


ZA = AUB 
(2) A-k:0«€x«-2]; В-{х:0<х<1} হইলে, 
АОВ={х:0<х<2]. 


G х=1,2,3,4; Y-(L1 2) হইবে, 


хоу= (2, 2, Ls, Ba} 
(4) 12, 5, 4,6011, 5, 3, 41-11, 2, 3, 4,5,6}. 
দ্রষ্টব্যঃ G) AUB-BUA; (i) AUA-A; 
Gü) AU$-A; Gv) AUU-U; 
(v) AUB=B, যদি ACB. 
মন্তব্য 5 অনেক সময় АО В- পরিবর্তে A+B লেখা ex 1 


(2) সেটের ছেদ : 
А এবং B সেট দুইটি সাবিক সেট 0-এর উপসেট হইলে এবং A ও B-aq মধ্যে 


সাধারণ পদ থাকিলে, এ সাধারণ পদগুলি লইয়া যে সেট গঠন করা যায় তাহাকে Д ও 
B-«3 ছেদ (Meet, বা, Intersection) বলা হয়; এবং ইহাকে ANB অথবা 
АВ দ্বারা স্থচিত করা হয় 5 অর্থাৎ, 


AnBzix: x€ À এবং x€ Bl. 


— 
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fau ANB q) BNA এর একটি তেনচিত্র দেখানো হইল। 


— ————- 


ESF ANB 


দৃষ্টান্ত Ш A-13, 5, 7,91 ; 
B- 9, 3, 4, 5, 6} হইলে An B- 0, 5}; 


যাহার ভেন চিত্র নিয়ে দেওয়া হইল | 


ZA АПВ | 
42) 13, 4, 7, 6414, 5, 6, 9) = 14, 6}. 
(3 A-ix:lex«3) এবং B={% : 15442) হইলে, 
АПВ= {х:1<х<2 
1945: () AnB=BnA, (or, АВ-ВА): 
(i) AnA-A; (ш) АПф=ф; 
ü) AQU-A; (v AnB-B, যদি BGA. 
(3) বিচ্ছেদ সেট : | 
মনে করি, ACU এবং BCU; এবং А ও B এর মধ্যে কোন সাধারণ | 
পদ নাই। তাহা হইলে, АПВ=. এইরূপ ক্ষেতে, A এবং B কে বিচ্ছেদ সেট | 


(Disjoint sets) বলা হয়। যেমন, 
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A-11,3,5,71; এবং B-12, 4, 6, 8, 101 হইলে, АПВ - 4$. 
911°, А ও B বিচ্ছেদ সেটের উদাহরণ। 


(4) পুরক সেট ঃ 

বদি সেট A, সাবিক সেট S এর উপসেট ভয়, তাহা হইলে S সেটের যে 
সমস্ত পদ A তে থাকিবে না তাহারা S এর একটি উপসেট গঠন করিবে। সেই 
উপসেটকে S এর সাপেক্ষে A সেটের 99% (Complement) সেট বল! 
হয়, এবং ইহাকে А' বা! CCA) (বা, А) দ্বারা স্থচিত করা হয়; অর্থাৎ, 

АгаС(А)-1 4155, few x ФА. ইহাকে নিয়ে ভেন চিত্রে 
দেখানো হইল। 


4818: 0) মনে করি, সার্ধিক সেট S এর উপসেট A; যেখানে, 
8-11,2, 3, 4,5, 6, 7,8, 9, 101; А-14,6,8, 101, 
তাহা হইলে, 4/-1 1, 2, 3, 5, 7, 91. 
(2) ইংরেজী বর্ণমালায় 268 ছোট অক্ষরের সেটকে সার্ধিক সেট U ধরিলে 
এবং 41 a, e, i, o, u ] সকল ছোট অক্ষরের স্বরবর্ণের সেট হইলে, 
11 ইংরেজী বর্ণমালার ছোট অক্ষরের সকল ব্যঞ্জনবর্ণ. 
m: 0) AUA'U; G) ANA'=¢; 
(ü) A'UU-U; (iv) A'RU-A';. 
(у) (A')'2A; (vi) О'=ф এবং %-0. 
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(5) সেটের অন্তর : 

মনে করি, সাবিক সেট U এর А এবং B দুইটি উপসেট | А এবং В এর অন্তর 
(Difference) এমন একটি সেট যাহা A-B দ্বারা бе এবং যাহার সকল 
পদ A এর মধ্যে আছে, কিন্তু উহার একটি পদও В এর মধ্যে নাই ; অর্থাৎ, 

A-B-ix: хЄА, কিন্তু 4৫9 |, 

অনুরূপভাবে, В-А={ х: x€B, কিন্তু x€ Al 

নিয়ে উহাদের ভেন চিত্র দেওয়া হইল। 


নিয়ে উহাদের ভেন চিত্র onem হইল। 


ZA=A-B A= B-A 


Gü) ধরি, А={х|1<х<3 |}; B=[ x | 14542) 
A—B-|x | 2<x<31; এবং B-A- (ll. 
wg: 0) A—A-4; (i) A-A'-A; (ш) A'A-A'; 
(v) А-В=А,ч A ও B পরস্পর বিচ্ছেদ সেট sq 1 
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2-9. কতিপয় প্রয়োজনীয় ব্যবহারিক fos £ 

(a). aag: বিজ্ঞানের কোন পরীক্ষণে যে রাশির মান অপরিবর্তিত থাকে 
তাহাকে ава ( Constant) বলে। যেমন, 2, 5, 7, e, a, <, 0 ইত্যাদির এর 
প্রত্যেকটি উক্ত পরীক্ষণে এক একটি анге হইতে পারে । 

ач ছুই শ্রেণীর হইতে পারে। বিজ্ঞানের যেকোন পরীক্ষণের ক্ষেত্রে, কোন 
একটি রাশির: মান একই থাকিলে তাহাকে নির্দিষ্ট eqe ( Absolute 
Constant) বল| হইবে | যেমন, 2, 5, 7, e ইত্যাদি নির্দিষ্ট сф Тан | 
যে কোন বাস্তব রাশি real number ) মাত্রই নিদ্দিষ্ট বক | 

বিজ্ঞানের cela «m বিশেষ পরীক্ষণে যে রাশির মান অপরিবত্তিত থাকে, কিন্তু 
বিভিন্ন পরীক্ষণে উহার মান নির্দিষ্ট অথচ বিভিন্ন, সেই রাশিকে অনির্দিষ্ট গ্রুৎক 
( Variable Constant, 3| Parameter ) বলা হয়। 

x*-y'-a* বৃত্তের সমীকরণে a ЗЇЧ а |: এখানে: এর বিভিন্ন 
নির্দিষ্ট মানের জন্য বৃত্তের আকার বিভিন্ন হইবে। 


(b) চলরাশি ও অন্তরা : 

মনে করি, А. কতিপয় বাস্তব রাশির একটি সেট এবং প্রতীক z এই সেটের 
অস্তর্গত যে কোন রাশিকে Бе করে। তাহা হইলে, এইরূপ ক্ষেত্রে, А এর সাপেক্ষে 
x কে চলরাশি (Variable) এবং A এর সকল পদকে সমষ্টগতভাবে 
(Collectively ) x এর ব্যাপ্তি (Domain) বলা হইবে। চলরাশি х বিশ্লিষ্ট 
€ Discrete ) অথবা 795 ( Continuous ) হইতে পারে। 

যেমন» À-11,2,3,4, 5) এবং প্রতীক x এই A সেটের যেকোন পদকে 
zfs করিলে, (অর্থাৎ, х=1, x=2, 3, x24, x=5 হইলে ), А এর 
সাপেক্ষে х চলরাশিটি বিশ্লিষ্ট এবং 1, 2, 3, 4, 5--এই পাচটি সংখ্যা সমষ্টিগতভাবে 
x এর ব্যাপ্তি হইবে। 

মনে করি, a এবং b দুইটি নির্দিষ্ট বাস্তব রাশি যেখানে a<b. এখন a ও b এর 
মধ্যবর্তী সকল বাস্তব রাশির সংখ্যাকে В সেট বলিলে, (যাহার মধ্যে а, ৰা, b, বা, 
উভয়ে থাকিতে পারে অথবা নাও থাকিতে পারে), «tox এই В সেটের 
সাপেক্ষে চলরাশি হইলে, এইরূপক্ষেত্রে, %-কে সম্ভুত চজরাশি ( Continuous 
variable ) এবং B সেটের অন্তর্গত 5154 রাশিসমূহকে x এর অন্তর! বা অবকাশ 
( Interval ) বলা হয়। 
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বিশেষ দ্রষ্টব্য £ 

মনে করি, সকল বাস্তব সংখ্যার সেটটি R; তাহ! হইলে বাস্তব রাশির যে 
কোন সেটের সাপেক্ষে সার্বিক সেট 7 হইবে। R এর সাপেক্ষে х চলরাশি এবং 
a€R ও bcR হইলে, যেখানে <, নিল্ললিখিত প্রতীকমমূহ্র অর্থ প্রকাশ 
করা হইল ঃ 

[а,]=1х:а<х<Ьі; 10, ={х:а<х<Ь}; 

[a b[-ix:a€x-bi; 0, = х: а<х< 1; 

[a, =[={хЄВ :а<х}; Ja, ০০[-1 хЄЕ:а<х |; 

1০০১ а]=4хєЕ:х<а}; ]—-°%,a[=1z€R 2 х<а |. 

[,৮]-কে বন্ধ অন্তরা ( Closed interval ) ; 

Ja, b[-কে মুক্ত অন্তর! ( Open interval ) বলা! & | 

[a, b[ х=а তে বদ্ধ কিন্ত x=b তে মুক্ত ; এবং 

Ja, b] х=а তে মুক্ত কিন্ত x-b তে বদ্ধ। 

শেষোক্ত অন্তরা দুইটির উভয়েই একদিক কেবল মুক্ত) এজন্য, উভয়কেই অর্ধমুক্ত 
অথবা অর্ধ-বন্ধ অন্তরা! বলা হয়। 

মনে করি, X'X বাস্তব অক্ষের উপর 4 এবং B দুইটি বিন্দু যেখানে উহারা 
যথাক্রমে a ও ৮-কে স্থচিত করে । এখন 1 | a<x<bl এর অন্তর্গত সমুদয় সংখ্যা 


Q b à 
x A B х 


X'X এর উপর যে সমস্ত বিন্দুকে সুচিত করে সেই সমন্ত বিন্দুগুলির সেট 5 হইলে 
উহার জ্যামিতিক প্রকাশ উপরে প্রদত্ত হইল। 


১৫ A B Lm 


এখন {х | a< ace এর অন্তর্গত সমুদয় সংখ্যা XX এর উপর যে সমস্ত বিন্দুকে 
সুচিত করে তাহাদের সেট T হইলে, উহার জ্যামিতিক প্রকাশ উপরে ете হইল £ 
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404): 4513, bER, CER ; a<b<c হইলে; 
G) (а,51015, с]= (а, c] ; 
Gi) [0, b[U[b, c]- (a, с); 
Gi) Ја, b[U[b, ০71৫, сі; 
Gv) Ja, BJU, c[ 2 Ja, d ; 
(v) Ja, 5101, =[=]а, «[, 
অভ্তব্য 2 7; ৩, ৫১: X, 05 23 o В, 2১৮০০ 56৯ %১ % ১2 এর যে 
কোনটিকে চলরাশির প্রতীক হিসাবে ব্যবহার কর! যাইতে পারে। 


(с) বিন্দুর সামীপ্য (Neighbourhood of a point) 2 


a-c a а+е 


মনে করি, Х'Х বাস্তব-অক্ষ (Real-axis) এবং O ও P {ән উহার উপরে 
অবস্থিত যেখানে 0 বিন্দু 0 (C ) কে এবং P বিন্দু বাস্তব রাশি a কে 55 করে। 
মনে করি, 4 সরলরেখার উপর A ও৪ RTA যথাক্রমে a— € এবং a+ e বাস্তব 
রাশি স্থচিত করে, যেখানে є ( যত ক্ষুদ্র হউক ন! কেন ) একটি অস্থায়ী ধনাত্মক বাস্তব 
বাশি । এখন, $= £৫--+৫+€$ এবং এই সেট 5 এর সকল সংখ্যার 
чи ал বিন্দুগুলির সেট T হইলে, অর্থাৎ, А ও В এর মধ্যবর্তী সকল বিন্দুর সংকলন 
T সেট হইলে, এই ['সেটকে P (x =a) বিন্দুর є সামীপ (c-neighbourhood 
of P) বলা হইবে। 
(d) বাস্তব রাশির সাংখ্যমান £ 
মনে করি, সকল বাস্তব রাশির সেট R এবং ইহার সাপেক্ষে x একটি চলরাশি। 
তাহা হইলে, R-íx | বাস্তব রাশি, এবং — = <%=}, 
G) এখন, x এর জাংখ্যমান (Absolute value, বা, Numerical 
value) কে | х | দ্বারা সুচিত করা হয়, এবং সংজ্ঞা দেওয়া হয় £ 
x, যদি 220; 
Iz] = 0, যদি х=0; 
—x, যদি х<0. 


weg | <| এর মান কখনই খণাত্মক নয় ও x< | z | এবং —<< | |. 
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দ্রষ্টব্য ঃ |a-b|--(a-b,3fta-b20; 
এবং |a-b| = —(a—Ó), 3fta—b-0. 


e: ü [5| ৮5) [O| -0; | -5|] 2-(-5-5; 


131 23;"[ -3] -3i| -3 -1у8808) 


ü) (5-2|-13|-3, (2-5|-1-31|-3, 
17-4| 27-4-3; |4-7 | =-(4-7)=3; 
di) А= ек | |x-3| =5)=1—2,81; 
B=íx€R | | х+2 | =3;=41, —51 
বিশেষ দ্রষ্টব্য ঃ 
(0) |—<|=|x|; 3 147৮1 = [6-215 (3) += |х|. 
মন্তব্য ঃ 
(1) ০৯০ হইলে, A={xeR | |x| ==, ০1, 
(à) ০4০ হইলে, B-ixeR | |x| -০-11 _ 
Gi) ০57 এবং bens: 
[a*b| < |а| +ib] এবং ja-b| «lal * |bl. 
সংজ্ঞান্গনারে, 
|a| =a, খন ০৯৯০ এবং | এ | = —a যখন ৫0. 
West а< || এবং —a< 1৫ |. 
সেইরূপ, < || এবং -b< bl. 
এখন, a+b>0 হইলে, 
|a+b| =а+Ь<|а|+|Ь|. 
কিন্ত, a-b«0 হইলে, 
la*b| =-(G+b=-a-b< |а| + |1. 
সুতরাং, а এবং ৮ এর যে কোন মানের 597 
la*b| «|а1415|, 
তাহা হইলে, 
la-b| = lat(-B| «1 | + | —b| 
-1414151, 
অর্থাৎ, |4-5| «1а1-4151. 
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(iii) аЄР এবং bER হইলে, 
[axb|2]la|^7|bl|. 
“এখানে, |a | = | (a+b)+(-b)| < |a+b| + |b|. 
la*b|2]al|- 101; lal>lbl. 
আবার, |а| = |(a-b)+b|<|a-b]| + Ibl. 
la-b|[2]a|- 151 ; 191৯181. 
west |а45|»(|а|-151,1а|1»151. 
এখন, |5|-|(а4-5)4(-а)| «| аль | + |al. 
[а+ь| »151-1а151512»1а1. 
আবার, [bl-2]a-(a-b|I«&lal- [2—61]. 
|а-5| »15|1-141, 1512141. 
жето jJaxb]2|bl-lal: I5] lal. 
অতএব, |a+b| >]a| + b|. 


(iv) ae Reg b € R হইলে, 


[аЬ | = Jal |Ь! m | р |= Të l, bzo. 
এখন, a20 এবং ৮৯৮0 হইলে, ab20; 
এবং |a|=a; 11 b; |ab| —ab. 

|ab| =ab= |а| |b]. 
few, а>0 এবং b«0 হইলে, ab«0 ; 
এবং |а| =а; |b| =-b; |ab| 9 —(ab 

|ab| 2at-5)7 lal 181. 
а<0 এবং ৮৯৮০ হইলে, সেইরূপ দেখানো যায় : 


|| = lal 11. 
এখন a<0 এবং ৮৩০ হইলে, ab 0. 
এবং |а| 72-24; 1৮1 =-b; |ab| =аһ. 
| ab | =ab=(—aX-b= |а| |b]. 
51, a ও ৮ এর যে কোন মানের 99 lab | «1461-1581 
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তাহা হইলে, 
ël- [exil - lal 5l- lel 77181 eo 
দ্রষ্টব্যঃ |x|’=|x"|; Ix|?- | x? |  ইত্যাদি। 
(v) x€R এবং RER, (8১৯০) হইলে, 
| x | <k দ্বারা —k<x<k কে বুঝাইবে। 
এখন ১৯৯০ হইলে, |x | =x; —x<x. 
স্থতরাং, তখন |х| <k হইতে %*৫% এবং —x-—h 
—h&-x€x€b; অর্থাৎ, -b<x<b. 
কিন্তু, х<0 হইলে, | x | = - х; -x»x 
স্থতরাং, তখন, | | <k, —x<k; অর্থাৎ, х»-К. 
—bk<x<-—x<b ; অর্থাৎ, 4৭৮, 
Ta: G) |х| < হইলে, -k<x<k. 
5 G) |х-а| «ая са, 
—b<(x—a)<b ; অর্থাৎ, a- k<x<a+kb. 
Gi) |х-а| <k হইলে, a—-hcx-a- b. 
Gv) যদি প্রতিজ্ঞ! p (proposition p) হইলে, প্রতিজ্ঞা এ হয়, তকে 
এইরপক্ষেত্রে সংক্ষেপে p=>q লেখা হইবে | 
(v) যদি প্রতিজ্ঞা р হইলে প্রতিজ্ঞা q হয় এবং প্রতিজ্ঞা এ হইলে 
প্রতিজ্ঞা p হয়, তবে এইরূপক্ষেত্রে সংক্ষেপে 7৯ লেখা হইবে t 
(2 মনে করি, ০ £ 5১৯2 এবং এ £ 7১4. 


তাহা হইলে, pq. 

(ü) মনে করি P= x | ১৮৭৫1) এবং Q= x | 14411, 
তাহা হইলে PQ. 

(ü) মনে করি А = | |x | ৮217 B-ix|x*-4l. 
এখানে, ASB. 


2-10. দৃষ্টান্তমূলক উদ্দাহুরণ। 
উদ্ধাহুরণ 1. 1а, ৮1 এর উপসেট কি কি হইতে পারে? 
উত্তর £ 14,৮17 1411 18131 |এই চারিটি। 


FUMDAMENTALS OF SETS 39 


উদাহরণ 2. A-(9, 10, 11, 12, 13 এবং 
В={ x | х= মৌলিক সংখ্যা ও 9<х<23} হইলে, 
AUB, АПВ, (A — B), (B-A) ча পদগুলি উল্লেখ কর। 
উত্তরঃ A-19,10,11, 12, 13}; В={ 11, 13, 17, 19 |. 
2. AUB-19, 10, 11, 12, 13, 17, 19 1, 
АПВ-111, 131; 
(А-В)={ 9, 10, 121; 
(B- А)={ 17,19}. 

Верата 3. সািক সেট S এর সাপেক্ষে B এবং С দুইটি উপসেট, যেখানে : 
5712১ ৪১?» ০১ ul; B-1a,0,ul; С={езо, і} 
(ВПС) এবং B'UC' বাহির কর। 

উত্তরঃ BnC-io; 4 (BnOy-ía; e; ї, ul. 
B-ieilewC'-iaul; 3. BUC-iaeiut 

444): এখানে, (ВПС) -BUC. 


(впсу-вис” 


Brigada. দেখাও যে, | « | ০4৯, যদি ৯০ 

এবং | x | °= —x° যদি x«0. 

উত্তরঃ এখন, | | = [хх] = 1x! || 
= |z] |z| lz] = =l ° 


8 >0 
л 14134121-1.5 Er 
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উদ্ধাহরণ 5. সাংখ্যমানে 94: —1«x«5. ` 
এখানে, -1€«x«5e-3«x-2«3, | | 
© | z—2 | <3. 


и(5446. সমাধান 4: | 2x+3| <5. 

এখানে, |2х+3 | «5e —5<2х+3<5, 
€ -8-2x«2, ! 
€ -4<х<1. 


উদাহরণ 7. A সেটের পদগুলির জ্যামিতিক AFi দেখাও যেখানে, 
4 ЭЭ ДА-(хЄМ|хє51 


O t 12571317 43:55 
<——— e —— nL 
x OU E OR RR 5 


এখানে, A-ixeN]|x«51911,2,3, 4,5}. 


88158548. A-ix€R| |x-1]| <3} এর পদগুলির জ্যামিতিক চিত্রে 
প্রদর্শন কর। 


৮ 
x 3-2 4 5 х 


এখানে AeixeR| | ৮11 31141 -2«4х«41 


উদ্দাহরণ 9. 7-155% | | х+1 | <3} এর পদগুলির জ্যামিতিক প্রকাশ 
প্রদান কর। 


ШЕ е E iae L 
১৫ -5 -4 214 х 


এখানে, Bei xeR | |x+1 | 43181 —4<x<2 1. 


FUNDAMENTALS OF SETS 41 
উদাহরণ 10. C= xR | +*-3%<4} এর জ্যামিতিক প্রকাশ 
উপস্থাপন কর। 


L M 
——rK———T E _ Y সী 
эб: -2 -1 4.15 х 


এথানে, Cei xeR | x*-3x-4«0]e1 LER | (z+1Xx—4)<0 1 
өрхЄВ|-1«х«41 


аі 2 
1. নিয়োল্লিখিত সেটসমূছের প্রত্যেকটিতে কয়টি করিয়া পদ আছে এবং কোন্‌ 
কোন্টি শূন্য সেট তাহা উল্লেখ কর £ | 
А={0, 1, 2, 3}; B-1,2; C=}; р=0 
Е=4х:1<х<2}; Х={х | х= রাশি) x° +2=0l. 
2. 41, 2)-এর কয়টি উপসেট থাকিতে পারে এবং কিকি? 
3. A-12,3, 4 এবং В={1, 2, 5 হইলে, AUB, АПВ, (А-В), ও ` 
(৪--4)-এর পদগুলি উল্লেখ কর। 
4. А-фс| хэлэ পূৰ্ণসংখ্যা এবং 3<х<15} হইলে, А- কয়টি পদ 
"আছে এবং কি কি? 
5. А=11, 4,5,7;  B-12,46,7; 
এবং С-0, 3, 5, 6, 7} হইলে, А-(ВПС)-1 
6. A-ix:0«x«2] এবং В={х: 1<%<3} হইলে, 
АОВ, AnB, A-(BnA) « (AUB)-(AnB) এর পদগুলি 
উল্লেখ কর। 
7. 2511) 3, 4 5, 7, 8 ; 8-0, 6, 3, 4 এবং С={5, 4, 2, 3 হইলে, 
AUBUC এবং An Bn 0-এর মান কত ? 
8 712, 6,7, 4; B-12,4,6,7 হইলে দেখাও যে, 
A=B; ADnB-AUB; এবং বলতো (A — B)-aqg পদসংখ্যা কত ? 
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9. пб সেট 0-এর উপসেট X হইলে, যেখানে, 
011, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 এবং X —12, 4, 6, 8}, 
Х'; ХПХ'; XUX’ বাহির কর। 
10. সাধিক সেট 5-এর উপসেট 7 ও C হইলে, যেখানে 
S={a,b,c,d,e,f}; ৪০1৮, d,e, fl এবং Cla, c, d, fl, 
BNC এবং В'ОС- মান কত? 
11. সার্বিক সেট U-এর উপসেট А এবং В হইলে, যেখানে 
0-0, 4, 8, 16, 32}; A= 12, 161 এবং B—14, 8, 16}, দেখাও যে” 
(AY=A; (AUB/-A'DB'. 
12. iffe সেট 5-49 উপসেট Р এবং Q হইলে, যেখানে, 
$={х|0<х<10}; Р-ф | ০4442 
এবং 0-1% | 1<х<3| হইলে, 
(РОО) এবং (P 0 QY বাহির কর। 
13. 511, 2, 3, 4, 5 এবং B-14, 5, 6, 7} হইলে, দেখাও যে, 
(AnB)U(A- B)- A. 
14. А={х:0<х<4} এবং В={х:1<х<3} হইলে, দেখাও যে, 
(AnB)U(A-B)- A. 
15. সার্ধিক সেট R-এর সাপেক্ষে X এবং Y দুইটি উপসেট হইলে, যেখানে 
সকল বাস্তব রাশির সেট R এবং X= {৫ 1<%<5} এবং Y 21x t 2<x<6l, 


X-Y এবং Ү-Х বাহির কর; এবং (KUY) এবং (X-Y) 
নির্ণয় কর। 


16. G) {a, e,i, o, и} এর উপসেটের সংখ্যা কত? 


(i) <| хэлт সংখ্যা এবং 0<%<100} এর উপসেট কয়টি থাকিতে 
পারে? 


17. (а) মান নির্ণয় কর। 
à 1-51.1-31, 0) —1|1—4|** | -74'l- 
(b) সমাধান wq: 
(i) |x==1|=5; Gi) 12731 =7. 
18. |х-1|14|х| এর সেই mm মান উল্লেখ কর যাহারা সকলেই 
5={ | -1<х<2 এর পদ I 


19. 


G) 
(ш) 
(v) 


20. 


ü) 
(iii) 
(v) 
(vii) 
21. 
22. 


28. 
24. 
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সাংখ্যমানে প্রকাশ কর : 

-2«х«6, G) -8<х<2; 
0<х<4; (iv) -1«х«4, 
—02«3x--2« +06 ; (vi) Їсь-5«1- 
সমাধান কর £ 

[x-2] «3: G) 125+3 | «5; 
15-«| E (iv) 0< | х+2/3 | «1; 
[x-2|»5; (vi) |х411«1х1|, 


|x*3|€|2x-1]|;(vii |x*—1]|-«8. 
দেখাও с, [x*-1[|«3elx|-«2. 
[x-a| «3, এবং |х-Ь | «5, হইলে দেখাও যে, 
|а-5 | <81 +82. 
দেখাও যে, |a-b| >] 1а1- 1011. 
E-&eR|-2«x«1l| এতে х এর সমুদয় মানের জন্য যদি 


| x$—4x2—7 | <š হয় তবে 8 এর মান বাহির কর। 


25. 

0) 

(ii) 
(iii) 


সমাধান কর হয় এবং পদগুলির জ্যামিতিক প্রকাশ নির্দেশ কর ঃ 
A-$ieR| |x-1| «3; 
В={хЄЁ | |х| 231; 


с={хє Е | =<) ; 


(iv) D-ix€R | (х+2) (x — 1)<(x—1)1. кча 


=== saa 
চিত্রণ 
( Mapping ) 
3-1. উপস্থাপন | 
দুইটি সেটের পদগুলির পারস্পরিক সম্পর্ক কয়েকটি দৃষ্টান্তের মাধ্যমে নিয়ে 
“দেওয়া হইল : 
(А) দৃষ্টান্ত 1 £ 
মনে করি, a,b, c, d চিহ্নিত 4টি বিভিন্ন তালা (lock) আছে এবং তাহাদের 
যথাক্রমে 1,2, 3, 4 নম্বরযুক্ত চাবি (key) দ্বারা কেবলমাত্র খোলা সম্ভব। এই 4টি 
চাঁবির সংকলনকে সেট А এবং পূর্বোক্ত 4б তালার সংকলনকে সেট B দ্বারা 
সুচিত করি; এবং ইহাদের নিয়োক্তরূপে প্রকাশ করি ; 
115 2, 3, 4 এবং B= a, b, с, dl. 


এখন, A-এর পদগুলি এবং В অনুরূপ পদগুলির পারস্পরিক সম্পর্ক নিয়ে চিত্র- 
মাধ্যমে দেখানো হইল : 


11171 
BIS 


স্থতরাং, চাবি ও তালাগুলির সম্পর্ক সংক্ষেপে লেখা যায় : 
l>a; 22b; Зэс, 49d. 
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(B) 9192: 

মনে করি, K: L, M, N দ্বারা চিহ্নিত 4টি গ্লাস আছে 7, bs c, d, е 
চিহ্নিত 5টি ঢাকনা আছে। এই 5টি ঢাকনার সংকলনকে সেট X এবং উক্ত 4টি 
গ্লাসের সংকলনকে সেট Y মনে করি এবং ইহাদের নিম্লোক্তবূপে প্রকাশ করি : 

Х={а, b, c, d, el; Ү={К, L, M, NI. 

মনে করি, a, b, c, d চিহ্নিত ঢাকনাগুলি যথাক্রমে K, L, M, N চিহ্নিত 
গ্লাসগুলিকে মানায় (match) ; কিন্তু ৫ চিহ্নিত ঢাকনাটি Y সেটের কোন গ্লাসকে 
মানায় না। এখন গ্লাসগুলি ও তাহাদের অনুরূপ ঢাকনাগুলির সম্পর্ক fao চিত্র- 
মাধ্যমে দেখানো হইল : 3 


সুতরাং, ঢাকনা এবং তাহাদের অনুরূপ গ্রাসের সম্পর্ক সংক্ষেপে লেখা যায়ঃ 
а-К, bL; cM ; d> N. 


কিন্তু e চিহ্নিত ঢাকনা কোনও গ্লাসের সহিত মানায় 51 1 

(C) দৃষ্টান্ত 3: | 

মনে করি, T, D, L, S চিহ্নিত বিভিন্ন আকারের চারিটি কাপ আছে; এবং 
T, D, L চিহ্নিত কাপগুলিকে মানায় এইরূপ তিনটি গ্রেট আছে, যাহারা 55, 
66, 77 vue: few S চিহ্নিত কাপের উপযুক্ত কোন প্লেট নাই। এই . 
কাপগুলির সেটকে X এবং প্রেটগুলির সেটকে Y দ্বারা সুচিত করি, এবং নিয়লিখিত 


রূপে প্রকাশ করি : 
X=iT, D, L, SV; Ү={55, 66, 771 


=> ЕГУ © 


এখন,» X ও Y সেটের পদগুলির সম্পর্ক যে প্লেট যে কাঁপে মানায় তাহা উপরে 
চিত্র-মাধ্যমে দেখানো হইল £ 
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সুতরাং) ইহাদের সম্পর্ককে সংক্ষেপে নিম্লোক্তমতে লেখা যায় : 

Т-»55, р-»66, L277. 

৫০) দৃষ্টান্ত 4; 

মনে করি, X এবং Y দুইটি সেট, যেখানে, X12, 3, 4» 5) এবং 
Y -44, 5, 6, 7, 8,9, 10, 16, 25} 

এখন X এর যে কোন পদকে х ও Y-এর যে কোন পদকে у দ্বার! সুচিত করি। 

G) মনে করি, কোন একটি নির্দিষ্ট নিয়মে X-a প্রতিটি পদ Y-এর কোন 
ap কোন পদকে নির্দেশ করে। ধরিলাম X-aq যে কোন পদের বর্গ Y-এর একটি 
পদ হইবে। ইহাকে চিত্র-মাধ্যমে নিয়ে দেখানো হইল : 


যে নিয়মে X -এর যে কোন পদ Y-এর কোন না কোন পদকে নির্দেশ করে 
তাহাকে f বলিলে, ইহাকে সংক্ষেপে লেখা হইবে ঃ £ £ XoY; অর্থাৎ 
f: xz—y; qh fi xx". ইহার অর্থ X-এর পদ সমুদয়, 2, 3, 4, 5 যথাক্রমে 
Y-এর বিশিষ্ট পদসমূহ 4, 9, 16, 25-কে কেবলমাত্র নির্দেশ করে; কিন্তু এই নিয়মে 
Х-ая এমন কোন পদ নাই যাহ! Y-এর পদ 5,6,7, 8, বা, 10 কে নির্দেশ 
করিবে। 


Gi) কিন্তু, নিয়মটি যদি এমন হয় যে, এ নিয়মে -এর প্রতিটি পদ Y-এর 
কোন না কোন পদকে এমনভাবে নির্দেশ করে যে, X-aq যে কোন পদের দ্বিগুণ 
Y-« একটি পদের সমান হইবে; সেইক্ষেত্রে ইহাকে পর পৃষ্ঠায় চিত্র-মাধ্যমে 
দেখানো ভইয়াছে। 

এখানে, যে নিয়মে X এর প্রতিটি পদ Y এর কোন না কোন পদকে নির্দেশ 
করে, তাহাকে f দ্বার! fos করিলে, ইহাকে সংক্ষেপে লেখ! 5 (4: f: XoY; 


MAPPING 41 
"অর্থাৎ, £ £9; 9, f:x92x; যাহার অর্থঃ X এর পদ 2, 3, 4,5 
যথাক্রমে Y এর পদ 4, 6, 8, 10 কে নির্দেশ করে ; কিন্তু, এই নিয়মে X এতে এমন 
পদ নাই যাহা Y এর পদ 5, 7, 9, 16 বা 25 কে নির্দেশ করিবে 1 


3-2. চিত্ৰণ (mapping) š 

মনে করি, X এবং Y দুইটি সেট, যেখানে, উভয় সেটের অন্ততঃ একটি করিয়া 
পদ আছে এবং X এর যে কোন পদ х 9141 55 1 

কোন নির্দিষ্ট %-নিয়মে X এর প্রতিটি পদ Y এর কোন না কোন পদকে যদি 
নির্দেশ করে (assign to) তাহা হইলে, %- নিয়মে Y এতে X এর অন্তশ্চিত্রণ 
(into mapping) বল! হইবে এবং ইহাকে সংক্ষেপে লেখা হইবে, 

f: XY. 

এই নিয়মে চিত্রণকে 4৮-চিত্রণ বলা 58 | 

এখানে মনে রাখা! দরকার X ও %-_এই দুইটি নির্দিষ্ট সেটের জন্য বিভিন্ন নিয়মে 
Y এতে X এর বিভিন্ন চিত্রণ থাকিতে পারে; আবার কোন একটি বিশেষ নিয়মে 
Y এতে X এর চিত্রণ নাও থাকিতে পারে। 

এখন *f £ XoY চিত্রণে “Р নিয়মে X এর যে কোন একটি পদ x এর যে 
পদ বা পদগুলিকে নির্দেশ করে তাহাদের যে কোনটিকে “f: 4, বা 410) দ্বারা 
সুচিত করা হয়। oN a EX হইলে, এবং %%-নিয়মে Y এতে X এর চিত্রণ 
সম্ভব হইলে fla) দ্বারা স্থচিত প্রতিটি পদ Y এতে থাকিবে, এবং উহাদের প্রাতিটিকে 
4-চিত্রণে a এর প্রতিবিন্ব (image) বলা হইবে I 

* £ X০৮? চিত্রণে, সেট X কে এই চিত্রণের ব্যাপ্তি (domain) এবং 
“Р নিয়মে X এর পদগুলি Y এর যে যে পদ নির্দেশ করে তাহাদের সেটটিকে এই 
চিত্রণের বিস্তার (range) বলা হয়। 
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এখন, f : ХҮ? চিত্রণের বিস্তার Y সেট অথব| Y এর প্রকৃত উপদেট হইতে 
পারে। যদি এই চিত্রণে, Y সেটটি ইহার বিস্তার হয়, তাহা হইলে, “f £ XOY' কে 
4০্-নিয়মে Y-এতে X-এর উপরিচিত্রণ (onto mapping) বল! হইবে | 

মনে রাখা দরকার, যে কোন উপরিচিত্রণকে অন্তশ্চিত্রণ বল! যাইতে পারে, কিন্তু, 
একটি অন্তশ্চি্রণ উপরিচিত্রণ নাও হইতে পারে। 

бясаа দৃষ্টান্তগুলি লক্ষ্যণীয় 2 

1, X-9,4,6; Y-12,3,5,6, 7] হইলে, এবং ‘-নিয়মে 

f)23; #4) =5; К6)-7 হইলে, 


‘f : X—ƏY' চিত্ৰণ সম্ভব, এবং ইহ! একটি অন্তশ্চিত্রণ হইবে 1 999, ইহাকে, 
লেখা যাইবে : 
7712, 3), (4, 5), (6,7). 
2. Х={2,3,4}; Ү-6,7, 
এবং Рб /2)=5; f(3)-f(4)-7. 


এখানে, % £ X০৮’ চিত্রণ সম্ভব, এবং ইহা একটি উপরিচিত্রণ হইবে। fu, 
ইহাকে লেখ। যাইবে : "3 
f= (2, 5), (3, 7), (4, 7), 
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দৃষ্টান্ত 3. Х={2,3,4}; Y={4,5, 6,7, 8,9, 16}; 

(a) “ша, 72) =4; /(3)-6, f(4)-8. 

তাহা হইলে, % : XoY’ চিত্ৰণ আছে, এবং ইহা একটি অস্তশ্চিত্রণ। 

(b) আবার মনে করি, ও প্রদত্ত সেট X এবং Y এর জন্ত অপর একটি নিয়ম 
‘% এতে Ф(2)=4; ф(3)=9; 4(4)-16. 

তাহা হইলে, এইরূপ ক্ষেত্রেও Ф: XY? бая আছে, এবং ইহাও একটি 
অস্তশ্চিত্রণ | 

(c) এবার মনে করি, Q একই оба X এবং Y এর জন্য অপর একটি নিয়ম 
‘9’ এতে 0(2)=4, 6,8; g(3)=5, 7,9; g(4)-16. তাহা হইলে, এখানে 
Ч 2 X— Y Ба আছে, এবং ইহা একটি উপরিচিত্রণ। 

(d) অবশেষে মনে করি, 8 একই оба X ও Y এর জন্য 4৮-নিয়ষে 
Е()-8, Е(4)-16, কিন্ত এই নিয়মে, X এর পদ 3--কে, Y এর কোন পদ 
নির্দেশ করে না। এইরূপক্ষেত্রে, ‘F নিয়মে Y এতে X এর কোন চিত্রণ নাই। 


3-3. এক-এক চিত্ৰণ (One to one mapping) š 

F: XoY Баа X এর একটি নির্দিষ্ট পদের জন্য উহার প্রতিবিষ্ব কেবলমাত্র 
একটি থাকিলে, এই баярт একমানবিশিষ্ট চিত্রণ —(Single-valued 
mapping) বলা হইবে। [ এখন হইতে কেবলমাত্র একমানবিশিষ্ট চিত্রণের 
বিভিন্ন দিক আলোচিত হইবে 11 

মনে করি, f: X->Y’ একটি একমানবিশিষ্ট চিত্রণ যেই (Бар) X-a যে 
কোন দুইটি পদের অনুরূপ «Гебен বিভিন্ন॥। এইরূপ চিত্রণকে এক-এক 
চিত্রণ (one-to-one mapping) বল! হইবে | এই এক-এক চিত্রণ আবার এক- 
এক অন্তশ্চিত্রণ (one-to-one mappnig of X into Y), বা এক-এক 
উপরিচিত্রণ (one-to-one mapping of X onto Y) হইতে পারে। 

নিয়মে Y এতে X <q এক-এক উপরিচিত্রণ হইলে, X এবং Y এর মধ্যে 

а-а 971715) (one-to-one correspondence) আছে বলা হইবে 
7А এবং তখন X ও Y সমতুল্য (equivalent) হইবে ; এবং লেখা হইবে XOY. 

দ্রষ্টব্য ঃ দুইটি সমসেট সমতুল্য হইবে; কিন্ত, দুইটি সমতুল্য সেট সমসেট নাও 

হইতে পারে। 
অস্তরকলন--4 
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Расте দৃষ্টান্তপ্ডিল লক্ষ্যণীয় 2 

দৃষ্টান্ত 1. 5712, 4, 5} এবং ৮14, 5, 8, 9,101 এর জন্য “Г-бїясч 
f(2)=4; f()=8 ; f(6)=10 হইলে, আমরা (асаа চিত্রটি পাই : 


এখানে, % £ X— Y? একটি এক-এক অন্তশ্চিত্রণ হইবে; 

এবং f ={(2, 4), (4, 8), (5, 10). 

দৃষ্টান্ত 2. 2:11, 2, 3 এবং Y={5,6} এর জন্য "Pf f()-5; 
f(2) = (3) 6 হইলে, আমরা! (487 চিত্রটি পাই : 


এখানে, f:XoY' একটি একমানবিশিষ্ট উপরিচিত্রণ হইবে; 
এবং 7০101, 5), (2, 6), (3, 6). ' 


দৃষ্টান্ত 3. A-12, 3, 4} এবং B-14,9, 16,25| «x єз ‘$’-নিয়মে 
42)-44 , 4(3)=9 ; #(4)=9, 16 হইলে, আমরা নিয়াঙ্কিত চিত্রটি পাই : 


MAPPING 5I 
এখানে, % £ AB’ একটি অন্তশ্চিত্রণ হইবে; few ইহা একমানবিশিষ্ট 
зөв 644 নহে, কারণ এখানে 4 এর দুইটি বিভিন্ন প্রতিবিদ্ব 9 এবং 16 আছে। 
দৃষ্টান্ত 4. X-ja b, ০, d} এবং Y =k, 1, m, nb এবং নিয়মে fla) 
=b; f(b)=1; fi) m; Ға) =п হইলে, আমরা পাই £ 


এখানে, ৭ £ X৯৮’ একটি এক-এক উপরিচিত্রণ হইবে। әт, এখানে 
X ও Y এর মধ্যে এক-এক уаз] আছে; অর্থাৎ, X — Y. 


3-4. ataa (Transformation) š 

একমানবিশিষ্ট £:XoX চিত্রণকে “Р X এর একটি রূপান্তর বলা 
হইবে | 

যদি Д) =, (xe X) হয়, তবে f: ХХ” কে অভেদ চিত্ৰণ 5| অভেদ : 
ক্লপান্তর (Identity Transformation) বল! হইবে। 

দৃষ্টান্ত 1. X-ib 2, 3} এর e» গনিয়মে' f)-2; H=; 
f()-3:fG)- হইলে, % : XX চিত্রণটি 4নিয়মে, X এর বর একটি ална 
এখানে, এই চিত্রণের ব্যাপ্তি এবং বিস্তার উভয়েই X. 

দৃষ্টান্ত 2. X-iL 2, 3, 4} এর wg “শিনিয়মে' 7(0-3, /@2)=4; 
А3) =4; f(4)-3 হইলে, 

“f £ XX Ба %-নিয়মে" X এর একটি রূপান্তর 1 এখানে, এই চিত্রণের 
বিস্তার, X এর প্রকৃত উপসেট | 

দৃষ্টান্ত 3. সমুদয় বাস্তব রাশির সেট R হইলে, “££ хохо চিত্রটি R এর 
একটি রূপাস্তর হইবে। 
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দৃষ্টান্ত 4. একটি সমতলে অবস্থিত সমুদয় বিন্দুর সেট Z হইলে, এবং @ সমতলে 


LM এর সাপেক্ষে P বিন্দুর প্রতিবিদ্ব P পাওয়ার নিয়মটি হইল “7: ZOZ' ; এবং 
ইহার চিত্রণটি একটি রপাস্তর হইবে 1 


3-5. বিপরীত চিত্রণ (Inverse mapping) 2 

মনে করি, ‘££ XY’, Y এতে X এর একটি একমানবিশিষ্ট চিত্রণ। এক্ষণে, 
মনে করি, “g ২ ৮-৯১০১ X এতে Y এর একমানবিশিষ্ট এমন একটি চিত্রণ, যেখানে” 
y -এর প্রতিটি পদ » এর জন্য উহার প্রতিবিদ্ব ду), X এর সেইপদ x যাহার 
প্রতিবিদ্ব f £ XOY' চিত্রণে у হইবে; অর্থাৎ, 7৯) y. যেক্ষেত্রেঃ এরূপ চিত্রণ 
পাওয়া যাইবে, সেইক্ষেত্রে ‘৫ : Y— X^, অর্থাৎ, gy) == চিত্রণটিকে 7: 7৯” 
এর বিপরীত চিত্রণ বলা হইবে; এবং এই বিপরীত চিত্রণটিকে তখন 
ҮЭ লিখিয়! প্রকাশ কর! হইবে। 

«reati এইক্ষেত্রে, f 1(y) = xe y - f(x). 

দ্রষ্টব্য 4: নিয়ম" e “g few 


দ্রষ্টব্য 1. মনে করি, X=», এবং Y = Ik, т) এর জন্য 72)? 
КЪ) = f(c) =m. 

এখানে, এ £ XoY একটি একমানবিশিষ্ট চিত্রণ। কিন্তু সংজ্ঞানুসারে, 
tf: ১৯৮ এর বিপরীত চিত্রণ থাকিবে না) কারণ, এখানে, gm)=b,c; 
অর্থাৎ, ৫  ৮-৯১০ একমানবিশিষ্ট নহে। TAR, ££ X—Y এর বিপরীত চিত্রণ 
থাকিতে হইলে, অতি অবশ্তই ইহাকে একমানবিশিষ্ট এক-এক চিত্রণ হইতে 
BA | 

ида 2. আবার, মনে করি, X = la, b, с} এবং Y =b l, m, п} এর জন্য 
fla)=k; f()-l; Кс)=т; এখানে, 4 £ XOY একটি একমানবিশিষ্ট 
এক-এক চিত্রণ। fuu, সংজ্ঞান্সারে, এই চিত্রণের বিপরীত চিত্রণ থাকিবে না; 
কারণ, Y এর পদ n এর জন্য gn), X এতে নাই 1 

সুতরাং, E: XY’ চিত্রণটির বিপরীত চিত্রণ 471: YX থাকিবে, 
যদি f: XoY একটি একমানবিশিষ্ট (IRANE) এক-এক 
উপরিচিত্রণ হয়। 
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দৃষ্টান্ত 1. Х={3,5, 7| এবং Үе 6, 8) দুইটি সেট হইলে, এবং 

নিয়মে Y-এতে Х-єр একটি একমানবিশিষ্ট এক-এক উপরিচিত্রণ হইলে, যেমন, 

£(3)=4; f6)=6; f()-8 হইলে, (f: ХәҮ- বিপরীত চিত্ৰণ 
f 


4-1: YX থাকিবে, যেখানে, f -1(4)=3 ; f -1(6)=5 ; f -1(8)=7. 
Гы 


দৃষ্টান্ত 2. 'fixox2' চিত্রণের ব্যাপ্তি Х-0, 3, 5 8 হইলে, 
7- যদি থাকে, তাহার শর্ত নিদেশ কর এবং ইহার বিস্তার বাহির কর। 

এখানে, £(1)=3; f(3)255;f(5-7; f(8)-10. 

সুতরাং, % : XY? এতে বিস্তার Y =13, 5, 7, 10) অতি II হইবে; 
এবং তখন, % : X৯১? একটি একমানবিশিষ্ট এক-এক উপরিচিত্রণ। 

সুতরাং, %-: YX, অর্থাৎ f^i: ৮৯৮, থাকিবে। 


3-6. যৌগিক চিত্ৰণ (Composite mapping) š 

є: A>B এতে fía) = b, এবং ‘৫? ВУС এতে g(b)=c হইলে, f ও 8 
যৌগিক চিত্রণকে স্থচিত করা হইবে “gf : АС? দ্বার! ; এবং সংজ্ঞা দেওয়া হইবে : 

gf(a)= 414) 8b) = с. 

কিন্তু, ‘g: ASB' এতে ৫৫৫)-% এবং 7: ВУС? এতে fik)=t হইলে, 
এখানে f ও g এর যৌগিক চিত্রণ হইবে £ 

fg: 7৯0৮5 যেখানে, ^ fa(a)- figa) f(b)- t. 

স্থৃতরাং, সাধারণতঃ fala) efla). 
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gte: А-0, 2,3}; f: xx" এবং ‘৪ ১ £৯৩43’ হইলে, 
Ч 1 xz" এতে বিস্তার P = 11, 4, 91 
এবং 912243 এতে বিস্তার О=14, 7,12]. 
এইক্ষেত্রে “gf” এর চিত্রণটি : 


তাহা হইলে, gf - (1, 4), (2, 7), (3, 12), 
কিন্তু, 41:29:43 এতে বিস্তার X=14, 5, 6} এবং f : хәх? এতে 
বিস্তার Y = 116, 25, 361. 


এইরূপ ক্ষেত্রে, fe = ((1, 16), (2, 25), (3, 36). 

ROTS, এই উদ্াহরণে, gf s= fg. 

মন্তব্য : ছুই বা ততোধিক চিত্রণের যৌগিক চিত্রণ উপরোক্ত নিয়মে বাহির 
করা যাইবে 1 


MAPPING 55 


প্রশ্নমাল! ও 

1. 4-0, 4 51 এবং В-15, 6, 7, 9 এর wg “f : A>’ দ্বারা f(z)= 
2+2 কে বুঝাইলে, এই চিত্রণের বিস্তার কত? ইহা অস্তশ্চিত্রণ না উপরিচিত্রণ ? 
ইহা! একমানবিশিষ্ট এক-এক চিত্রণ কি না নির্দেশ কর। 

2. A=la, as as, as} এবং B=ibi, bs, bs, ba} এবং "f : ASB’ 
দ্বারা f(a3) =, аа) =, 3 f(as) - ba, b, হইলে, ‘ ছার! কি কোন চিত্রণ 
প্রকাশ করে? যদি না করে, তবে অতিরিক্ত কি শর্ত দরকার? 

8. 5৮55 55১ 55১ sd এবং T=lt, te, GE এবং 4 ১ SOT! দ্বারা 
155) = 45১55) = ta, f(ss) tas fs.) - ts হইলে Р চিত্রণটি কিরূপ প্রকৃতির ? 

4. S-ía,b,c এবং T={l, m, np} এবং g: 5-Т এতে g(a)- 
1, m; ৫৮) m, n ; g(c)= n, p হইলে, g চিত্রণটি কিরূপ প্রকৃতির 7 

5 A-13,6,9| এবং f: A2Y! এতে f = (3, 7), (6, 13). (9, 19) 
হইলে, ясе A এর বিস্তার কত? 

6. Х={3, 5, 71 হইলে, ‘f: zx? Y Бас Х- বিস্তার বাহির কর। 

Ч. “їхэ22 চিত্রণে ҚЫ) = 5 হইলে, k= কত এবং f(5) - wo ? 

8. “їтэ2:243 চিত্রণে X -12,3,5, 6) এর বিস্তার বাহির কর। X 
এর বিস্তার Y হইলে, ЧЭ: Y—X” যদি থাকে তাহা বাহির কর। 

9. “g: z—3x—1' (ир X —12, 4, 6, 8} এর বিস্তার বাহির কর; এবং 
*g7V নির্দেশ কর। 

10. А={1,3,5,7,9} এবং В={2, 4, 6, 8, 10] এর =9 f: АЭВ’ 
এতে f(x) = x+1 হইলে, P চিত্ৰণটি কি একমানবিশিষ্ট এক-এক চিত্ৰণ ? এখানে 
f- কি আছে? wf থাকে তবে তাহ নির্দেশ কর। 

11. Д={а:, as às aa} 587 bbs, bas bas bab; С=с, сау Сз}; 
এবং f: АВ এতে f=las Ба), (৫5১ bs), (as, Ба), (ao БА: 
‘g: B>C এতে £-109,, Са), (bas cs), (bs, с), (bo са! হইলে, 
Ч Р: AS C! এর বিস্তার বাহির কর। 

12. ৮11, 2, 9 হইলে, Ё: хәл? ) «ЄХ এর বিস্তার Y বাহির কর 
এবং 44 £ хэд চিত্রণে Y এর বিস্তার Z বাহির কর। “gf' ও Fe বাহির কর। 
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18. f: xort? এবং а: x—>x? এর সাহায্যে G) ৫4), (0) 744) 
(i) fg(—2) (iv) gf(—2)«tfex vx! 
14. f: хэх+3 এবং ৪: 23% হইলে li) Р এবং 4-£ নির্দেশ কর। 
Gi) fg, gf-X(4), £18 (4), (fg) 4) কত ? 
15. Ò N71, 2, 3, 4, স্বাভাবিক সংখ্যার 018, 
Р={х | х= с কোন অযুগ্ম ধনাত্মক পূর্ণসংখ্য। 1 
এবং f:NOP দ্বারা Аи) =(2п-1) হইলে P চিত্ৰণটি কি N হইতে 
Ру এক-এক অঙ্ুর্ূপত| ? যদি হয় তাহা দেখাও। | 
Gi) N=, 2, 3, 4,:-}=ব্বাভাবিক সংখ্যার সেট; এবং 
Р={с | 2=যে কোনও অধুগ্ ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা |, ‘££ NP’ হইলে, এবং 
‘6: NQ দ্বারা g(n)=2n হইলে, P এবং Q এর মধ্যে কি এক-এক অনুরূপতা 
আছে? থাকিলে তাহা দেখাও 1 
16. J-00, +1, +2, +3,--:---}= সমুদয় পূৰ্ণ সংখ্যার সেট ; 
N=11,2, 3, 4.9] লস্বাভাবিক সংখ্যার সেট এবং % £-৯, এতে 
— f(n)-2n, যখন n>0 এবং f(n) = —2n--1, যখন n<0 হইলে, "P চিত্রণটি J 
হইতে N এতে এক-এক অনুরূপতা কি না নির্দেশ 584 | 
17. দেখাও যে, যে কোন ত্রিভুজের এক বাহুর উপরিস্থ বিন্দুগুলির সেট এ 
fagen অপর এক বাহুর উপরিস্থ বিন্দুগুলির সেটের সহিত সমতুল্য | 
18. দেখাও যে, একটি ত্রিভুজের মধ্যে অবস্থিত একটি বৃত্তের পরিধির উপরিস্থিত 
বিন্দুগুলির সেট a ত্রিভুজের বাহুগুলির উপরিস্থিত বিন্দুগুলির সেটের সহিত 
সমতুল্য ! 2 
19. দেখাও যে, সমতলে 49744 (Translation) একটি রূপান্তর । 
20. দেখাও যে, সমতলে qq (Rotation) একটি রূপান্তর । 


wq 


sya aega E @ 
অপেক্ষক * š 


(Function) ` M 5 
4-1. সংজ্ঞা। хү? ১৮ 


মনে করি, X এবং Y দুইটি সেট, যাহাদের অন্ততঃ ксы m 
এবং উহাদের পদগুলি কেবল বাস্তব রাশি । মনে করি, X এর যে কোন পদ দ্বারা 
fis 1 | 

কোন নির্দিষ্ট % নিয়মে Y এতে X এর চিত্রণ থাকিলে এবং তাহা একমান- 
বিশিষ্ট (Single-valued) হইলে, এই চিত্রণকে “f° নিয়মে Y এতে X এর অপেক্ষক 
(function) বলা হইবে এবং ইহাকে সংক্ষেপে লেখা হইবে; Ч:Х-Ү”. 
এইরূপ ক্ষেত্রে, “Р নিয়মে X এর কোন পদ x, Y এর যে পদটিকে নির্দেশ করে 
(assigns to), তাহাকে f(x) দ্বারা স্থচিত করা হয়। সুতরাং, Р নিয়মে хай 
> কে নির্দেশ করে, যেখানে, xe X এবং ye Y, তাহা হইলে, у=). অতএব, 
এক্ষণে, f : X০৯’ কে T: xof(x) রূপে প্রকাশ করা যাইবে যেখানে, x€ X 
এবং f(xjeY. 

এখানে, 75) কে z এর প্রতিৰি্ধ (image), X কে অপেক্ষক “f” এর ব্যাপ্তি 
(demain) এবং X এর সমুদয় পদ. এর যে পদ বা পদগুলিকে নির্দেশ করে 
তাহাদের সেটকে এই অপেক্ষকের ৰিস্তার (range) বলা হয়। 

দৃষ্টান্তস্বরূপ, মনে করি, Хе» ao аз, aem f: XY এতে 
f(a1)9bi ; Қаз) = ; Қаз) =з 5 Каа)  b.. 

এইরূপ ক্ষেত্রে, X হইতে Y এতে f একটি অপেক্ষক, যাহার 

ব্যাপ্তি ঃ X —|a1, as Gs, as} 
এবং বিস্তার 8 E-ibi bo bs; bs} 
` siflar) fas), flas), Каа) 
যেখানে, EC Y. 
দ্রষ্টব্যঃ у=) এতে x COX এর সাপেক্ষে স্বাধীন চলরাশি 
Ner variable) এবং y কে অধীন চলরাশি (Dependent 
variable) বলা £3 ! ( 
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মন্তব্য : 

G) 4:৯৮ এতে сЄХ হইলে Кс) থাকিবে (shall exist) এবং 
f(c)& Y ; কিন্ত ke X হইলে» f(b) থাকিবে না (shall not exist). 

(i) Ф:Х >Y এতে X এর বিস্তার হইলে, ES Y RA | 


নিন্ধোক্ত দৃষ্টান্তগুলি লক্ষ্যণীয় : 
দৃষ্টান্ত 1. Х={2,3,5,6}; 715, 7, 11, 13} এবং f: X০৮? এর 
wy মনে করি, 4 : x22x-- 1^, x€ X. 
এইরপ ক্ষেত্রে, f(x) 2x--1, xe X. 
`. f@)=2x2-+1=5; 2EX, 5EY ; 
f3)22x3-127; ЗєХ,7єү, 
f6)=2x5+1=11; 5EX,11EY ; 
{6)=2х6+1=13; 6EX,13EY.` : 
এখানে, % নিয়মে X এর প্রতিটি পদের অনুরূপ পদ Y এতে আছে, এবং তাহা 
একমানবিশিষ্ট | স্তরাং, এখানে, X হইতে Y এতে f অর্থাৎ, f(x) একটি অপেক্ষক 
যাহার__. : 
ব্যাণ্ডিন12, 3,5,6)-Х, 
এবং বিস্তার 17-1(2), ҮЗ), 15), 16) 
715, 7, 11, 13)-Ү. 
মন্তব্য ঃ এইরূপ ক্ষেত্রে, f(4) থাকিবে না) কারণ AEX: সেইরূপ, (1) 
থাকিবে না। 
দৃষ্টান্ত 2. 5711, 2, 3, 4; 
Y ={3, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 18, 271 
এবং 4 :-৯% এর ug মনে করি, f :xx?-2, x€ X 
এইরূপ ক্ষেত্রে, Кх) = x*--2, x€ X. 
f(l)=1:+2=3; 1eX,3e€Y; 
Ң2)=2%+2=6; 2EX, 6EY ; 
Ң3)=3%+2=11; 3EX,11EY ; 
Қ4)=4%+2=18; 4c€x,l8cY. 
এখানে, ‘? নিয়মে Xa প্রতিটি পদের অনুরূপ পদ Y এতে আছে, এবং তাহা 
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একমানবিশিষ্ট। স্ৃতরাং, এখানে, X হইতে Y এতে % অর্থাৎ fla) একটি 
অপেক্ষক, যাহার 
ব্যাপ্তি-11, 2, 3, 44- X ; 
এবং বিস্তার = {(1), f(2), f(3), f(4) 
—13, 6, 11, 18}; ECY. 
মন্তব্য 1. এইরূপ ক্ষেত্রে, (5) থাকিবে না; কারণ, 5ЕХ, যদিও 5:+2 
=27єҮ, 
মন্তব্য 2. X-11,2,3, 4; Ү={3, 5,6, 7, 9, 11, 16, 18, 27} এবং 
‘৪: X ^Y! এর ug'g: 2x1, LEX হইলে, হইতে Y এতে gx) একটি 
অপেক্ষক হইবে, যাহার, 
বিস্তার Е={4(1), ৫2), 83), 44) 
-13, 5, 7, 9155, 


মন্তব্য 3. X={1, 2, 3, 4}; Y - (3, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 18, 27} এবং 
th: XY’ এর জন্য % £ x—4x+3, x€ X' হইলে, X হইতে Y এতে €^ 
একটি অপেক্ষক হইতে পারে না; কারণ, এখানে, FEY, যেখানে ЗЄХ, 
দৃষ্টান্ত 3. Х-1-2,2,3, 4, Y ={4, 9, 16} এবং f ২ X৯Y’-এর um 
*f ১ z—x*, x€ X', 
এখানে, f()-x', xeX. 
^ К-2)=(—2)#=4; -26Х, 46Ү; 
12)=2%=4; 2€X; 4EY; 
f(3)=3°=9; ЗЄХ, 9EY; 
f4)-4?-16; 4EX; 16EY. 
স্থতরাং, এখানে, X হইতে Y এতে f(x) একটি অপেক্ষক, যাহার ব্যাপ্তি= X ; 
এবংবিস্তার_ У. 
দৃষ্টান্ত 4. ACR, যেখানে সমুদয় বাস্তব রাশির সেট R দ্বারা চিত এবং 
‘F: ASR’ এর gg % : -৯2৮+-3৮ x€ A এবং А={х | 1«x«2). 
এইরূপ ক্ষেত্রে, y=f(x)=2x+3, x€ À. 
এখানে, А হইতে R এতে f(x) একটি অপেক্ষক, যাহার ‘অবকাশ = А, এবং 
বিস্তার; Е=0 | 5১৭৭, 
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দৃষ্টান্ত 5. хек, যেখানে x থে কোন বাপ্তব রাশি এবং 7: 1২-+/-এর ws 
“f ২ x—x*`+1' হইলে, f( —2), f(3/2) ও КО) বাহির wq; এবং foo 
বিস্তার farta wt 1 
এখানে, /(х)=х*+1; xcR. 
2. f(-2)=(—2)'+1=5; 
f(3/2)-(3/2) 51-33: /0)=1. 
па বিস্তার = iy | 1<y< t. 
দৃষ্টান্ত 6. Reix|x-q কোন বাস্তব রাশি এবং SCR যেখানে, 


Q * 
5= | 0<t<1}; এবং “$ : S—R' এর gs যদি “ç : mrs হয় তাহা হইলে, 


- (1/2), 400), 4(1) বাহির কর এবং $(/)-এর বিস্তার নির্দেশ wa 1 
এখানে, west) у, tes. 
! 14 1 ES 

m Weile "DT in E iud» 
এখানে, $(!)-এর বিস্তার iu | 04548). 
দৃষ্টান্ত 7. “58, যেখানে х যে কোন বাস্তব রাশি” হইলে, “৫3 хэ 2, 
ভার নিস, এবং gll) না থাকার কারণ দেখা ও। 

এখানে, ৮৪ এন хе. 8 &1)-8 যাহা fact 1 

সুতরাং, ае ={х|1<хч<=; -о«х«1, 

- এবং বিস্তার!) | ০০; — ০০৮০ 

দৃষ্টান্ত ৪. “1 :-৯ Jx-2, хек" হইলে, f এর ব্যাপ্তি ও বিস্তার 
নির্দেশ কর। 

এখানে, (у= V 552. 

"এর মান 2 অপেক্ষা ক্ষুদ্রতর হইলে, 1)-এর মান কাল্পনিক রাশি হইবে। 
যেমন, f(D-J—-1; f(0- 4-, ইত্যাদি । অপিচ, এ-এর মান 2, অথবা 
2 অপেক্ষা বৃহত্তর হইলে, ২72 অর্থাৎ (%)-এর মান বাস্তব রাশি হইবে। স্থতরাং 
Жич ব্যাপ্তি: X-ix|2«x«el 

বিস্তার: Е=0 | ০৮৫০), 


বিশেষ who: (1) sm একটি অপেক্ষককে প্রতীকের meos fo) বা, 
(x) Ч, 405) বা, бх) ч, Ма), ч, Fo), Ка ছার aret কয়| tos 
শানে, যেখানে x€ R, এবং жүн «nm ч সেট R দ্বারা vfi 1 

(2) 'x-ex অপেক্ষক (=), xe R হইলে, х cw fo) verfi m omi 
একটি অপেক্ষকের উলরাশিকে E NN ৭, ইত্যাদি মারা সুড়িত করা দাইতে পারে। 

(3) fha mfa E হইলে, যেখানে ECR এবং сє К ww х=с 
এতে f(x)-«t মান থাকিলে, W মান 1) দারা সুচিত হইবে। few EE হইলে 
КЮ থাকিবে না। 


42. অপেক্ষকের লেখ (Graph of a function) 1 
মনে করি, y= flx) хЄЕ; 5&5, যেখানে ЕСЕ «tt SCR. 


рын 


মনে করি, ০58, অর্থাৎ, (6) নির্ণযযোগ্য। তাহা হইলে, 10055. 

এখন সমতল কাগজে ХХ ও ҮҮ ছুইটি সরলরেখা লইলাম, যাহারা 
পরস্পর লঙ্ঘভাবে О বিন্দুতে ছেদ করে। মনে করি, ХХ এর উপরিদ্থিত N 
КВ ০ কে স্ৃচিত করে এবং Y'Y এর উপরিস্থিত M fob Ло) কে few 


করে। এখন, আয়তক্ষেত্র ONPM সম্পূর্ণ করি। তাহা হইলে, P fen 


স্থানাঙ্ক হইবে [c, (e). 

এইরূপ x এর বিভিন্ন মানের জন্ক f(x) এর যে সমস্ত মান থাকিবে, x এর সেই 
সমন্ত মানের অনুরূপ би XY-_সমতলে পাওয়া যাইবে। domum feu 
সমষ্টিগতভাবে хЄЁ এর gz yo f(x) এর লেখচিত্র (graph) হইবে। 
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43. farma দৃষ্টান্ত দুইটি লক্ষ্যণীয় : 
দৃষ্টান্ত 1. y=f(x) এর লেখচিত্র নির্দেশ কর, যেখানে x এর ব্যাপ্তি 


Е-1-2,0,2,3,5) এবং f(-2)-2; f(0)=1; f(2)-0, f(3)= –2; 
{5)=3. 


Y 9৩ (372) 


প্রদত্ত অঙ্কে, Р(-2, f(-2); 00, (0) ; ЁО, F2); S(3, (3) ; 
TG, f5); অৰ্থাৎ P(-2,2, 000,1), RQ, 0), S(3, –2), Т(5, 3) 
বিন্দুগুলির একই সমতলে সমাবেশ প্রদত্ত অপেক্ষকের сла | 

দৃষ্টান্ত 2. »—2.Jx এর লেখ ба (0, 4] অবকাশে নির্দেশ কর। 


প্রদত্ত অপেক্ষক y= f(x) 
এর লেখচিত্র (0, 4] অবকাশে 
OA <], যাহার উপর 
О, P, Q, R, A বিন্দুগুলি 
অবস্থিত এবং О 5805 A 


পর্যন্ত বক্ররেখাটি কোথাও 
ভাঙ্গা নহে (no where 


is the curve broken), 


4-4. অপেক্ষকের যোগ, বিয়োগ, গুণ ও 152 
মনে করি, অপেক্ষক f(x) ও da) এর ব্যাপ্তি A যেখানে ACR এবং 


০.৯... 
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В={хєА; 0980, তাহা হইলে, f(x) এবং g(x) এর যোগ, বিষোগ, গুণ ও 
ভাগ যথাক্রমে, 
: xf(x)- 023), хЄА ; 
: xf(x)- х), хЄА; 
: x»f(x) х), x€A ; 
: xf Ху (х), x&B ; 
айй সংজ্ঞা দেওয়া হইবে এবং লেখা হইবে 
F(»)-f(x)--g(x), хЄА ; 
Сб(х)= Қ) – glz), хєА; 
#(x)=f(xz) glx), хЄА; 
(x)= f(x)ig(x), 458. 
ee Ка)=х°* ; (x) - x*1;xeR. 
. F(2=fe)+g()=x'+x*+1,z€R; 
С(х)= f(x) - а) 23* -x* -1, x€R ; 
$(x) =) (x)= x*(x* +1), x€R ; 
y(x)= fCJ/go9) = 105° +1), x€ R. 


< € ә № 


4-5. অপেক্ষকের শ্রেণী বিভাগ (Classification of functions) š 

(a) বীজগণিতীয় অপেক্ষক (Algebraic functions) š 

কোন একটি চলরাশির যোগ, বিয়োগ, গুণ, ভাগ, উদবাতন প্রভৃতি প্রক্রিয়া দ্বারা 
таз АЎ সংখ্যক hue একটি বাশিমালাকে এ চলরাশির সাপেক্ষে 
বীজগণিতীয় অপেক্ষক বলা হয়! 

একটি বীজগণিতীয় অপেক্ষক, আবার একটি xew অপেক্ষক বা একটি অমুলদ 
অপেক্ষক হইতে পারে। 


(1) বন্থপদবিশিষ্ট অপেক্ষক š 
n একটি নির্দিষ্ট অথণ্ড ধনরাশি এবং ао, ааз, c 77» ап 
নির্দিষ্ট ধ্রুবক হইলে, i 
aos Paix азж Р з= Baix a. Gone 


ঘাতবিশিষ্ট (of degree п) z এর একটি বছপদবিশিষ্ট অপেক্ষক (Polynomial 
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function in x, or, Rational integral function in х) বল! হয় ; যেখানে 
XER ; এবং ইহাকে Р(х) দ্বারা সাধারণতঃ স্থচিত করা 54 | Www 
P(x)=aox" tax 1 asx" 2 + -o +а„—ух+а„;хЄК. 
таче, x*--2x--5.; 2x* —3x--1, 2-7 ; ইত্যাদি এর প্রত্যেকটি: 
বহুপদবিশিষ্ট অপেক্ষক। 


(2) чо অপেক্ষক (Rational function) 2 
দুইটি বহুপদবিশিষ্ট অপেক্ষকের ভাগফলকে একটি зате অপেক্ষক (Rational 
function) বল! হয় এবং ইহাকে R(x) 814) সাধারণত: স্থচিত করা হয়। 


মনে করি, Р(х) এবং QUx) দুইটি বহুপদবিশিষ্ট অপেক্ষক যেখানে LER :; এবং 
S-ixeR; 0(%)%0}. তাহা হইলে, R(x) =Р(х)/О(х), xeS, একটি sme 
অপেক্ষক যাহার ব্যাপ্তি S 1 ç 
x° —3x+4 3 
pre স্বরূপ, ХОС” x€R ; 
х3-4 


=p x€S ; S=íx : 1<x<*= ; — % <x<1l. 


(3): অমুলদ অপোক্ষক (Irrational Function ) 2 

যে সমস্ত অপেক্ষক কোন চপরাশির যোগ, বিয়োগ, গুণ ভাগ, উদ্ঘাতন প্রভৃতি 
প্রক্রিয়া হইতে পাওয়া গিয়াছে অথচ তাহারা কোন মুলদ অপেক্ষক নহে, তাহাদের, 
অমূলদ অপেক্ষক বলা! হয়। যেমন, 


(b) অবীজগণিতীয় অপেক্ষক ( Transcendental Function ) š 
বীজগণিতীয় অপেক্ষক ব্যতীত অপর অপেক্ষকসমূহকে অবীজগণিতীয় অপেক্ষক' 
বলা হয়। তাহার! আবার বিভিন্ন শ্রেণীর হইতে পারে। 


(1) ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষক (Trigonometric Function ) 2 
sin х, cos x, tan х, cot x, sec x এবং cosec x—«E ছয়টি 'অপেক্ষক, 


যৌথভাবে ব্রিকোণমিতিক অপেক্ষক নামে পরিচিত | 
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(2) সূচক অপেক্ষক (Exponential function) 2 
е", (2<e<3 ; x€ R) এবং a^, (а>0,а41; z€ R) এর উভয়কে স্কচক 
অপেক্ষক বলা হয়। e” কে exp (х) লেখা হইয়া থাকে | 
(3) লগা*রদৃম্‌ অপেক্ষক (Logarithmic function) š 
log.x, (2<е<3; x&R, x70); 
log.x, (৫১৮0১ 51] ; x€R, 4৯০) 
108.(1+х), (৫১০, axl; 51২, х»-1) এর প্রত্যেকটিকে 
লগারিদ্ম্‌ অপেক্ষক বলা হয় 1 
(4) হাইপারবলিক্‌ অপেক্ষক (Hyperbolic function) š 
gere) এবং 1(ez--e 2) কে যথাক্রমে সাইন্‌ হাইপাব্বলিক অপেক্ষক ও 
কসাইন্‌ হাইপারবলিক 'অপেক্ষক বলা হয়; এবং উহাদের যথাক্রমে sinh এবং 
coshx দ্বার! 55 করা হয়। 
সুতরাং sinh x=} (e*— e^?) ; cosh x=} (e*--e77). 
tanh x, coth x, sech x ও cosech এর সংজ্ঞ! দেওয়া হইবে : 


sinh x 


cosh x 
cosh x 


sinh ж’ 


di ais 
sinh x 


; coth x- 


tanh х= 


1 = 
sech x НЫ? созесһ х 


দ্রষ্টব্য 2 (1) созҺ°х—вшһҺ?х=1. 
(2) cosh 2x-- 1 - 2 cosh*x. 
(3) cosh 2x - 1—2 sinh*x. 


4-6. অপেক্ষকের অপেক্ষক (Function of a function) š 
মনে করি, f(x)w g(x) অপেক্ষকঘয়ের ব্যাপ্তি যথাক্রমে A ও B, যেখানে 
ACR এবং BCR. 
f(x) ও ৫) এর যৌগিক অপেক্ষক (Compound function of Р 
and 'g") কে ‘gof দ্বার! হুচিত করা৷ হয় এবং nes দেওয়া হয়, 
gof: хэй); z€ E, ЕСА. 
এইরূপ ক্ষেত্রে, (х) কে অপেক্ষকের অপেক্ষক বলা EX | 
অন্তরকলন_5 
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সুতরাং 081৩) হইলে, ৫(%) কে অপেক্ষকের অপেক্ষক বলা! হইবে 
যাহার ব্যাপ্তি E. সেইরূপ, fog ছারা £ ও & এর একটি যৌগিক অপেক্ষককে স্থচিত 
কর! হইবে, যেখানে 
fog: ৯11৫) ; хЄ5, SCA, 
সুতরাং, БЕО) কে অপেক্ষকের অপোক্ষক বলা হইবে; এবং 
FG) = {800} হইলে Fa) কেও অপেক্ষকের অপেক্ষক বল! হইবে, যাহার 


ব্যাধি S. 
অভ্তব্য 2 
দৃষ্টান্ত £ 
0) 'f:xox, xcR'; g: xx 1, хє. 
2. gof xdi дүрт dT) x^ +1, хек; 
এবং fog : x figi = Кх+1)= (х+1)#, x€R ; 
অর্থাৎ, gof #fog- 
এখানে, ЕО) = АЖ) = G-D* ; 
এবং G(x)= g|f(ak= x° +1. 
(2) f(x)=sin x, xcR; 
g(x) - log x, xc B, В-{х | xeR ; ৯০). 
Е(х) = fig(x) = sin log x, x€B ; BER. 
G(x)= 0 =log sin x, хЄ5, 5={х | ZER ; sinx 0}. 
মন্তব্য ? একটি অপেক্ষকের অপেক্ষক বীজগণিতীয় 'অপেক্ষক ও অবীজগণিতীয় 
অপেক্ষকের মধ্যে যে কোন একটি হইবে । 
ал. বিপরীত অপেক্ষক (Inverse function ) š 
(а) эз: মনে করি, fo) একটি একমানবিশিষ্ট অপেক্ষক যাহার ব্যাঞ্চি 
A এবং বিস্তার B যেখানে АСЕ ও ВСЕ. 
যদি এরূপ একটি একমানবিশিষ্ট অপেক্ষক (9) পাওয়া! সম্ভব হয়, যাহার ব্যাপ্তি 
B এবং B-A যে কোন একটি পদ ১-এর জন্য А এতে একটি পদ х থাকে, যাহাতে 
х= уус) হয়, তাহা হইলে, 69) কে (%)-এর বিপরীত অপেক্ষক 
বলা হইবে এবং তখন ইহাকে f 10) রূপে লেখা হইবে। 
সুতরাং, 0(2)-এর বিপরীত অপেক্ষক Чу) থাকিতে হইলে, f(x) কে একটি 
একমানবিশিষ্ট এক-এক অপেক্ষক হইতে হইবে। 


সাধারণতঃ, 4০৫, 8০?” অর্থাৎ, F(x) G(x). 
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দ্রষ্টব্য £ মনে করি, f(x) একটি একমানবিশিষ্ট এক এক অপেক্ষক, যাহার 
ব্যাপ্তি А এবং বিস্তার В; তাহা হইলে y o f(z)-«x বিপরীত অপেক্ষক x=f-1(y) 
থাকিবে, যাহার ব্যাপ্তি B এবং বিস্তার A, ACR ও BGR. এবং, তখন, 
2০77১0)+৯-/৩) হইবে । е, এইরূপ ক্ষেত্রে, heA এবং 1) 
হইলে, f-1(5) - h, অৰ্থাৎ, РЧА) = А এবং fif *(E))  f(h) - b. 

দৃষ্টান্ত £ মনে করি, Дх)=х-2. এখানে, R হইতে R-এতে fla) একটি 
'একমানবিশিষ্ট এক-এক অপেক্ষক | 

এখন, y=x—2 হইতে x—y»-F2 পাওয়া যায়। সুতরাং, £১)-১+2 একটি 
এএকমানবিশিষ্ট এক-এক অপেক্ষক যাহার ব্যাপ্তি -7)-এর বিস্তার х. সুতরাং, 
7509) আছে এবং f71()) 2 y 4-2. 

মন্তব্য £ fife) একটি একমানবিশিষ্ট অপেক্ষক হয়, যাহার ব্যাপ্তি A এবং 
বিস্তার B কিন্তু ইহ! এক-এক নহে, তাহা হইলে, এইরূপ ক্ষেত্রে, A-এর একটি 
উপসেট 5 পাওয়া যাইবে, যখন be: B হইলে, f(x) = সমীকরণে :-এর একটি এবং 
কেবলমাত্র একটি বীজ h থাকিবে, যেখানে hes. তখন, f(x) অপেক্ষকটি 5 হইতে 
B এতে একমানবিশিষ্ট এক-এক 'অপেক্ষক হইবে এবং ইহার বিপরীত অপেক্ষক 
f£») থাকিবে 1 

দৃষ্টান্ত ঃ “f: хэх?, LER, হইলে, ((%)= 2, LER. এইরূপ ক্ষেত্রে, 
f(x) একটি একমানবিশিষ্ট অপেক্ষক, বাহার ব্যাপ্তি R এবং বিস্তার S যেখানে 
5={ | ০০) কিন্তু ইহ! এক-এক অপেক্ষক নহে; কারণ, 7(-2)-4 
—f(2); exis এখানে f(x)-«s3 বিপরীত অপেক্ষক থাকিবে না। কিন্তু যদি 
দেওয়া হয়, (%)=%*, £55, $={х | 0<x< =}, তাহা হইলে, 5 হইতে 5 
এতে f(x) একটি একমানবিশিষ্ট এক-এক অপেক্ষক হইবে এবং তখন 7-9) 
থাকিবে। 

(b) বিপরীত অপেক্ষকের লেখচিত্র £ 

মনে করি, f(x) একটি একমানবিশিষ্ট এক-এক অপেক্ষক যাহার ব্যাপ্তি A এবং 
বিস্তার B. West у= а) হইতে পাই x2/-1(9) যেখানে z€ A এবং 
YEB. তাহা হইলে, h€ À এবং b-f(h) হইলে = 7-10), bc B RAI 

অপেক্ষকের সংজ্ঞানুযায়ী, у=/(х) এতে x স্বাধীন চলরাশি এবং у অধীন 
চলরাশি; x=f у) এতে y স্বাধীন চলরাশি এবং x অধীন চলরাশি। 8 


68 অন্তরকলন 


সুতরাং উভয়ক্ষেত্রে, স্বাধীন চলরাশি х এবং অধীন চলরাশি y হইলে, у= f(x)- 
_ এর বিপরীত অপেক্ষক ye fx) হইবে৷ 

এইরূপ ক্ষেত্রে, একই একক 
এবং একই সমকৌণিক অক্ষদ্ধয়ের 
সাপেক্ষে у=) এর লেখচিত্ 
OD এর উপর Plh b) অবস্থিত 
RT, P'(&, h) বিন্দুটিy = f^ 1x) 
লেখচিত্রের উপর থাকিবে, যেখানে 
у=х এর সাপেক্ষে P(h, b) এর 
প্রতিবিদ্ব Pik, 01 সুতরাং, 
y= x এর সাপেক্ষে у= f(x) এর 
লেখচিত্র CD এর প্রাতিবিষ্ব 


2৮70) এর লেখচিত্র C'D' RA | 

দৃষ্টান্ত 2 (1) у=, 220 হইলে, ইহার বিপরীত অপেক্ষক হইবে у= А/х» 
x20. 

(2) у=зїпх,(—л/2<х<п/2) হইলে, ইহার বিপরীত অপেক্ষক হইবে, 
y-sin^!xz, (—1<x<1). 

(3) y=”, (— < x< =) এর বিপরীত অপেক্ষক y=logx, (x20). 

4-8. অপেক্ষকের কয়েকটি বৈশিষ্ট্য ঃ 

(1) সীমাবদ্ধ অপেক্ষক (Bounded function) š 

মনে করি, 1) অপেক্ষকের ব্যাপ্তি A. যদি M এবং m দুইটি বাস্তব রাশি 
থাকে, যাহাদের জন্য m«f(x)«M হয়, তাহা হইলে, f(x) একটি সীমাবদ্ধ 
অপোক্ষক | যেমন, sin х একটি সীমাবদ্ধ অপেক্ষক ; কারণ, x এর যে কোন 
মানের uy, -1«sin «1. 

(2) পর্য্যাবৃত্ত অপেক্ষক (Periodic function) 2 

যদি ((৫41)= (%) হয়, tel RT f(x) কে хоё) পার্য্যাবৃত্ত অপেক্ষক 
এবং 1 কে উহার পর্য্যায়মান (Period) বলা ex i 

যেমন, sin x একটি পৰ্য্যাবৃত্ত 'অপেক্ষক এবং উহার পর্ধ্যায়মান 27; কারণ» 
sin (427) sin x. 
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(3) যুগ ও 58451 অপেক্ষক (Even and Odd functions) š 

f(-x)-fG) হইলে, Ка) কে যুগ্ম অপেক্ষক; এবং $(-)= — (2) 
হইলে, 4(5) কে WIL অপেক্ষক বলা হয়। 

যেমন, 1, x, zt, cos x, (XER) T" অপেক্ষক ; x, x°, 25, sin x, 
(z€ R) IIN অপেক্ষক 1 

(4) Monotonic functions 3 


মনে করি, 70) অপেক্ষকের ব্যাপ্তি A এবং x এর যে কোন দুইটি মান 
(values): x, € za; যেখানে, 454. ও LEA এবং ১:4৪. যদি 
Кхо)» хх) হয়, তবে A এতে f(x) monotonic increasing ; এবং 
f(za)>>f(aa) হইলে, А এতে f(x) strictly monotonic increasing হইবে | 

আবার» 72) *৫/5) হইলে, А. এতে flx) monotonic decreasing 
এবং ха) Ха.) হইলে, А এতে fla) strictly monotonic decreasing 
EG I 

যেমন, ০০৮০ এতে sin x strictly monotonic increasing; এবং 


P xem এতে sin x strictly monotonic decreasing. 


2 
4-9. কত্তিপয় পরিচিত অপেক্ষকের লেখচিত্র 2 


1, 


а). »-L X(b). 77 


Қа) এতে 1 অপেক্ষকটি х=0 এতে অনিৰ্ণেয় ; y=1 এর олча দুইটি অসীম 
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শাখা (branches) দ্বারা গঠিত ; у= _-% এর সাপেক্ষে একটি শাখা অপরটির 
абі 


10) এতে L অপেক্ষকটি х-0 এতে অনিৰ্ণের у= д এর লেখচিত্র ছুইটি 
অসীম শাখা দারা গঠিত — একটি শাখা অপরটির প্রতিবি্। 


2(a). yes. 2(b). у= | x | 5 
Kr vem eso Ын এর লেখচিত্র দুইটি 


রশ্মি РО ও LM ছারা গঠিত, যাহারা -অক্ষের সমান্তরাল এবং ঠিক (0,1) 
NM আরম্ভ হইয়াছে। 
2(p) * এর যে কোন মানের জনত |< | এর মান সর্বদাই ধনাত্মক; 


у= | | এর লেখচিত্র দুইটি রশ্মি OP ও OQ ছারা গঠিত, যাহাদের 
সমীকরণ যথাক্রমে y= x (৫৯৯০) এবং у= — x, (x <0). 


3 »- 121. 3). у= [0 
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Hont [% | অপেক্ষকটি х=0 এতে অনিৰ্ণেয ; у= 151 отча 


দুইটি রশ্মি PO ও LM দারা গঠিত, যাহারা যথাক্রমে প্রথম পাদ ও তৃতীয় পাদে 
অবস্থিত এবং %-অক্ষের সমাস্তরাল ; অপিচ, ঠিক (0, 1) বিন্দুর পর হইতে РО এবং 
ঠিক (0, — 1) বিন্দুর পর হইতে ГМ আরম্ভ হইয়াছে। 

(b) এতে [x] এর দ্বারা অপেক্ষা বৃহত্তর নহে অথচ বৃহত্তম পূর্ণসংখ্যাকে বুঝায়; 
সুতরাং, ইহার মান 0, যখন 0<%<1; 1, যখন 142422, 2, যখন 2<%€3; 
ইত্যাদি । আবার, ইহার মান —1, যখন — -1<х<0; —2, যখন —2<х<-1; 
—3,94 —3<x< -2 ; ইত্যাদি । এখানে, y= =[х] এর লেখচিত্র х-0, +1, 
+2, 3-3১...৮এতে ভাগ! ; এবং কতিপয় সর্ধধসম ও %-অক্ষের সমান্তরাল রেখাংশ 
দ্বারা এই লেখচিত্র গঠিত। 


4 (а). y="; (x20); 4(b. y="; 
у= Nx, (x20). ` y = logex, (৫৯০), 

4 (а). = x", (x20), এর লেখচিত্র একটি অধিবৃত্তের অর্ধাংশ ; yox এর 
সাপেক্ষে у= /% (৮৯৯০) এর লেখচিত্র, у= х" (x20) এর প্রতিবিদ্ব, অর্থাৎ, 
y - %*(%>0) এর বিপরীত অপেক্ষকের লেখচিত্র। 

4 (B), зя যে কোন মানের জন্ত ০* এর ঘান আছে এবং ইহা সর্বক্ষেত্রে 
ধনাত্মক )х-0 হইলে log, এর মান wfc; <0 হইলে loge এর মান 
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কাল্পনিক; এবং уе এর বিপরীত অপেক্ষক у =logsx, (০৯০). সুতরাং, У=х 
এর সাপেক্ষে y=log,x, এর লেখচিত্র, y= e* এর লেখচিত্রের প্রতিবিদ্ব হইবে। 


7০82 রি 
js не 
5 (а). y=sin х, 
(—л/2<х<л/2); 
Усаа х,(-1«х«1) 
5 (a) এতে, yasin x, (—TmJ2<x<n|2) «x লেখচিত্র ООР বক্ররেখা ; 
у=х এর সাপেক্ষে ООР বক্ররেখার প্রতিবিশ্ব Q'OP' বক্ররেখাই y=sin-1z, 
(—1<x<1) এর লেখচিত্র। 
5 (b) এতে» у= cos x, (0<x<m) এর লেখচিত্র POR час з y=x এর 
সাপেক্ষে PQR বক্ররেথার প্রতিবিহ্থ P'Q'R' বন্ররেথাই y = cos -1x, (1>2> —1) 
এর লেখচিত্র। 


5 (b). у= cos x, (04৫4?) ; 
y7cos^!x, (12 x2 — 1). 


6(b). 
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6 (а). у=їапх, 6(0. y=cot x, (0б<х<л); 
(—л/2<х<л/2); у=соФх‚ (০০ 5x =). 
y-—tan^!x,(— e < x< e). 

6 (а) y-tanx,(—7/2«x«a|2) এর বিপরীত অপেক্ষক y-tan^!x, 
(— 9 «x« =). সুতরাং, у= এর সাপেক্ষে একটি অপরটির প্রাতিবিদ্ব। 

6 (b. ঠ-০০৮%, (0<х<п) এর বিপরীত অপেক্ষক y=cot"lx, 
(о >> e), সুতরাং, у=х এর সাপেক্ষে একটির লেখচিত্র অপরটির প্রতিবিষ্ব। 

দ্রষ্টব্য = sin zx, cos-!x, tan^!x, etc. কে যথাক্ৰমে arcsin z, 
arccos x, arctan x etc. লেখা €x I 


gliv* 
(a). y=sinh x; } 7(). y=tanh x; ) 
у= cosh x. y —coth x. 


Ta). x এর সকল মানের জন্য sinh х এর মান আছে ; এবং y-sinh z 44 
লেখচিত্র কোথাও ভাজা я 1 এর সকল মানের জন্য cosh х এর মান আছে; 
এবং у = cosh x এর লেখচিত্র কোথাও ভাঙ্গা TTE 1 

7 (6). * এর সকল মানের জন্য tanh х এর মান আছে; এবং y= tanh x 
এর লেখচিত্র কোথাও ভাঙ্গা নহে। 

x=0 ভিন্ন, অপর সকল মানের 89 coth x এর মান আছে। у=со x এর 
লেখচিত্রের দুইটি শাখা আছে। 
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4-10. দৃষ্টান্তমূলক Фиат 2 
Sraa 1. f(x)—x*—2x?-F5 হইলে, (2), f(0), fd) 0-3) এর মান 
বাহির কর। 
10)-23-2х23-55-5,  f()-5; 
fd)-3-145-4i; К-3)--27-18-5--40. 
উদ্দাহরণ 2. 40)-28:0-сог20-3480,, 4(2):40)54(-2) 
এর মান কত? 
4(0)-2 sin? 25527 43e2x5 414955; 
40)-2х0-1-3-2: ১8781 


উদাহরণ 3. f: xOx*'^2x, хЄВ হইলে, 108) এবং f(-2) এর 
মান কত? 
এখানে, Кх)=х*+2х; 2. Éf(-2042x$-251; 
f(—2)-4— 4-0. 
উদাহরণ 4 f: t> » teR হইলে, f(t) এর বিস্তার (range) 
বাহির কর। 


t? 
(+t?) 


u= 


t? 
re ধরিলে, 


u= 


= 2 
ey — щ1+°); 


e(1-u)t*—u-0; 
©1-и0 এবং w1l-u20; 
৯০৭৮4], 
স্থতরাং, নির্ণেয বিস্তার : tu | 04৮1), অর্থাৎ, — [0, 1[. 
উদ্দাহরণ 5. 4: хо Jx* —3x-F2 হইলে, $ এর ব্যাপ্তি বাহির কর 1 
q: хэ dx! —3x+2%q(x)= Jx" —3x+2 ; 
©х*-3х+2>0; 
€(x—1)x-2)20; 
@x<1; хэд. 
সুতরাং নির্ণেয় 918: {৫ | ০০4৮৫] ১ 24৮4০ 
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উদ্দাহরণ 6. fa)=0, খন « মুলদ এবং 7) 1 যখন x অমূলদ হইলে, 
FO), FG) К /3), 1(/ 2-1) এর মান বাহির কর। 
f()e0; fd)-0; f(3-1; f(J2-D-1 


উদ্বাহরণ 7. f()-2*—^--—. হইলে, 
х x-b 
Ка+ এবং ҢАР) এর মান বাহির কর। 


2.atb-a a+b | b ,atb 
7442) a+b শা atb a 
= (a? + 3ab -- b*)/a(a +b) 5 
a+b) b—a,a-b., 4ab , 
| 2) i wb а? —b* 


উদাহরণ 8. ৫০9-3* হইলে, দেখাও যে, 2-10-09; gla). (- 2) 0). 


£a — 1) 

এখানে» g(a--1)9 35H —3" x 3 ; (a 71) 2 3* x 3. 
. KatU. о, 
8а-1) 77 


g(o)=3°=1 ; Дх) g(—x)=3#. 3-*=1= (о). 
উদ্দাহরণ 9. দেওয়া আছে, 


৯41, যখন «<0; 
ro-] 2; যখন х=0; 
2x--3, যখন x0. 
F (—2), F (0), F (3) এর মান বাহির কর। 
যেহেতু, F (x) - x* +1, যখন х<0; 

*. F(-2)=(-2):+1=5. 
cugF()-2,x-0, ^ F (0)=2. 
যেহেতু, F (x)- 2x--3, যখন хэд, 

^. Е (3)=2х3+3=9. 


অন্তরক্লন 
* উদ্বাহুরণ 10. у= f(x) এর লেখচিত্র অঙ্কন কর ; দেওয়া আছে : 
xl, যখন x20; 
f (х)= $ 0, যখন. х=0; 
-1, যখন x<0. 
এখানে y=f() এর লেখচিত্র, 
РО (узж) ІМ (у=-1) 
রশ্মি এবং OCO, 0) fav; দ্বারা গঠিত 1 


সমান্তরাল এবং ঠিক (0, —1) বিন্দুর 
গর হইতে আরম্ত হইয়াছে। 


РО রশ্মি প্রথম পাদে অবস্থিত; 
ঞ-অক্ষের সহিত 45°. কোণে নত 
এবং ঠিক (0, 1). বিন্দুর পর 


হইতে আরম্ভ হইয়াছে। | 
উদ্দাহুরণ 11. »=$(%) এর লেখচিত্র অঙ্কন কর ; দেওয়া আছে: 
Hx)= |х-114|х41|. 
(z—1l)+(z+1) যদি 2£>1; 
এখানে, “| —(z—1)+(z+1), যদি -1«х«1, 
-(-1)-4-1), যদি х1; 


2x, যদি x21; 
অর্থাৎ, $(%)= 42, যদি —1<x<1 ; 
—2x,3ff x< —1. 
| -» 
y = ф(х) এর লেখচিত্র PQ (у 22, 


LM (у= — 24) «бич এবং LP (y 2) 
রেখাংশ দ্বারা গঠিত। 
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1 উদাহরণ 12. দেখাও যে, (a) z (хэ) (B) sin x, (04৮12) 

(c) 1০8৮, ০৮৯) এর প্রত্যেকটি strictly monotonic increasing. d 

(a) মনে করি, 1০9০2) এবং хеч যে কোন দুইটি মান zi ও хә 
যেখানে, ৪৯৮25 ৯৯০, 


Қ) fe) 183 - 2 3 
পতিত yx rn 
অর্থাৎ, F(x) > 0а) যখন Ха 2x20 
f(x), strictly monotonic increasing (х220). 
0) মনে করি, Hasin x; এবং «এর যে কোন দুইটি মান ла Өл» 
যেখানে Ox x «7/2. 


f(xs) 7 f(x1) = sin x, —sin xı s 
=2 cos (0: +s) sin 1x» — x1)70; 
অর্থাৎ, f(xa) ха), যখন Хал. 
2. sin x, strictly monotonic increasing (0<х<1/2). 
(0 ধরি, f()- loger ; ০৯৮৯০, 
Қаз) — Коа) = logexa 7 logexs log (xalx) 
-log«P0, (2 «=ха/х12>1). 
+ Ккз)>Кх). 
সুতরাং, loge, strictly monotonic increasing (x 70). 
উদাহরণ 13. Р(х) একটি দ্বিতীয় ঘাতের х এর বহুপদ অপেক্ষক। P070; 
Р(2)-3, P(-2)= 15 হইলে, P(3) এর মান কত ? 
মনে করি» P(x)- ax? + bx--c. 
তাহা হইলে, P(1) 7 a--b--c-0 ; 
P(2)24a--2b--c73 ; 
P(—2)=4a—2b+c=15. 
ইহাদের সমাধান করিয়া 918,472; b= —3 ; c=. 
* Р(ф=2х* —3х+1. 
সুতরাং, Р(3) -2х9-3х341- 10. 
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উদ্বাহরণ 14. f: хэ} x&E- i | 0<х<2} হইলে, (%) কি সীমাবদ্ধ 


(bonnded)? (x) এর farm সীম! (lower bound) কত? 
ов!» 


স্থতরাং, L অর্থাৎ, f(x) এর fraz সীমা ( lower bound ) -1- 
f(x) এর Sq মীম! নাই 5 xf থাকে, তবে, মনে করি, তাহা 71৯0. তাহা 
হইলে, 0<1<Me0<1 <=, (24৯ ছারা গুণ бн) fraost এর 


মধ্যে x এর অসংখ্য মান আছে যাহাদের অনুরূপ (%), অর্থাৎ, এর মান আছে, এবং 


তাহাদের প্রত্যেকটি M অপেক্ষা বৃহত্তর । সুতরাং, 1 д এর 6069 সীম! থাকিতে 
পারে না। অতএব, অপেক্ষকটি সীমাবদ্ধ নহে। 


উদ্দাহরণ 15. бте четче বিপরীত অপেক্ষক বাহির কর এবং 
লেখচিত্র নির্দেশন কর। 
(a) уех-3, (b y»-2/x 


Fig. (a) Fig. (b) 


(а). э-х-3 এর বিপরীত (b) 5-2 Jx এর বিপরীত অপেক্ষক 
অপেক্ষক y=x+3, y=} х", (৯৯০), 
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প্রশ্নমাল! 4 
f : ৯৯৯43 হইলে, x=1, 3, -2 এতে অপেক্ষকের মান কত 1 
фі ৯2০ — 4x -3 হইলে, x0, 2, —1 এতে ф(х) এর মান কত ? 
8: х—әэ2х* -3x* —1 হইলে, 4(-2), 43), ga এর মান বাহির কর। 
f()e 3 х*-2+ Jx হইলে, 100), (4), f(2) এর মান বাহির কর। 


fae =з ера হইলে। М, 2), K-D এর মান দি বদি থাকে। 


dee E DE হইলে 40), (2), (73) এর মান নির্দেশ 
কর, যদি থাকে। 
7. Е(д= Уу*—7х+10 হইলে, F(0), F(1), Е(3), Е(4), F(6) এর মান 
বাহির কর, যদি থাকে। | 
8. যদি 17(৮)-4 হয়, তবে F(0), Е(-1), FA এর মান বাহির কর। 
“9, $ :৮-৯৫৪-3$%+3৮4-7), t€ R, হইলে, $(a+1)=? "(a€R). 
10. ф(ж)=2х* —5х* +2 হইলে, ф (sin 7/4) এর মান কত? 
11, Е(0)= 4 соѕ%0—3 sin 0, 951২ হইলে, F(0), (713), F(—7/4) 
F(—m) এর মান নির্ণয় কর 1 


12. Ка) = 00 5 হইলে, f(zJ6) ও f(— 714) এর মান বাহির কর। 


=„^ ете е 


o 


1+cot х 
3+%, যখন х<3; 
18. দেওয়া আছে, х= 5, যখন x23; 
3-х; যখন x>3. 


f(2), f(3), f(4), f(5) এর মান বাহির 984 1 
x* +3, যখন x20; 
м. ант আছে, $=) {оао 
4(0), Ф(3), 4(-2) এর মান নির্ণয় কর। 
2, যখন x71; 
15. দেওয়। আছে, F(x)- ] =-3, যখন x21; 
x+2, যখন х<1. 
F(1), F(0), F(—2), F( J2) এর মান বাহির কর। 
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16. х= |x-1| +14+31] হইলে, (0), f(-5, f(-3) 74) 
এর মান বাহির কর। 
17. f()-5, 451২ হইলে, f(-1, (0), 7২2), 50) এর মান 
নির্ণয় কর। 
18. দেওয়া আছে, $(*%)=2, যখন x যে কোন মূলদ রাশি এবং Ф) —2, 
Wero যে কোন অমৃলদ রাশি | 40),4(0),4(./3), 51+ 2) এর মান কত? 
= { 2, z যে কোন মূলদ রাশি হইলে, | 
জি | ху < যে কোন অমূলদ রাশি হইলে | 
Җ5), f(5), f(—3), f( J2), FO), Ке), ftm), (sin 2) এর মান নির্ণয় কর। 
= $ 4৮ যখন х যে কোন злу রাশি, 
Ma P EE id 
40), #3), 4(3), Ф /3), Ф 454-2), ble), 8102,2) এর মান fad v3 | 
21, f(x)-3 J1—334-5 এবং dx)-x*—2z?-L4 হইলে দেখাও যে, 
Җ-2)>(—2). 


22. %৫)-4 হইলে, AAH) এর মান কত? 


23. f(z)- x3--1 হইলে, feo) Кд) ক ? 


24, এ হইলে দেখাও যে, ela) +40) = %(a +). 


25. 205) = 2° হইলে, দেখাও যে gla). 00) = gla +b). 
26. ф(х) =а°, (a7-0) হইলে, দেখাও যে, 409) х (2) = $(y +2). 
1-х 


-37/ х) =106 j. হইলে, দেখাও যে, (400)4 Ф0)= à (255) 


28. fige, এবং &)=х-1 হইলে, দেখাও যে, 


0) УОЛ =f); Gü) dea =f) 
(i) f(a) g(x) = g(x*). 
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29. faul, (৯০) হইলে, দেখাও যে, 


f(x--h)- f(x) — (z+h)>0* 


zw 
30. у= Қа) 233 হইলে, দেখাও যে, 7). 2245. 


81, যদি у= -409-2553 হয় তবে এ এর মান কত হইলে, x= 4(y) হইবে ? 


82. 4(x)-log, x এবং f(z)e e" হইলে, দেখাও যে, fla(x)]= elf o). 

88. যদি P(z)=ax*+bx+c এবং Р(0)-1, Р(1)-2, 7(-1)-6, 
হয়, তবে P(3) এর মান বাহির 33 1 

34. Р(х) দ্বিঘাতবিশিষ্ট % এর একটি বহুপদ অপেক্ষক হইলে, এবং 


৮৫১০৯22১০০8 PG)= L, হলে, দেখাও যে, 


P2). 
088. Р(х) দ্বিঘাতবিশিষ্ট x এর একটি বহুপদ অপেক্ষক হইলে, এবং P(a)= «, 
P(b)= 8, P()- » হইলে, Р(х) নিৰ্ণয় কর। 


86. x এর কোন্‌ কোন্‌ মানের 89 নিয়োক্ত অপেক্ষকগুলির মান থাকিবে না 
তাহা উল্লেখ কর £ 


o ztl, G) Vx=2; 
(i) М(2-14к-3), liv) мМ5х-6-2), 
(v) sec x; (vi) cot x; (уй) logio z; 
1 : 1 
(vi) মুভ G V x! — 4x3 


87. নিয়্লিখিত অপক্ষকসমূহের বিস্তার ( range ) নির্দেশ কর : 
@ @ EEL (ошбу; 


x? 
Itr? 
Gü) 233 шир, 6) У9-3,(-36 63) 


অন্তরকলন--6 
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(у) зс (x21, 2) , 


(vi) sin х, (047৮7) 9 (vii) tan x, (71) 
88. у=/(х) এর লেখচিত্র অঙ্কন কর, যখন : 

(ü) fa)=(xz—1); Gü) f(a)=5; 

(1) fü)9x*, x20; fe)=0, x«0; 

(iv) 0-4, x20; f(0-2; f(x)2 — x, Eco, 

(у) Жд= |sinx|, (—m<x<m); 

(vi) f(x)=loge (14), (x+1>0); (уй) fi) =e. 


89. নিয়নিখিত অপেক্ষকসমূহের কোন্টি wm অপেক্ষক এবং কোন্টি um 
অপেক্ষক তাহা নির্দেশ কর : г 


(i) 45455 (ü) ১735, (ii) axt+bx* +c, 
(iv) 5x*-—2x-rtan х, (у) 55452, 


(ч) xsin x—2--2cos х, (vii sin x + cosec х, 
‚ (viii) sec x+cos x—2, 


40. (a) facte অপেক্ষকগুলির কোন্টি monotonic increasing এবং 
কোন্টি monotonic decreasing তাহা! উল্লেখ কর, এবং কারণ দেখাও : 


(ü) a (x20), (ü) log, х, (x0), 


(Ш) cos x, (2255) (v) tan x, (о<х<5), 
() e. i 
(b দেখাও যে, 


decreasing 


+ H 
I (0<х< =) strictly monotonic 


(с) দেখাও G, lx), (0) strictly monotone decreasing, যেখানে, 


(d) «e, (1+: p (x>0) monotone ascending. 


— 
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41. (a) দেখাও G, 2x"+4x+6, (х'<9) একটি সীমাবন্ধ অপেক্ষক। 


ইহার উর্ধ্ব ও fg সীম! নির্ণয় কর। 
(b) দেখাও যে, sin x একটি সীমাবদ্ধ অপেক্ষক | 
(с) log, х, (৮৯০) কি সীমাবদ্ধ অপেক্ষক ? 


(x —-2Yx —4) 
(d) (5-1) cay (8751) 5753) কি সীমাবদ্ধ অপেক্ষক 7 


(е) দেখাও যে, у একটি সীমাবদ্ধ অপেক্ষক। উহার vx omi 


কত? 
42. face অপেক্ষক সমুহের বিপরীত অপেক্ষক ЧЇЙ থাকে, তবে তাহা 


নির্ণয় কর £ 
(i) »-2x-2; Gi) y=zx*; 
(iii) y*'—4x; Gv) »-10*; 


— (у) »-logox (x20); (у) »-sin x, (r/2&x«n); 


Gü) y 2*5, (222). 


সওম SANE 
সীমাস্থ মান 
(Limiting Values) 
5-1. xƏa+ ; xa- এবং xa এর অর্থ। 


(А) প্রথম দৃষ্টান্ত £ 
975 প্রবেশন। (Intuitive approach) š 
^ > ? v > E Ф На e — R অসীম গুণোত্তর শ্রেণী 


হইতে এই ক্রমে একটির পর একটি সংখ্যাকে চলরাশি x লইতে থাকিলে, যদি x এর 
গৃহীত মান এবং 0 ( শূন্য ) এর মধ্যে যে পার্থক্য, সাংখ্যমানে তাহা যে কোন প্রদত্ত 
ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যার চেয়েও ক্ষুদ্রতর হইতে ক্রমশঃ ক্ষুদ্রতর হইতে থাকে, তাহা হইলে, 
বলা যায় যে, х সর্বদা ধনাত্মক মান লইয়া ক্রমশঃ 0457 এর দিকে অগ্রসর হইতেছে? 
এবং এইরপ ক্ষেত্রে, লেখা হইয়া থাকে : 204-0, অথবা, £-৯০+. 

-1, -Ь x -4, -4, E өх oce এই অসীম গুণোত্তর 
শ্রেণী হইতে এই ক্রমে একটির পর একটি সংখ্যাকে চলরাশি < লইতে থাকিলে, যদি 
x এর গৃহীত মান এবং 0 ( з) এর মধ্যে যে পার্থক্য, সাংখ্যমানে তাহা যে কোন 
প্রদত্ত ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যার চেয়েও ক্ষুদ্রতর হইতে ক্রমশঃ ক্ষুদ্রতর হইতে থাকে, তাহা 
হইলো, বলা যায় যে, хэ) খণাত্মক মান লইয়া ক্রমশঃ Cg? এর দিকে অগ্রসর 
হইতেছে; এবং এইরূপ ক্ষেত্রে, লেখা হইয়া থাকে :ঃ ০-0, অথবা, 2৯0-. 


Reb ipie Es um 
1, 2 2? 8193» এই অসীম গুপোত্বর শ্রেণী হইতে 
এই ক্রমে একটির পর একটি সংখ্যা, এবং 
-jldodbeuinmoab).1 бэ 
1, > 4 8 16, 32 -- অসীম গুণোত্তর 


শ্রেণী হইতে এই ক্রমে একটির পর একটি সংখ্যাকে চলরাশি < লইতে থাকিলে, 
যদি x এর গৃহীত মান এবং 0 (3 ) এর মধ্যে যে পার্থক্য, সাংখ্যমানে তাহা যে 
কোন প্রদত্ত ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যার চেয়েও ক্ষুদ্রতর হইতে ক্রমশঃ ক্ষুদ্রতর হইতে 
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থাকে, তাহা হইলে, বলা যায় যে ধনাত্মক ও খণাত্মক মান লইয়া ক্রমশঃ Cg এর 
দিকে অগ্রসর হইতেছে; এবং তখন লেখা হইয়া! থাকে : -৯০, 


উপরোক্ত উদ্দাহরণের জ্যামিতিক ধারণ! (Geometrical Concept) š 


х-»0- | zot 
a m 34-48 18 u № 1 
X Pi P; Fa PO B RB в RX 


X'X বাস্তব-অক্ষের উপর ‘0? বিন্দু 0( শৃন্ত ) কে ; P3, Ps, P, Pas P,, 


Pe ce বিন্দুগুলি যথাক্রমে 1,5, P Ë i ET © সংখ্যাগুলিকে 


P.4, Р.» Pas, Poss P. s, Poo, + + বিন্দুগুলি যথাক্রমে —1, E -р 
-& -$ -5 ecce সংখ্যাগুলিকে এবং Р বিন্দু চলরাশি z <q যে 
কোন মানকে 5 58 FTA | 

এখানে, z—>0+ এর অর্থ £ P বিন্দুটি বাস্তব অক্ষ X'X বরাবর Ру, Pas Pas 
Pa, ++ ++ বিনুগুলি হইয়া 0 বিন্দুর ডান দিক হইতে 0 বিন্দুর নিকটবর্তী হইতে 
থাকিবে ; কিন্তু, কখনই ইহা 0 বিন্দুতে আসিবে না। 

সেইরূপ? এখানে, z—0— এর অর্থ : Р বিন্দুটি বাস্তব অক্ষ বরাবর Pa, Р», 
Pos Pl, 0 বিন্দুগুলি হইয়া 0 বিন্দুর বাম দিক হইতে O বিন্দুর নিকটবর্তী 
হইতে থাকিবে ; কিন্ত, কখনই ইহা 0 বিন্দুতে আসিবে 4117 

এবং х0 এর অর্থ P বিন্দুটি বাস্তব অক্ষ বরাবর О বিন্দুর উভয় পার্শ্ব হইতে 
O বিন্দুর নিকটবর্তী হইতে থাকিবে ; few, কখনই ইহা 0 বিন্দুতে আসিবে না। 


(B) দ্বিতীয় দৃষ্টান্ত £ 

স্বজ্ঞাত ধারণা (Intuitive Concept) 3 

চলরাঁশি mac (একটির পর একটি ) 271, ..., 2701, :-:; 2001, 
©, 20001, =, 200001, = “** মানগুলি লইয়া 2 এর নিকটবর্তী, হইতে 
থাকিলে, যদি x এর গৃহীত মান এবং 2 এর মধ্যে যে পার্থক্য, সংখ্যমানে তাহা 
যেকোন প্রদত্ত ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যার চেয়েও ক্ষুদ্রতর হইতে ক্রমশঃ ক্ষুদ্রতর হইতে 
থাকে, অর্থাৎ, 0<(х-2)<е, যেখানে « যে কোন প্রদত্ত ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যা, 


86 অন্তরকলন 


তাহা হইলে, বলা হয় যে, хл! 2 অপেক্ষক বৃহত্তর মান লইয়া জমশঃ 2 এর দিকে 
অগ্রসর হইতেছে; এবং *এইরূপ ক্ষেত্র, লেখা হইয়া থাকে £ -৯2+ ০, অথবা 


x24. 
চলরাশি x পর্য্যায়ক্রমে (একটির পর একটি ) 10, .--, 199, *** 1999, 
৮০ 19999, -«, 199993, eee মানগুলি লইয়া 2 এর নিকটবর্তী 005 


থাকিলে, যদি x এর গৃহীত মান এবং 2 এর মধ্যে যে পার্থক্য, সাংখ্যমানে 
তাহা যে কোন প্রদত্ত ধনাত্মক Үл সংখ্যার চেয়েও ক্ষুদ্রতর হইতে ক্রমশঃ тиэ 
হইতে থাকে, অর্থাৎ, 0<(2-х)<‹, যেখানে €যে কোন প্রদত্ত ধনাত্মক ক্ষুদ্র 
সংখ্যা, তাহা হইলে, বলা যায় যে, х সর্বদা 2 অপেক্ষা ক্ষুদ্রতর মান লইয়া ক্রমশঃ 2 এর 
fic অগ্রসর হইতেছে ? এবং এইরপক্ষেত্রে, লেখা হইয়া СФ: %-৯2- 0, অথবা» 


x2-. 

চলরাশি хэсч (একটির পর একটি ) 21,:-, 201, +, 2001, 
*«, 20001, =, 200001, *** = , এবং 19, +, 199, --., 1999, s 
19999, =, 199999, = = মানগুলি লইয়া 2 এর 1নকটবর্তী হইতে থাকিলে, 


যদি x এর গৃহীত মান এবং 2 এর মধ্যে যে পার্থক্য, সাংখ্যমানে তাহা যে কোন প্রদত্ত 
чи সংখ্যার চেয়েও ক্রমশঃ ক্ষুদ্রতর হইতে ক্ষুদ্রতর হইতে থাকে, অর্থাৎ, Ч 
0«|x-2|«e হয়, যেখানে e যে কোন প্রদত্ত ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যা, 
তাহা হইলে, বল! যায় যে x সর্বদা 2 অপেক্ষা বৃহত্তর 41 2 অপেক্ষা ক্ষুত্রতর মানগুলি 
লইয়া ক্রমশঃ 2 এর দিকে অগ্রসর হইতেছে; এবং তখন লেখা হইয়| থাকে £ 292, 
যাহার অর্থঃ যুগপৎ *-৯2+ এবং x2-. 


উপরোক্ত উদ্দাহরণের জ্যামিতিক প্রকাশ (Geometrical 


Interpretation) š 
Е p E A«—ER р 
x ° е 2 > 


মনে করি, X'X বাস্তব অক্ষ, যাহার উপর A বিন্দুটি 2 কে এবং P বিন্দুটি 
21155 20155 200155 20001, » বাঁ, 19,-,199,.-,1999,., 
1'9999,....*.এর যে কোনটিকে স্থচিত করে 1 

এখানে, хэ2+ এর অর্থঃ P বিন্দুটি বাস্তব অক্ষ хх বরাবর A fets 
ডানদিক হইতে A বিন্দুর নিকটবর্তী হইতে থাকিবে, কিন্তু কখনই & বিন্দুতে 
আসিবে না। : 


১১৫৪ 
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সেইরূপ, x—2 এর অর্থ : P АВ বান্ধব অক্ষ XC X বরাবর А বিন্দুর বামদিক 
হইতে А বিন্দুর নিকটবন্তী হইতে থাকিবে, কিন্তু কখনই A বিন্দুতে আসিবে না। 

x2 এর অর্থ : P বিন্দুটি বাস্তব অক্ষ X'X বরাবর A বিন্দুর দিকে উহার Зэр 
পার্শ্ব হইতে ক্রমাগত অতিশয় নিকটবর্তী হইতে থাকিবে, wes, কখনই A বিন্দুতে 
আসিবে না। 

(С) সাধারণ ধারণা (General Concept) 2 

মনে করি, a একটি নির্দিষ্ট বাস্তব রাশি। চলরাশি x cma ЖГ 
মান লইয়া ক্রমশঃ а এর নিকটবর্তী হইতে থাকিলে, uf x এর যে কোন 075 মান 
এবং а এর মধো যে পার্থক্য, সাংখামানে তাহা যে কোন প্রদত্ত ধনাত্মক wz সংখ্যার 
চেয়েও ক্রমশঃ фи হইতে ক্ষুজতর হইতে থাকে, অর্থাৎ, 0< | 4-9 | <e 
যেখানে ca কোন প্রঃত্ত ধনাত্মক ক্ষুত্র সংখ্যা, তাহা হইলে» তখন লেখা যাইবে $ 
x—a+ 0, অথবা, x—>a +. 

আবার চলরাশি x সর্বদা a অপেক্ষা ক্ষুত্রতর মান লইয়া ক্রমশঃ a এর নিকটবর্তী 
হইতে থাকিলে, xf x এর যে কোন গৃহীত মান এবং a এর মধ্যে যে পার্থক্য 
সাংখ্যমানে তাহা যেকোন প্রদত্ত ধনাত্মক wz সংখ্যার চেয়েও ক্রমশঃ тя হইতে 
тиз হইতে থাকে» অর্থাৎ 0< | т-а | «e যেখানে e যে কোন Фе ধনাত্মক 
ক্ষুদ্র সংখ্যা, তাহা হইলে, তথন লেখা! হইবে r—a-0, অথবা z—>a-. 

অপিচ, চলরাশি x সর্বদ! এ অপেক্ষা বৃহত্বর বা ক্ষুদ্রতর মান লইয়া ক্রমশঃ এ এর 
নিকটবর্তী হইতে থাকিলে, xf x এর যে কোন গৃহীত মান এবং এ এর ҸО, CY 
পার্থক্য, সাংখামানে তাহা যে কোন প্রদত্ত ধনাত্মক ক্ষুদ্র বান্তব রাশি অপেক্ষা ant 
"ERU হইতে ক্ষুদ্রতর হইতে থাকে, অর্থাৎ, 0< | x—a | «e যেখানে € যে কোন 
аха ধনাত্মক ক্ষুদ্র বাস্তব রাশি, ( তাহা যতই ছোট হউক ন! কেন), তাহা হইলে, 
তখন লেখা হইবে £ xa. | 

উপরোক্তের জ্যামিতিক প্রকাশ (Geometrical Interpretation) i — 

বা অহা: p Ln 
е 1-12 l7 EE 

মনে করি, X'X বাস্তব অক্ষের উপর А বিন্দুটি а কে এবং এ অক্ষের উপর 
Р বিন্দুটি x কে সুচিত করে। хэа+ এর অর্থ: P বিন্দুটি X'x বরাবর 4 бяд 
ডান দিক হইতে A বিন্দুর ক্রমশঃ নিকটবর্তী হইতে থাকিবে, কিন্তু, কখনই А বিন্দুতে 
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আসিবে 911 тэа- এর অর্থঃ P fed ХХ বরাবর А বিন্দুর বাম দিক 
হইতে А বিন্দুর নিকটবর্তী হইতে থাকিবে, কিন্তু, কখনই A বিন্দুতে আসিবে না। 
хэа অর্থ £ P বিন্দুটি বাস্তব অক্ষ XX বরাবর А fen দিকে উহার 
উভয় পার্শ্ব হইতে ক্রমশ: অতিশয় নিকটবর্তী হইতে থাকিবে, অথচ, কখনই উহা! A 
বিন্দুতে আসিবে না। 
5-2. অপেক্ষকের яаг মান (Limiting Value of a Function) : 
[а] "M fx) qh Ка-о) এর অর্থ £ 


মনে করি, f(x) একটি একমানবিশিষ্ট < এর অপেক্ষক, x € R, এবং এ একটি 
নির্দিষ্ট বাস্তব রাশি। 

চলরাশি 2 সর্বদা а অপেক্ষা বৃহত্তর মান লইয়া ক্রমশঃ а এর নিকটবর্তী হইতে 
থাকিলে, "afit А) এর অনুরূপ মানগুলি থাকে এবং সেইগুলি ক্রমশ: একটি নির্দিষ্ট 
appel, এর অতিশয় নিকটবর্তী হইতে থাকে, অথবা সর্বদা L হয়, অর্থাৎ, যখন 
хәа+, Қа) এর গৃহীত মান ও 15 এর মধ্যে а পার্থক্য, সাংখ্যমানে তাহ! যে 
কোন প্রদত্ত ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যার চেয়েও ক্ষুত্রতর হইতে ক্রমশঃ ক্ষুদ্রতর হইতে থাকে, 
তাহা হইলে, বল! হইবে যে, х) এর সীমান্থ মান 1,, যখন xac ; এবং 
তখন ইহাকে সংক্ষেপে লেখা হইয়া! থাকে : 

Lt f(x)-L, অথবা, f(a+0)=1,. 
ma + 

818: 0) মনে করি, fGO=2x+1 এবং хә3+. 
. তাহা হইলে, £এর মান 31, ..., 301, :.-, 3001, ..., 3'0001, ---, 
3:00001, --. হইলে, f(x) এর অনুরূপ মানগুলি হইবে : | 

72, --:, 102, ---, 7:002, ---, 10002, --:, 700002, :.. 

সুতরাং, এখানে দেখা যাইতেছে যে, /(Х)-7, যখন +-৯3+, ® হইলে, 
এখানে Дх) এর সীমাস্থ মান 7, যখন x3-c, অর্থাৎ Lt f()—7, 
বা, f(340)27. T 

Gi) মনে করি, f(x) 25, এবং хә3+. 

তাহা হইলে, zo মান 31, -- 301, 4,3001, 30001, =» 
300001, =, হইলে, f(x) এর অনুরূপ মানগুলি সর্বদ! 5 হইবে। সুতরাং, এখানে 
f(x) এর সীমাস্থ মান 5, যখন +-৯3+, অর্থাৎ, Lr f(z) - 5, বা, f(33-0)—5. 
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Gi) মনে করি, f(x)- /2-x এবং хә2+. 

তাহা হইলে, «এর মান 271, ::-, 201, +, 2001, +, 20001, 
2 00001, ..., হইলে, f(x) এর অঙ্গুরূপ মানগুলি বাস্তব নহে) অর্থাৎ f(x) এর মান 
থাকে না। সুতরাং, এইরপক্ষেত্রে, Eu £(%), বা, f(2--0) থাকে al 1 


(b) Lt f(x) বা, f(a—o)«s অর্থঃ 
æra- 


মনে করি, f(x) একটি একমানবিশিষ্ট z এর অপেক্ষক, x€ R, এবং а একটি 
নির্দিষ্ট বাস্তব রাশি। 

চলরাশি সর্বদা a অপেক্ষা কষুদ্রতর মান লইয়া ক্রমশঃ ৫ এর নিকটবর্তী হইতে 
থাকিলে, যদি f(x) এর жушт মানগুলি থাকে এবং সেইগুলি ক্রমশঃ একটি fafie 
গ্রুবক 15 এর অতিশয় নিকটবর্তী হইতে থাকে, অথবা; সর্বদা D. হয়, অর্থাৎ, যখন 
ж>а—, Ка) এর গৃহীত মান ও 15 এর মধ্যে যে পার্থক্য, সাংখ্যঘানে তাহা যে কোন 
প্রদত্ত ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যার চেয়েও ক্ষু্রতর হইতে ক্রমশঃ ক্ষুদ্রতর হইতে থাকে, তাহা 
হইলে, বলা হইবে বে, Кк) এর ЯАЖ মান 1% যখন xac; এবং তখন 
ইহাকে সংক্ষেপে লেখা হইবে £ 

Lt f(x)-l, অথবা, Ка-о)-1. 
vra- 


দৃষ্টান্ত £ G) মনে করি, f) =2х+1, এবং x73-. 

তাহা হইলে, x এর মানগুলি 29,--299,-,20090,..., 209999,., হইলে, 
f(x) এর অনুরূপ মানগুলি হইবে £ 068,7, 698,7 6998৮569998)", 

স্থতরাং, এখানে দেখা যাইতেছে যে, Дк) 7, যখন z—>3—. তাহা হইলে, 
এখানে fü) এর সীমাস্থ মান 7, যখন x3- ; অর্থাৎ, E _fa)=7, 
বা, f(3-0)-7. 

Gi) মনে করি, Кх) =5 এবং x73-. 

তাহা হইলে, & এর মান 29,-, 299,» 2999,, 2:0999,«, হইলে, 
f(x) এর অনুরূপ মানগুলি সদা 5 হইবে। সুতরাং, এখানে f(x) এর সীমাস্থ মান 
5, যখন x—3— ॥ অর্থাৎ 14 d f() = 5, বা, 13-0) =5. 
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Gi) মনে করি, (х) = Jx—3 এবং х-3-. 
তাহা হইলে x এর মান 2 9..., 25০১...» 2990,-, 2-9999,***হইলে, f(x) 
এর মান থাকে না। সুতরাং, এইরূপ ক্ষেত্রে, Lt f(x); বা, (3-0) থাকে «t 1 
? $ 293 ~ 
(с) Lt (x)=! এর অর্থঃ 
4 za 


মনে করি, f(x) একটি একমানবি х এর অপেক্ষক, z€ R, এবং а একটি: 
নির্দিষ্ট বাস্তব রাশি। চলরাশি x সর্বদা a অপেক্ষা বৃহত্তর বা কষুদ্রতর মান লইয়া 
ক্রমশঃ a এর নিকটবর্তী হইতে থাকিলে, যদি f(x) এর অনুরূপ মানগুলি থাকে এবং 
সেইগুলি ক্রমশঃ একটি নির্দিষ্ট ара 1 এর অতিশয় নিকটবর্তী হইতে থাকে, অথবা” 
সর্বদা 1 হয় ; অর্থাৎ, যখন ха, flx এর গৃহীত মান ও D এর মধ্যে যে পার্থক্য, 
নাংখ্যমানে তাহা যে কোন প্রদত্ত ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যার চেয়েও ক্ষুদ্রতর হইতে ক্রমশঃ 
qq হইতে থাকে, তাহা হইলে, বল! হইবে যে, f(x) এর মীমাস্থ মান 1, যখন 
ка’ ; এবং তখন ইহাকে সংক্ষেপে লেখা হইয়া থাকে £ Lt х) =1. 


বিশেষ দ্রষ্টব্য : 
G) L fa)=l এবং Lt f(a)=1, অর্থাৎ, f(a-+০0)=! এবং f(a o) 7 1 
m+ 2-а- 
ча হইবে, যেখানে 1 একটি নির্দিষ্ট বাস্তব রাশি, তখন Lt f(x) থাকিবে এবং 
L fel bin 


Gi) f(a+o) এবং (৫-0) সমান না হইলে, অথবা, উহাদের যে কোনটি না 
থাকিলে Le f(x) থাকিবে না। 


Gii) It, Қа) এর মান নির্ণয়, Қа) এর মান আছে কিনা তাহার উপর নির্ভর 
করে না। অনেক ক্ষেত্রে দেখা যাইবে L: fix) আছে অথচ Қа) অনিৰ্ণের, অথবা 
Қа) আছে, কিন্তু Lt 1৯৮64). 

za 


Gv) সংক্ষেপে flato) এবং f(a— o) কে যথাক্রমে f(a--) এবং f(a 7) রূপে 
লেখা যাইতে পারে। 


LIMITING VALUES 9r 


দৃষ্টান্ত (0) মনে করি, f(x) = x*, এবং x2. 

এখন, x24 হইলে, অর্থাৎ, x এর মান:-'» 21১ 201, 2:001, ---, 
2:001, ... ** হইলে, f(x) এর eum" মানগুলি হইবে 2১১44], 
40401,-, 4024001,-,  400040C01,--- -- 
"Rex, 1(24+0)= 4, অর্থাৎ f(x) 4, যখন x20. 

আবার, 22 হইলে, অর্থাৎ, x এর মান os, 19,57, 199) 1999,..., 
19999,.-. == হইলে, f(x) এর অনুরূপ মানগুলি Wa: 0,3650 
39601,-., 3996001,--, 3'99960001,-- ---. 
обе, f. 2—0)= 4, অৰ্থাৎ f(x) А 2-2-0. 
‚ সুতরাং, এখানে, Қа) 4, যখন x2 ; অর্থাৎ, Lt (х)=4. 


দ্রষ্টব্য ঃ এখানে, 0) = 4; সুতরাং f) আছে এবং 72 f()-f2)- 4 


উক্ত উদাহরণটিকে জ্যামিতিক চিত্রে প্রকাশ 2 

y2x* এর লেখচিত্র BOA 
чараа! (অধিবৃত); Ре Q উহার 
উপরে অবস্থিত, যেখানে ON-2, 
PN=4; OL-x, QL=y, Ч, 
Ро). хөвж বরাবর L (848 
N এর নিকটবর্তী হইতে থাকিলে 
অর্থাৎ, 772 হইলে, বক্ররেখা! বরাবর 
Q বিন্দু P এর নিকটবর্তী হইতে 
থাকে; এবং তখন, QL-PN, 
অর্থাৎ, у?4, বা, f(x) 4. 

দৃষ্টান্ত £ (2) মনে করি, f()ex', যখন x71; এবং Қх)=1, 
যখন х<1; и fo) m f Р 


x14 হইলে, অর্থাৎ, х এর মান'''ঃ 11,:, 01, 1001,» 
10001," হইলে, f(x) এর ya" মানগুলি হইবে : 


স্পষ্টত:ই, 1()-৯], যখন хэ1+, অর্থাৎ, К1+0)=1. 
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х-1-0 হইলে, অর্থাৎ x এর XT, 9, 1,99, .. 999, ©, *9999,... 
*“হইলে, Қа) এর মান সকল. ক্ষেত্রে 1. weh 1(%)= 1, যখন хэ1-0, 
অর্থাৎ, /1-0)-1. 
স্থতরাং, এখানে f(x) এর শীমাস্থ মান 1, 344 х1; অর্থাৎ, Lt f(x) 1. 
а. 


দ্রষ্টব্য ?ঃ এখানে (1)=1, অর্থাৎ, 71) আছে এবং „и Қд=К)=1. 


উক্ত উদাহরণটিকে জ্যামিতিক চিত্রে প্রকাশ š 

y=f(x) এর লেখচিত্রের উপর 
P e Q чч; ОМ-РМ-1, 
OL-x; QL-f(x) (=y) x 
অক্ষ বরাবর L বিন্দু? এর নিকটবর্তী 
হইতে থাকিলে, অর্থাৎ, £৯1 হইলে, 
QL এর মান 1, 31,1 এর নিকটবর্তী 
হইতে থাকে; অর্থাৎ f(z:)-1, 
যখন x1. 


দৃষ্টান্ত ঃ (3). মনে করি, fa)- এবং x0. 


এখানে, x-0 ভিন্ন x এর অপর সকল মানের 89 :7)-1. wes, 
f(0+0)=f(0-0)=1; অর্থাৎ, Lt 70)-1. 


দ্রষ্টব্য ঃ অপিচ, (0) =8, যাহা «fact i কিন্তু, L fo আছে এবং তাহা 1, 


উক্ত উদ্দাহরণটিকে জ্যামি- 
fos চিত্রে প্রকাশ š 

y=f@) এর লেখচিত্র 
%=0 তে বিচ্ছিন্ন। উহা দুইটি 
সরলরেখা দ্বারা গঠিত যাহা 
প্রথম ও দ্বিতীয় পাদে অবস্থিত ; 
এবং এক একক দূরে £-অক্ষের 
সমান্তরাল 1 

A(0, 1) бяр লেখচিত্রের উপর অবস্থিত নহে। Р АВ! стб উপর 


—— 
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অবস্থিত, ON 72; PN = (=) (= у). এ-অক্ষ বরাবর N বিন্দু মূলবিন্দু O এর, 
নিকটবর্তী হইতে থাকিলে, P বিন্দু A এর নিকটবর্তী হইতে থাকে | 


er Lfo- 12 


gte: (4). মনে করি, £(*)=2 যখন x>0 ; Қи) х" যখন x0; 
0) =1; এবং хэ, 

x এর সকল ধনাত্মক মানের =з f(=2 বলিয়া, /(0+0)=2; 
অর্থাৎ Lt f(a)=2. 

z>0+ Y 

z—>0— হইলে, অর্থাৎ, এর মান."', — 01, ১:., -001,--, -0001, 
көө হইলে, f(x) এর অনুরূপ মানগুলি হইবে ..., 0:01, +, 00001, ..., 
0*000001, ---. 

স্পষ্টতাই, /(0—0)—0 ; অর্থাৎ Lt f(a)=0. rest, (0+0)74(0 - 0). 


তাহা হইলে Le fia) থাকছে না। 


দ্রষ্টব্য £ আবার, দেওয়া আছে : f(0) =1. এখানে, স্থতরাং f(0) আছে ; অথচ, 
1070 quem i 


উক্ত উদাহরণটিকে জ্যামিতিক চিত্রে প্রকাশ : 

у=) এর লেখচিত্র 
х=0 এতে বিচ্ছিন্ন। C বিন্দুর 
স্থানাঙ্ক (0, 2). P বিন্দু লেখ- ^ 
চিত্রের উপর অবস্থিত, ON = x, = 
PN-f() (y. хоч 
বরাবর N fe মূলবিন্দু 0 এর 
নিকটবর্তী হইতে থাকিলে, | 
PN এর মান 2বা,0 (শুন্য) X —N 


МестИ x 
এর নিকটবর্তী হয়) অর্থাৎ, . ? 


(0+0)=2 এবং (0- 0)=0.. কিন্ত, £(0)=1. 


94 অন্তরকলন 
দৃষ্টান্ত :(5) মনে করি, fG)-1-Vx-2 এবং x32. 


х-24 হইলে, অর্থাৎ, х এর TA, 201, ---, 20001, ---, 2000001, 
өөө হইলে, 14) এর অনুরূপ মানগুলি হইবে £ *** 11, 5,101, c 


স্পষ্টতই, f(2--0)91; অর্থাৎ, Lt f(x)=1. 
292+ 


কিন্ত, хэ2- হইলে, অর্থাৎ, х এর মান еэ, 199, 5, 19999, ..., 
1999999, ***** হইলে, 2-2 এর অনুরূপ মানগুলি বাস্তব নহে। স্বতরাং, 
তখন f(x) এর wat মানগুলি থাকে না। সুতরাং, এখানে (2-0), অর্থাৎ, 
242-709 থাকছে না। 


অতএব, এইরূপ ক্ষেত্রে, и, f(x) tqq না। 
দ্রষ্টব্যঃ এখানে, £(2)=1; অর্থাৎ (2) আছে, অথচ L fo থাক্‌ছে না। 


উক্ত উদ্নাহরণটিকে জ্যামিতিক চিত্রে প্রকাশ : 

y=f(x) এর লেখচিত্র AB 
বক্ররেখা। хэд এর মধ্যে 
чад! আছে; কিন্তু, x«2 
হইলে, কোনও amfa নাই। 
fia ` OL=2, . AL=1; 
ON-2x, PN-; NL 
হইলে, PN>AL; we 
хэ2+ হইলে, f)1; 
অর্থাৎ, £(2+0)=1, 

5-3. সীমাস্থ মান নির্ণয়ে (৯ е) পদ্ধতিঃ 

(а) মনে *f,f(x)-2x43, এবং x2. 

তাহা হইলে, x এর মান e, 201, --:,2 001, «+, 20001, ...১ - হইলে, 
f(x) «n অনুরূপ মানগুলি হইবে 15,702, -+ 7002, ..., 70002, ---, ---. 


x LIMITING VALUES 60 


| আবার, x এর মান 6,199, ..., 1999, ..., 1:9999, .... - হইলে, f(x) 
| “এর অনুরূপ মান SEQQ: e, 698,7, 6:998,-«, 69938, ty tnm 
স্মতরাং, স্পষ্টতঃই f(x)7, যখন x22; অর্থাৎ ; Le f(x)=7, 

а: 


এখন, . 1102)-7 15 (8%2) 
= |(2x+3)-7 | =2 | <—2 | ` 
মনে করি, € যে কোন ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্য! ; তাহ! হইলে, 
| 9-7 | «e, যখন 02 | x-2 | «e, 
অর্থাৎ, 0«|x-2| <5 


wed | (2)-7 | 0:01, যখন 0< | х-2| «0005; 
| fa)—7 | «0001, যখন 0< | x-2| «00:05; 
| 47-27 | «:0:0004, যখন 0< | x—2 | <0`0002; 857 | 


তাহা হইলে, |1)-7 | <০ যখন 0< | x—2 ] <5; যেখানে ওঠ" 


(b) মনে করি, f(x)-x* এবং x90. 
এখানে, x এর মান ***৯ ০01১ 9, 001, =", 0'001,..:. হইলে, f(z) এর 
"অনুরূপ মান £ ***৯ 0:01»: ৯ 00001, 0'000001,**-*** 
এবং Dea মান 701, ...» _001, s _0001,** হইলে, f(x) এর অনুরূপ 
মান £ঃ +e, 0:01, ** 01000], ++, 0000001, **-. 
এখানে, RER, f(x)90, যখন x0; অর্থাৎ, 3 f(x) 20. 
এখন, | #)-01, (x0) 
= |x*—0| 7121%, 
মনে করি, « যেকোন ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যা। 
**110)-0 | <e, যখন ০1416 
অর্থাৎ, 0< | 2-0 | < Je 
westt, | (*)-0 | «001, যখন 0«|х-0|«01, 
|fx)-0]| 40001, যখন 0< |%-0 | <001; 
|fe)—-0 | <0'000004, যখন 0< | х-0 | «0002, 
ইত্যাদি । 
ভাহা হইলে, [/()-0 | <, যখন 0< | 2-0 | <5, যেখানে 8. Ve, 


КЛИ с. 7 শা. 
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অংজ্ঞাঃ মনে করি» f(x) একটি একমানবিশিষ্ট এর অপেক্ষক» xe R, এবং 
xa বিন্দুর সাপেক্ষে 1) এর মান নির্ণেয় এবং সসীম ; few, Ка) থাকিতে পারে, 
অথবা, নাও থাকিতে পারে, যেখানে асе নির্দিষ্ট সমীম সংখ্যা 1 

এখন, যে কোন প্রদত্ত "p ধনাত্মক সংখ্যা e এর জন্তু ঘি কোন ধনাত্মক সংখ্যা 5 
পাওয়া যায়, যেখানে ৪ টি € এর উপর নির্ভরশীল ; এবং afit একটি ТИЙ সসীম সংখ্যা 
| থাকে, যাহাতে 1700-1| «6, যখন 0« | x—a | <š, তাহা হইলে» বল! 
হইবে: ৫-৭ হইলে, Қа) এর সীমান্থমান 1. অর্থাৎ L f= 


qs: а). (5,6) পদ্ধতিতে দেখাও যে, 
š 22 :(х-3)-5, 


এখানে, My 1-5: ыг 

মনে করি, « যে কোন প্রদত্ত ধনাত্মক ক্ষুদ্র sel 1 

এখন, 1099751৯৮৮4): а 
-1(х-3)-5|-2|х-4|, 


e| 0) 531 «e যখন; 0 | ГЭЭРЛЛЛТО! jm 
SUB 410-5; অর্ধ, 14 1০535. ন্‌ 
qiia: 22 @ д নিয়ে দেখাও O Et at S4, - 


মনে করি, € Qt কোন EIS UL Г 
যখন x2, তখন x-F2«5, Ux 
এখন, |x*-4 | ; (x22), 

= |z+2 | |х-2| » (x2), 

«5|x-2 |, (x22)! 
r I —4 | «e, যখন, 0< | x-2 3 <5, যেখানে, 8:56|5, 
১০০ Ке 


» o к 4 Р хЇ=4 | 
দৃষ্টান্ত £ (3). (6, ০)-নিয়মে দেখাও a, PER 4. 
মনে করি, € যে কোন anra ধনাত্মক ক্ষুত্র সংখ্য! । 
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[£4] еэ» 


= | (2+2)-415 (2 27452, কারণ, x2) 
= |х—2]|. 
К [£z —4 


т-2 


-a| «e, যখন, 0< | z—2 | «e 


145:::5.24 
৮9 x—2 а 


*. মৌলিক উপপাগ্ভসমুহ (Fundamental Theorems) € 
Ж) lim f(x) - 1 এবং lim 0) = m হইলে, 


যেখানে АЕ; ачылышы 
(1) lim (f(x) --é(x))- lim f(x)--lim 4(5)-14:ш, 
৮১৯০ go mG 


(2) lim í£(x) -$(x)) lim f(x) -lim ф(х) =1- т ; 
æra ma ০৯৮ 

(3). lim (х) x 401 lim f(x) x lim 4(x) = Im ; 
ra ০৮৯৫ 2-»0. 

(4) lim (х)/д(х)}= lim Куа, 4(х) = l/m, (m0). 
туа 

аў: Lt Tilt Gu 1/m, бал 0), 

m 


id ) 
«| ইহাদের প্রমাণ “155514 p dte বলিয়। এখানে তাহা rex] হইল না 


দৃষ্টান্ত ঃ (%)=* এবং $(%)=2% হইলে, 
স্পষ্টতঃই, ын fto" lim 2৯০54) এবং! lim Фа) = -lim (22) E4. 


(1) lim (x* --2x) = іп x*-Flim 2x 44-478; 
৮72 22 22 

(2) lim (x* – 2х) = lim x* -lim 2x24—4-—0; 
232 22 2332 

(3) lim (x* x 2х) = lim х x lim 2x—4x4- 16; 
m2 232 2732 


(4) lim (x*/2x)2lim x*/lim (2х)= 4/4— 1. 
22 ৮৯2 


мй 
98 অন্তরকলন 
(B) зєн (x) 21 এবং DR PESE হয়, যেখানে y = (x) 
এবং =, ЕО) নির্দিষ্ট অসীম বাস্তব রাশি, তাহা হইলে, Lt F IG 
থাকিবে, এবং তখন Le F i$) - F M Фу} = FQ). 
*[ ইহার প্রমাণ পাঠ্যন্থগীর 41855 বলিয়া এখানে দেওয়া হইল না। ] 
দৃষ্টান্ত 1. মনে করি, $()-3৮+2) 714৫) loge (3x42). 
এখন, Lt 4х)-12 (3х42)-3х2-42-8, 
232 z-rà 
Lt logs y=log, 8 ; у= ф(х) -3x 2. 
৪ 


*. Lt log, (8x 2)-logs {Lt (3x4-2)) 
£2 2+2 
= 105, 8= 3 105,2. 

দৃষ্টান্ত 2. Lt cos(x*--2x—-3)- cos (Lt. (x* +2х-3)} 

৯1 2-1 

= cos (1* -2.1—3)- cos 0-1. 
, ІА (z* 432 1) 

দৃষ্টান্ত 3. Lt ex" +35+1 e+) =0%0 e, 

230 
দৃষ্টান্ত 4. lim*/x* 2x87 Vlim (х*+2х+8) 

০73 ж»? 


= 4+ 44-87 3/16 ^ 23/2. 


দ্রষ্টব্যঃ () Lt es=e%; Gü) Lt log x=log a, (а>0); 
za е а-а 
Gi) Lt sinx-sin«; (іу) Lt cos x-cos <, 
шлан AS ১4৮ ০7 У, 
[C]* x-a এর জামীপ্যে, সম্ভবতঃ х=а ভিন্ন, x এর অপর 
জকল মানের জন্য ф(х)<{(х)<у(х) এবং Lt 400-1, Lt y(x)=1 


হইলে, Lt fG)-1 হইবে, যেখানে а, 1 নির্দিষ্ট সসীম বাস্তব রাশি। 
e[ ইহার প্রমাণ পাঠ্যহুচীর বহিভূ'ত বলিয়া! এখানে উহা দেওয়া হইল না।] 
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gre: фх=х*+5; Д) 2:35; (2)= 3x35 হইলে, х=0 
এর সামীপ্যে, $(%)<(%)<y(x), (৮৯০). 


এবং Lt q(2)=Lt (x*+5) 
290 ৮৯9 
=Lt х*+14 5204525; 
£0 ৮৯০ 
Lt =Lt (3x* 
Lt yo) x x* +5) 
=14 (3х')+4 5204525; 
c0 2+0 
Lt f()-Lt (2x* 
০5 il 22 
= Lt (2х5) -14 5=0+5 =5, 
20 2+0 


[B] х-ас সামীপ্যে সম্ভবতঃ x=a ভিন্ন, এর অপর সকল 
যানের জন্য f(x) «g(x) হইলে, Lt f(x) «Lt кб) হুইবে। 
e[ ইহার প্রমাণ পাঠ্যস্থচীর বহিভূ্তি বলিয়া এখানে উহা! দেওয়া হইল না। ] 
দৃষ্টান্ত 1. ধরি, f(x)-x'43; g(x)-2x'43. 
এখানে, £-0 এর সামীপ্যে, fo)«2:x), (x70) ; 
এবং Lt feao)= Lt (৮৭43) 
৮৯০ ০৯০ 
=Lt х? +14 3204323; 
20 290 
Lt (х) = Lt (2x* +3) 
৫৯0 ৮৯০ 
-14 (2x°)+Lt. 3204-3—3. 
2-0 тэ0 
স্থৃতরাং, এখানে, Lt f(x)-Lt glz). 
2-0 0 
দৃষ্টান্ত 2. ধর, f(x) -x'43; ৪০) ০2৯45. 
এখানে, х= 0 এর সামীপ্যে, Д(х)<д(х); 
এবং Lt f()-Lt (x*43)23; 
৮৯০ z0 


Lt g(x)-Lt (2z*+5)=5, 
т-+0 273 


TENG এখানে, 74 ০474 gla). «v 
z0 250 


dm = o 


100 অন্তরকলন 

5-5, lim P(x)- ৮০) 

ea 

যেখানে, Р(х) একটি বহুপদ অপেক্ষক 1 

মনে করি, Кд=х এবং хэ. 

এখানে স্পষ্টতই, Ка40)-а, 14-0)- f(a)—-a. 

ew, lim f(x)2a; অর্থাৎ, lim x-a 

cx суа 

এখন, মনে করি, $(%)=2", যেখানে п= 8 ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা ॥ 
তাহা হইলে, | 

lim ф(х) = Ша x"=lm (хэхэ সংখ্যক উৎপাদক) 

vya wra ৮৯০ 


-lim xxlim xx ееп সংখ্যক উতৎপাঁদক 


та 2৯৫ 

=ахахах ****:% সংখ্যক উৎপাদক - 

=a" =q(a). 
ধরা যাক, P(x)—-agx"-aix" 14-88 +an-iz+as যেখানে ao 23৮ 
ултэнбагл» аһ নির্দিষ্ট ধ্রুবক এবং ne নির্দিষ্ট ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা । তাহা হইলে, 
sA 2০ (aox" +a anl tani + an) 


=lim aox" lim a,x"! 4-*«--4-lim as-iz+lim an 
va 28 ০৯৫ 2-0 


7 аоа" a a^ ++ Hania an 


= P(a). 
দৃষ্টান্ত G) Lt (843-2)-21-43х2-2-8, 
2» 


Gi) Lt (2x* -2x-1) 22x (-3)* -2x (-3)-1- 25. 
2৯-3 


বিশেষ Gs: G) к х=0; 


Gi) Lt х0, -% (sc জাতৰ nón) 


LIMITING VALUES 101 


: 56. Lt хаа =na"-1, 
сэв ФЕ 


যেখানে п= 9 কোন মূলদ эл | 
G) ॥= ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা হইলে, 
Le 9 » (ха) 


ga Xa 
=Lt (75 a" ata at Ба"), পদসংখ্যা =n 
Lad] 


| 7 "71 -a"79.a +a sab... Бал 
| na?^!, 


Gi) %-খণাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা হইলে, মনে করি, n=-m; wh) হইলে 
m= ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা । তখন, 


oa XTA pra Х—@ 


à 


= mas rfa AS р PN 
2০ a" x Sr] Ef “8 
1% | 
1.1 га hu: 1 t 
£ 15 xLt 
কলি উজ 
| 1 3 * 20-40 f 
= — хта" ХА "E চি, 
a “ы? of x y 
| z(—m):a77! = na^7!, WI 
| G) ॥- মদ সংখ্যা toc oo eri кот এবং? ধনাত্মক ৰা 
fs 
| খণাত্মক পূর্ণসংখ্যা। 


ধরা যাক্‌, 527 (বাস্তব) এবং ৫৪০৮ (arm)! তাহা হইলে хэй 
এবং а= ) সুতরাং, yb যখন xa. 


E^ ESE х-и) 


5-1. (e Lt 25-21. 
c0 x 


আমরা জানি (একাদশ শ্রেণীর বীজগণিতে woe উপাপাগ্ভের একটি চলনসই 
প্রমাণ দেওয়। হইয়াছে ) x এর সকল বাস্তব মানের জন্য, 


৪৮৯11 tr LEE. “буе, 
HE rot 
স্থতরাং, 0<х<1 হইলে» এখান হইতে পাই, 
e 
-ї+&+ + © ১০6০ ০০ 
41441 09 4.7 m 
2 2*'925 
09 0А 
1=х/2 2-х 
«1..2, (04), 
х 2-х 


С б-1-15, х» (C<x<1). 


7 e ইহার পরিশুদ্ধ ( rigorous ) প্রমাণ “11577914 বহি ত। 
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স্থৃতরাং, বলা যাইতে পারে যে, 


[22-1 |< 
х 
যেখানে eG কোন প্রদত্ত ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যা এবং 0<x—0<e. 
5 on € 
৪-৮0+ X 
mo ষ্ঠ 
এখন, Lt 1 р €*-1l в-х) 


ё»0- X 49086277 


é-ly pn^ 0181], 
t et 


5-7. (b) из Іов 1+ х)=1. 


nue а. 
| যাক, 101+) 7 z ; 


z=e'—1; এবং, 2—20, যখন x0. 
2 


1 À 
সী 2-1 
51.5 12 
1/ n 2৮471, 


জব্যঃ 1, Le (1 цал Ku 


Lt 1 log(1+x)= 1. 
৮-৮0% 


Er 
| зз: আমরা জানি, 
1401042৯717 
NS E tajeb ~ L (+ x=. ] 
А Aw 
দ্রষ্টব্য £ 2. t. (+) -e. 


09:3 и 21 a logea, ৫৯০) 


— 


12 


{sal 
x 


| ইঞ্জিতঃ L 


০৯০৪ 


= Lt 
৮৯০ 


অন্তরকলন 


Lu ezloga—] 
сэр х 


шэн Xlogea, (y=x loga) 


=1xloga = logs a. | 


দৃষ্টান্ত 1. 


দৃষ্টান্ত 2. 


2+0 


দৃষ্টান্ত 3. и: 


Lt logs 2а), 


» »-2x 
y30 


-2хи €-1.241-2, 
৯০ Y 
2x loga(1+2x) . y=2x 
230 (2x) К, 
-ахїц 19£017+5)-2৯] ৮2. 
y30 > 


দৃষ্টান্ত 4. Is Q-t29Men Ie 014991 Pi TS E: 


мах 4 
x 


*5-8. ын 


Ie 
T 


АОВ বৃত্তকলার ক্ষেত্রফল = 


a একক ব্যাসার্ধ-বিশিষ্ট একটি qu অঙ্কন করি, 
যাহার কেন্দ্র O | মনে করি, ZAOB-z 
রেডিয়ান্‌, (О<х<л/2); যেখানে А এবং В 
বৃত্তের উপর অবস্থিত | এখন এই বৃত্তের А বিন্দুতে 
АТ = অঙ্কন করি। তাহা হইলে, 
ФОАТ =90°. মনে করি, বর্ধিত OB, AT কে 
C বিন্দুতে ছেদ করে। АВ জ্যা অঙ্কন করি। 

এখন, AAOB- 10A. OB. sin x 

= фа". sin x. 
па? 


= 24. 
2g < dei 


এবং AAOC=71 OA. АС={а* tan х, 


* ইহার প্রমাণ 91071511 বহির্ভূত ! 


LIMITING VALUES 


স্প্টতঃই, /১013-বৃত্তকল! AOB< AAOC ; 
বা, іа? sin x ja?x« ja? tan x, 
sin x<x< tan x, (0x 7/2). 


. х 
DD let <зес х, (0<х<л/2). 


1১9 ৯] = COS X, (0 z«12)- 

x sec x 
এখন, Lt (cos x) 21. 
20+ 

i sin x Lt - 

1 L >L ( £ Pai (cos z) L 
u ($25). 
০১205 


অপিচ, ৫০ হইলে, মনে করি, x--»; ৯৯০, 


কখন s ps) 


үй (55^ 21, (0 হইতে। 
л ০ 5)-1, (2 রেডিয়ানে প্রকাশিত )। 


1. u roo  sin2x 5.1.2, 
290 Ж (2220 (2x) 


"el 7 
2524 шыў. 
гэ0 X ০৯০ X 0 


Lt 1-сов2х _Lt 2sin?x 
9183. 130 ৮7৮৯০ ৪ 


зай бах Ri чрх1х1=2. 
mag: 1. дд авж 
——À 


sin x Lt sin Х.1х141. 


105 


а) 


(2) 
(3) 


(4) 


106 অন্তরকলন 


fys: АСЕ Lt o [RE чес 2} | | 


Mox, Lorren 


WEG: 2 Lt sin x=0. 
০৯০ 
এখানে, | зіп ৮01 = 15041] «1413 
বা, [sn x-0| <ç, যখন 0< | 2-0 | <e. 
+ Lt sin z-0. 
৮৯০ 5 
RT: 3 Lt sin x= sin < 
e — - 
| sin z-sin «| =2 | cos | | sin 55 | 
AE 
<21 | sn 574 | «ра. 
| sin x—sin < | <e, যখন 0< | x-z | <€, 
.. Lt sin z=sin <. 
০৯৭ 


WT: 4 Lt cos x= cos «<. 
тэх 


জীমান্ছ মান নির্ণয়ে Cauchy's principle š 
মনে করি, f(x) একটি একমানবিশিষ্ট x এর অপেক্ষক এবং х=а বিন্দুর 
সামীপ্যে, সম্ভবতঃ х=а বাদে, = এর অপর সকল মানের 89 f(x) facfa 
এবং 5m | 
এখন, যে কোন প্রদত্ত ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যা « এরপরিপ্রেক্ষিতে একটি ধনাত্মক pr 
সংখ্যা à নির্ণয় করা সম্ভব হইলে,যাহাতে | /(х„)—/(х,) | << হয়, যেখানে z, এবং 
жа, X এর যে কোন ছুইটি মান এবং 0< | ху-а | <৪ এবং 0< | x —a | «ь | 
তাহ! হইলে, Lt f(x) থাকিবে; এবং বিপরীতক্রমে। 
=a 


*[ ইহার প্রমাণ পাঠ্যহুচীর বহিভূত।] 


LIMITING VALUES 107 
দৃষ্টান্ত 1. 0) Lt sinl; Gi) Lt cost: 
৮৮০ x ৮৮০ x 
s. š 
G) যদি [৫ sin 14109, তবে যেকোন ee ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যা « এর পরি- 
тә 
প্রেক্ষিতে একটি ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যা নির্ণয় করা সম্ভব হইবে, যাহাতে 
[sin 2 -sin + |< = যেখানে 0< | x, | <8 এবং 0< | 2, | <8. 
s 1 
এখন 8 এর মান যেমন ক্ষুদ্রই হউক না কেন, একটি ধনাত্মক 0 947 n লওয়া যাইতে 
2 
পারে, যেখানে xi Gn+ Ln 
এবং 0< | x, | <5 হয়। 


2 
এবং Ха (13-17 যাহাতে 0« |z, | <8 
এ Ав 841 1 "t. = 51 
তখন, [sin 2 sin 2 |-| на 2 sin (4n 97] 
=2, যাহা নির্দিষ্ট ও সসীম, কিন্তু ক্ষুদ্র নহে। 
সুতরাং, ইহা! প্রদত্ত ক্ষুদ্র ধনাত্মক সংখ্যা «এর চেয়ে FASI হইতে পারে F I 
সুতরাং, Lt sin 1 থাকিবে না à 
৮৮০ x 


Gi) Wf Le cos ৮ থাকে, তবে যেকোন প্রদত্ত ধনাত্মক ТЕ সংখ্যা « এর oc 


পরিপ্রেক্ষিতে একটি ধনাত্মক সংখ্য! 8 নির্ণয় কর! যাইবে, যাহাতে 
| cos 17e 1 |< m, যেখানে 0< | т, | <8 এবং 0< | z, | <8 
з 1 


এখন, ৪ এর মান যত ТЕЕ হউক না কেন, একটি ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা п লওয়া 

M n এ ১ «4 

যাইতে পারে, যেখানে ৮৮ = ন лае ту 110904 | | <5, 
0« | х, | «3581 


তখন। | cos 1 —сов 1. 
Ха Xi 


= | cos (2n+1) z — cos 2nz | 
=2, যাহা নির্দিষ্ট ও সসীম, কিন্ত ক্ষুদ্র নহে 
স্থতরাং, ইহা! প্রদত্ত ক্ষুদ্র ধনাত্মক সংখ্যা « এর চেয়ে тиз হইতে পারে না। 


ext, Lt cos l থাকিবে না। 
t0 x 


108 x অস্তরকলন 
দৃষ্টান্ত 2. দেখাও যে, Lt ein x আছে। 
>x 
| sin x; —sin x, | =2|cos t|] sin Жыл | 


«24. | sin л | T RUNS y] 
| sin z; — sin zs | <ç, 

যখন 0< |ху—« | <2 এবং 0< | х„—« | «42. 
Weshy Lt sin x আছে। 

০৯০ 
দৃষ্টান্ত 3. দেখাও যে, Lt (5343) আছে। 

) ০-৯৯/০ 
খরি, f(x) x* +3. 
| fea) fs) | d 124*—2,*] = | хуч xs | [а= | 


<4 | X3 7 Xg | Г] (37 т» /2 Н 1< 42«2) 
| fé) — fxs) | <‹ 
যখন 0< | х, и2 | 48 এবং 0< | х«— J2 | «48. 
Wes, Lt (65-83) আছে। 
=» X2 


540. Q)LtfG)- +=; (2) Lt fx) = - a, 


মনে করি, Қа) একটি একমানবিশিষ্ট এর অপেক্ষক, < R. 

৫) 2৭ হইলে, অৰ্থাৎ, x সর্বদা а অপেক্ষা বৃহত্তর বা ক্ষুদ্র মান লইয়া 
ক্রমশ: এ এর নিকটবর্তী হইতে থাকিলে, বদি f(x) এর অনুরূপ মানগুলি ক্রমশঃ 
বাড়িতে থাকে এবং যে কোন প্রদত্ত বড় সংখ্যার চেয়েও বৃহত্তর হইতে থাকে, তাহা 
হইলে, বলা হইবে f(a)> + =, যখন ৫৯৫; এবং তখন ইহাকে সংক্ষেপে লেখা 
হইবে: It д * o. 


(2) xa হইলে, অর্থাৎ, x সর্বদা এ অপেক্ষা বৃহত্তর বা ক্ষুদ্রতর মান লইয়া 
ক্রমশ: а এর নিকটবর্তী হইতে থাকিলে, যদি Дх) এর www মানগুলি ক্রমশঃ 
কমিতে থাকে এবং সাংখ্যমানে তাহাদের মান যে কোন প্রদত্ত বড় সংখ্যার চেয়েও 
বৃহত্তর হইতে থাকে, তাহা হইলে, বলা হইবে /০)-৯_:০০, যখন 22a; এবং তখন 
ইহাকে সংক্ষেপে লেখা হইবে : Et ০ = =. 


LIMITING VALUES 109 


ধরি, f(x) 3, з এখানে x0 fen z এর অপর সকল মানের 89, f(x) এর 
নির্দিষ্ট মান থাকিবে 

x04 হইলে, অর্থাৎ, х এর মান ***১ 01, :--, 001, :--, 0001, + 
070001, *****হইলে, /(х) এর "mmu" মানগুলি হইবে 0,107, :.., 104১ ..., 
108, ++, 109, *** | সুতরাং, (0+0)= + =. 

আবার, -৯০- হইলে, অর্থাৎ, এর WD, —0'1, :---, 0101) *** 
—0°001, ***, —0'0001, ** হইলে, Дх) এর অনুরূপ মানগুলি হইবে £ +, 107, 
өөө, 105, 48, 109, =, 109১ 5, 1 সুতরাং, f(0—0) — + o. 

সুতরাং, f(04-0)2f(0—0)— += ; 


অর্থাৎ, Lt f(x)= += ; বা, It А: 
230 20 


x? 


১০ бф 5 
দৃষ্টান্ত 2. 72 (22)! 


ধরি, кә= ыу এখানে, z=2 ভিন্ন, x এর অপর সকল মানের "te 
f(x) এর মান আছে। 

৮-৯বহইলে, অর্থাৎ, x এর মান 33, 21, “১১201, «e, 2001, +++, 
2:0001, .-হইলে, f(z) এর অনুরূপ মানগুলি হইবে £ ***--10%+৮ 7105, 
-108, ..., —105,... --| ET, £(2+0)= - =. 

৮-৯০- হইলে, অর্থাৎ, x এর মান +, 19,7, 1'99,..., 1999," 19999, 
»**হইলে, f(x) এর অনুরূপ মানগুলি হইবে £ o0, —10,..., 104, 7109, 

„ 4109, ***। সুতরাং» 02-0) = — =. 
«estt f(2--0) f(2—0)2 — = ; 


а Pia. EES 
TS চিল е ы 


110 অস্তরকলন 
5-11. ৫) Lt fG)-1; (2) Lt £(x)-L 
০৯০০ ৯7০০ 


(1) চলরাশি x পর পর.**১ 10, өн, 103, 5102১ ..., 10%, <, 105১5 
মানগুলি লইতে থাকিলে, যাহাতে х এর মান যে কোন প্রদত্ত বড় সংখ্যার চেয়েও 
বৃহত্তর হইতে থাকে, তাহা হইলে, বলা হয় x> =. 

এখন, хэ = হইলে» f(x) এর অনুরূপ মানগুলি যদি একটি নির্দিষ্ট সসীম বাস্তব 
*রাশি! এর নিকটবর্তী হইতে থাকে, তাহা হইলে, বলা হইবে £ А) 21, যখন 
z—  ; এবং তখন ইহাকে?সংক্ষেপে লেখা МЕ 

L fol 

Q) Pus X পর) 990—210, 38-10), ...—105,....— 10%, 
77 7105, ......মানগুলি লইতে থাকিলে, যাহাতে x এর মান সাংখ্যমানে যে কোন 
প্রদত্ত বড় সংখ্যার চেয়েও বৃহত্তর হইতে থাকে, তাহা হইলে, বলা হইবে x— — oo, 

এখন, x — ০০ হইলে, f(x) এর অনুরূপ মানগুলি যদি একটি নির্দিষ্ট সসীম 
বাস্তব রাশি! এর নিকটবর্তী হইতে থাকে, fep হইলে, বল! হইবে £. 7)-৮, 
যখন z— — o ; এবং তখন ইহাকে সংক্ষেপে লেখা হইবে : RAA ০0০০1 


দৃষ্টান্ত 1. দেখাও сї, 2+ 1,2, যখন x- =, 
х হইলে, অর্থাৎ, x এর মান +, 10, ...১ 102, =, 105, ..., *** হইলে, 
2 এর অহ্রূপ মানগুলি হইবে *.., 01, ...১:0001, -.., "000001, --, чч 


তখন 2-4, এর অমুরূপ মানগুলি হইবে **, 201, +, 20001, ..., 2000001, 
БЭН 2+1, 22, যখন x о, 
দৃষ্টান্ত 2. 241.52, যখন хэ-=. [প্রমাণ প্রায় পূর্বের স্কায়। ] 


5-12. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ : 
з 
উদাহরণ 1. মান নির্ণয় করঃ lim 5 245. 
© «2 x 


+2 
lim (z* —3x4-5 j 
ЖҮ Т 2865-3577 эх-эх215-1 
a2 2512 Im (2544) 2'42 2 
t2 


LIMITING VALUES 111 


উদ্দাহরণ 2. যান নির্ণয় কর £ Lt 88-16, 
০৮4 2-4 


х*—16_ү, (x-4z4-4) 


=L .. 
Nro EAE Lt (2+4), (oo xw) 


=8. 


=—16-в| = |(z+4)—8 | , (যখন 244) 


- | 2—4 | » (যখন 2৮৫4), 

k= 

2-4 

যেখানে =A কোন প্রদত্ত ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যা। 


-8 | <<, যখন 0< | x—4 | «e, 


উদ্ধাহরণ 4. মান নির্ণয় কর £ lim ZZL 


g-1 Z+ 1 


Iaz llim CAN- 
шъ-12+1 z-1 (rtl) 


=lim (x-1) (2 x5-—1) 
e> -1 


--2 


উদ্দাহরণ 5. মান নির্ণয় কর £ и 2- 4-1, 
ё x 


x 


p ৪- 422৯-74-49 
е0 x? ০৯0 ৯24 v 4— x?) 
; e 
= Lt —— ~ — — 
৮৯০ 2+ /4—х* 
1 


2-2 


Dlm 


112 অন্তরকলন 
উদ্বাহরণ 6. মান নির্ণয় কর : „2 sin log Qa*- 322) 
Lt sin log(2x*+3z+2) 
с» -1 
=sin log {Lt (22* +3%+2)} 
2-1 
= зіп (log 1)=sin 0=0. 
উদ্দাহরণ 7. দেওয়া আছে, 
2x—1, যখন z-2 
Қ)=} 0 ., যখন х=2 
x? , যখন х<2. 
f(2--0) এবং f(2—0) নির্ণয় কর। f(2) এবং 14 fo বাহির কর» 
যদি থাকে। 25 
দেওয়া আছে, f(z) = 2x— 1, যখন x72. 


2:01 | 2001 | 20001 2 00001 | --- 
Tue "302 | 3:002 | 30002 | 3 00002 1 --- 


স্পষ্টতঃই, f(2+0)=3 ? d (A) 


ОО85| আছে, х) =х°, যখন x«2. 

х= | 199. эю. 1999 | 19999 

f(x)= | 3:9601 (3996001 3:99960001 |... 
e, f(23—0)—4 (B) 
সুতরাং, দেখা যাইতেছে ц, f(x) থাকছে না, কারণ, ханаас 0). 


এখানে, EAT ойно, -. f@)=0. 


প্রশ্মমালা 5 
বিভাগ A 
L দেখাও যে, 
G) Lt x=2; (ü) Lt 2x=4; (й) Lt(x*+5)=5; 
232 t2 ৮৯০ 


@ Lt (s—3)=0; (0 Lt (6x-3)-2; (vi) Le 2778 
৮৮৪ 2৮] ৮৯০ 2 2 


(vi) Lt 5-5; (viä) Lt |х|=0; (x) 7415-11-70, 
z33 ৮0 21 


LIMITING VALUES 118 


2. আন নির্ণয় কর ( Evaluate ) š 


(i) lim (x*--4x42); (i) lim (2x*—3x45): 
22 c1 
у lim 54223. 7 4৪38, 
(iii) алаты 3 (iv) ani uci 3 
lim 47 45-3 Ар 248-45" —3, 
@) 17 x po. 037 (vi) € x545 
з. মান নির্ণয় কর £ 
б) ш 254, IC 0. 19651) &) ш 59 
«зз 2—2 š ৮৯৪ PT 


(8) Lt 2-1 [C.U. 1968], 60 Lt Зх? -12. 
৮৯] х-1 2 x-2 


юш, D» [0.0.1975]) (vi) 14251, 


гэ Li 
(z—3) е: 24-1 
(vii) 3, 532 (viii) hem 
(ix) 149 0- 7) (x) 14 dtaa, 
230 2x 
3L Mas T 3х2-4х41. 
(xi) а x – 4 G) Ms x!—4x43' 
з 2 ту? 
(xiii) 18:25-1 Giv) Lt а [Een] 
x*-F4ar—5a* . : л pre Бк 
(xv) a x° Бат 2a? ° 29 E x5—3*—x41 
বিভাগ B 4 
4, মান নির্ণয় কর ঃ 
(i) lim LECT; üi) Hp ২ 
[C. U. 1972] 
3214-2688 р ae 
Gü) lim 22:44:35, | (шу lim 644 — , (240); 
৪৯০ x ৮৯০ х 


чявдаая--8 


Ca СА 


114 অন্তরকলন 
lim J2t*x- J2-x. ২142-২1-2১ 
б) 2-0 x : (i) im, x Ч 
(vi) lim eta Ја (a70); 
(viii) lim /1+4х- /l-5x. 
20 9x 5 
(ix) lim уез, (х) lim 125235 25754 
20 х 2+1 Іт 


5. মান নির্ণয় pae 
G) Lt 225321; (i) Lt eviro, 
৮৯০ 22 


(iii) Lg Мәх); (iv) Lt. М»#—Зе+4; 


(9) Dec x) 09 Le sim (T তা 


বিভাগ С 
6, Lt fé) এর অর্থ ব্যাখ্যা কর। L f(x) কে থাকিতে হইলে, fla) এর 
থাকার দরকার আছে কিনা উদাহরণ মাধ্যমে gate | 
7. একটি উদাহরণ দাও, যেখানে (৫) আছে, অথচ Lt f(a) নাই। 
то 
8. (940) এবং (৫2-0) দ্বারা কি বুঝ? একটি উদাহরণ দাও, যেখানে 
f(a +0) = f(a—0)74 f(a). 


9. একটি উদাহরণ দাও, যেখানে fla), На +0), f(a-0) আছে, অথচ 
Нач0)5На-0). 


10. একটি উদাহরণ দাও, যেখানে F(0+0)=F(0—0)>f(0), 
e 
11. দেখাও যে, Lt = sin = 0. 


12. দেখাও যে, Lt ৪০০৪ 10), 
2 o -0 x 


LIMITING VALUES 115 
A 2578 
18. দেওয়া আছেঃ f(a)= 5 এবং | f()-8 | «e যখন 
0< | x—2 | <š 
$ এর মান নির্ণয় কর এবং Lt (%)=কত বল। 
g>. 


2—3x, যখন x«0, 

m fo | 3x —2, যখন x70. 
f(0--0) এবং f(0 —0) বাহির কর। Lt feo আছেকি? 
x—1, যখন x71, 
15. Ф(х)= 1,949 х=1, 
1— x°, যখন х<1. 

(14-0), 61-0) এবং $(1) বাহির কর। Lt (90) wi fe? 
16. F(%)=2", যখন x22; F(x)-5,w x«2, হইলে, F(2--0) এবং 
(2—0) বাহির কর। Lt Fo আছেকি? 


17. F(aG)-Lt an Mos) হইলে Fla) এর মান বাহির কর। 


18. ки Z tan"! а হইলে, »=$(%) এর লেখচিত্র অঙ্কন কর। 


5-13. দৃষ্টান্তমূলক উদ ীহরণ : 
উদ্ধাহরণ 1. মান নির্ণয় কর £ ц 55—43. 


и Yi- 48-1. Me diy, к= 
з x*-9 


m ৪৮৪ 273, | ৮৮৪ 273 
al. ENS -G 
2* 73/23) 12 J8 
উদ্ধাহরণ 2. মান নির্ণয় কর £ dim 2003. 
৮৮0 z 


lim 4—1l-ia 21, (а=12) 
г-0 X m0 7 


=loga = — 1042. 


116 অস্তরকলন 
উদ্বাহুরণ 3. মান নির্ণয় wq: ы келй +39. 


n Dg Lt 2x) T SM logs (12-22) 
v0 ২68, 


-2 L lot oe (1+2), (у= 25) 
y 
-2х1-2, 
Фијата 4. মান নির্ণয় কর £ e $2, 
тэй Х 
e En y a {ча хз +.) 
тэ) X m-0* x х 
=Lt sin хур, sin хур, x 
т»0 x 2৯০ x ০৮০ 
-1х1х0-0, 


উদ্দাহরণ 5. মান নির্ণয় কর £ Lt 882, 


290 Sin х 


шилд “= —“ xp, sin"lx 
2-0 Sin x 2-50 Sin x ০৯০ X 


Ж 
-1xl Sin ix, віп; 
০৯০ X 2-0 % 


ios Imo sin x); ( প্রধান মান ) һ 
প্রধান মান (Principal value) — 1, 
৯উদ্দাহরণ 6. মান নির্ণয় কর: L 4০০5, 
0» 


х 


вэ! за? 
5х1х1 2 


— — n 
এ আপার... জাজ এন 


LIMITING VALUES 


উদাহরণ 7. মান নির্ণয় কর £ L 307—244, 


০৯০০ 27 T5x-1 
2 
3-14 
3x* —-2x+4 Riia j 
Ltr S =s 
aw 2х7--56-1 "s 5.1 
2+-—— 
x x 
Lt (3-2+5 
= @— 20 


еш Le "m 


c0 x 
(x) Lt (132)! ; 
০৯০ 


(xvii) Lt logex 


2351x-17 


x 2 3-040 3 


3:3) 240-0. 2 


2-0 х 
(vil) 12222554 
৮৯০ x 

e*—g7* 
(x) ц ডি 


2 — (а 54:40), (xii) Lt ic 


027-1 ; 


(xiv) Lt БХ 1—20 | 
230 x 


(xvi) Lt (1—24); 
৮৯০ 


1 
(куш) Lt ৮:7০ 
251 


117 


118 অস্তরকলন 
বিভা ৪ 
2. মান নির্ণয় কর ঃ 
айу © 
15 Эбул їп х sin x 
9 ৪৯০ x po, zn sin x ? ш) 2, Nc 
G) ц Eur 9) (20285, r Ma, 
20 x 230 x 
(88) 14 ৪০5) (үн) p, emtens (у p, tmn, 
тэй Х 230 x тэ0 Sin x 
G Le cos 2x. Gi) Ë 1-с082х, (xi) Lt l-cosx. 
৮৯৪ 58 d 230 2 0 e 
4 
РА 1-сов 30 : 1-tàn 
p, 17с08 309. «yr, (n. 1279. 
(xiii) TTE. жон E ) tan 0; (xv) Lt LA en 
3. মান নির্ণয় কর ঃ 
1-сов 2x 
i) Lt 1—cos?x 
bo EI TUA. 8) iro 


РТ, 2 = 
(iii) Lt Sin x zin 24 ; 


(у) Lt tan x— —sin x 


230 1-со8х | 
(vii) Lt тушсу, 
(x) Lt cos 7x - cos Ox , 


2+0 COS 3x — cos 5, ° 


(xi) I sin x—sina | 
28 хэ-а 4 


& tan x—sin x 
(xiii) iem — Wu 


@ Le sin x—tanx , 
x 

ACER cosec x — otg F 

= 


(vii) Lt (sec x—tan z); 
294 - 

2 

(x) Le ৫০০ 

"n 

à 


2-- 


(xii) Lt tan x—tana 
ca х-а : 

(xiv) Lt x Sin a—a sin x 4 
০৯৫ х-а 


LIMITING VALUES 119 


বিভাগ C 
4. মান নির্ণয় কর £ 
3৮541, p 1:74 
(i) = E E (ii) B (2+2), 
৮০৮ 2 4 . x*-2r43. 
(ш) dai j (iv) FE 2 ==? 
2,1 1 
(v) Lt e ©), (vi) Lt ZF; 
co г> со 
s 1 
(vii) u $a, Qi) ш (2-1): ৫৯০, 
৮৮০০ X ৮৯০০ 


5 47-14 үхэх হইলে, y= f(x) এর লেখচিতর ча কর it 
n-o +x 

Ж1+0), f1—0) fü) ; f(-1-0) f(-1--0), A-1) বাহির কর। 

Lt f(x) নির্ণয় কর, যদি থাকে। 

৮০৯ 


€ [sinz| < |x|; —л/2<х<п[2, х0 স্থাপন কর ) এবং এখান 
হইতে দেখাও যে, sin x0, যখন £0, 


(Continuity of a function) 
6-1. উপস্থাপন 2 
чэн এবং জ্যামিতিক পদ্ধতি š 
মনে করি, f(x) একটি একমানবিশিষ্ট x এর অপেক্ষক I 

[a,b] এতে y=f(x) এর 
লেখচিত্রতে যদি কোথাও ভাজ! 
(break) পরিলক্ষিত না হয়ঃ 
তাহা হইলে, বলা হইবে যে, 
[а,б] এতে f(x) wwe বা 
অবিচ্ছিন্ন ( Continuous ). 

х=а এর Ea বিন্দুর 
সামীপ্যে fO) এর মান নির্দিষ্ট 
ও সসীম হইলে এবং চলরাশি 2 
тч পরিবর্তনের মাধ্যমে a এর নিকটবর্তী হইতে থাকিলে, f(x) এর অনুরূপ 
মানগুলি যদি ক্ষুদ্র পরিবর্তনের মাধ্যমে fa) এর নিকটবর্তী হয়, বা, fa) এর 
সমান থাকে, তাহ! হইলে, বল! হইবে যে, х= a এতে f(x) অন্তত 4| অবিচ্ছিন্ন | 

দৃষ্টান্ত 1. ধরা যাক্‌, 

Кх)=х+2 যখন x20; এবং 
f(x) 21, যখন x«0. 

»-f() এর লেখচিত্র হইতে 
দেখ! যাইতেছে, কেবলমাত্র х=0 
এতে f(x) "we নহে; তাহা ছাড়া» 
x এর প্রতিটি মানের জন্য f(x) 
সন্তত অর্থাৎ কেবলমাত্র х=0 এতে 
লেখচিত্রটি ভাঙ্গা। এখানে, ৫৯0 
হইলে, Қа+0)- Ка-0)= (৭); এবং хэа এতে f(x) সন্ভত। কিন্ত, 
f(02-0)-/(022; f(0-0)-1; অৰ্থাৎ, Lt f(a) নাই, যদিও f(0)=2. 
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x?-1 

দৃষ্টান্ত 2. ধরা যাক, 0-р 
এখানে, 10) 56088: fa)=x+1, যখন ৮৮৫]. y=f() এর লেখচিত্র 
হুইতে দেখা যাইতেছে £ কেবল- 
মাত্র x-1 এতে f(x) "we 
নহে; তাহা ছাড়া, x এর প্রতিটি 
মানের ez, Дх) সম্তত, অর্থাৎ, 
х=1 এতে লেখচিত্ৰটি অবিচ্ছিন্ন 
নহে। 251 হইলে, (а +0) = 
Қа-0)={а)=а+1; এবং 
х=а এতে f(x) "ee । আবার, 
যদিও 140)-/1-0)-2, 
অর্থাৎ, Lt 70)-2, বিদ্যমান, 

231 


তথাপি, (1) অনির্ণেয়। 
1 
দৃষ্টান্ত 3. ধরা যাক্‌, А) 


এখানে, КО) অনির্ণেয় ; এবং f(04-0) - f(0— 0) + =. সুতরাং х=0 
এতে f(x) 995 নহে। 


6-2. অবিচ্ছিন্নভার সংজ্ঞা (Definition of Continuity.) š 
মনে করি, f(x) একটি একমানবিশিষ্ট х এর অপেক্ষক এবং z=a এর "uet 


বিন্দুর সামীপ্যে 12) এর মান নির্দিষ্ট ও সসীম। 
যদি fla+0)=f(a-0)=f(a), অৰ্থাৎ, 22 Қх)= На) ©, তাহা হইলে 


х=а এতে f(x) "ws হইবে । 
সুতরাং, e যে কোন প্রদত্ত ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যা হইলে, যদি একটি er সংখ্যা 
8 নির্ণয় কর! সম্ভব হয়, যাহাতে, дэв 5 
|) - fia) | «e, যখন | z—a | <š, 
তাহা হইলে, z=a এতে 1) সন্তত হইবে। 
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মন্তব্যঃ () и У Қа) а) হইলে, বা, G) (9) না থাকিলে, 
বা (2) Lt fe) না থাকিলে, x= a এতে f(x) яв হইবে না। 

দ্রষ্টব্য G) Je, & এতে x এর প্রত্যেক মানের জন্য fx) সন্তত হইলে, ইহা 
এই মুক্ত অস্তরাতে সন্তত হইবে | 

Gi) Ja, b[ এতে f(a) সম্ভত হইলে এবং Қа+0) = f(a) e f(b—0)— f(b) 
হইলে, [a, b] এতে f(x) সম্তত হইবে। 

(iii) Ja, bi এতে f(x) সন্ত এবং f(at0)—f(a) কিন্ত f(b—0)z«f(b) 
হইলে, [a, b এতে f(x) সম্তত হইবে I 


Gv) Ja,b[ এতে f(x) qw এবং f(b—0)= f(b) few f(a--0)pf(a) 
হইলে, Ja, b] এতে f(x) সম্তত হইবে। 


দৃষ্টান্ত 1. মনে করি, £(*)=3* +5, 
এখানে, f(2)-3x24-5-11; Lt fa)=3x2+5=11; 
2- 


অর্থাৎ L fa)-f(2). sext, х=2 এতে 7) reS | 

শাধারণভাবে, fo) = 32-5 , Lt flej=3a F5= f(a) 

RET, *=এ এতে f(x) Tg ; অর্থাৎ, x এর সকল মানের wy, f(x) mrs р 
দৃষ্টান্ত 2. মনে করি, f(9- { 3x2, х<0; 


3x—2, x70. 
এখানে, /0)-3х0-2-2, 
f(0— 0) Lt f(x)2Lt (3х+2)=2 ; 
230- 230- 


f0*0-Lt {х= (3х-2)--2, 
220+ 270+ 
তাহা হইলে, (0-0)=4(0+0); অর্থাৎ, Lt fGa) নাই। 
z 


БОЛН এতে f(z) সম্তত নহে। 

এখন» а<0 হইলে, fla)=3a +2; 
Lt f(a)=Lt (3х+2)=3а+2= f(a). 
тэа ৮৯৬ 


ЧТ, ৫40 হইলে, х=а এতে f(x) sg | 
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আবার, ৫১০ হইলে, Ка) 23a -2 ; 
Lt f()- Lt (3с-2)-34-2-10). 
æra 2১৯৬ 


সুতরাং, a>0 হইলে, х=а এতে f(x) "ws 1 
তাহা হইলে, ৫৮৫0 হইলে х=а এতে f(z) 795 1 
সুতরাং, কেবলমাত্র x = 0 বাদে, х এর অপর সকল মানের 89, £(%) সম্ভত। 


6-3. কয়েকটি GANT £ 
| (1) x-a এতে f(x) এবং Ф(х) тз হইলে, সেই বিন্দুতে 
G) f+); Gi) Кх)-4(5): (iii) f(x) ф(х); (iv) Кх) ф(х); 
$(x)=0 ; (v) Ех) অন্তত হইবে। 
প্রমাণ? х=а এতে 70) এবং 42) সম্তত হইলে, ца Қа)= Ка); এবং 
Lt 40)-40) 
gea 
G) ধরি, g(z)=f@()+a(). 
`, Lt 60-14 1)+%097-105 fe)+Lt q() 
æra ০৯৬ ০৯৬ 20 
={а)-+$(а)= а). 
4 х=а এতে g(x) 795 | 
Gi) ধরি, 400-70)-409. 
OB &9eLt Ао) Ф Қа) - Фа) = gla). 
০ 2a 
১০:০৫ এতে g(x) 7951 
(10) ধরি, ৪(%)= (x) el). 
"~ Lt gæa=Lt f(x) Мх)=Ка) фа)= (а). 
20 c0 
*, х=а এতে бх) 7851 
Gv) ধরি, ৪(%)= f(%)/$(x), (4(a)750). 
"Іа х)-14 ҢІ) = f(ae(a)- ga). 
ora оа 


`. xa এতে g(x) 1951 
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(৮) ধরি, 490-БШх) 
^ Lt o g)eLt 21400071714 (o= Fig(a)l= а), 
va 22a vra 
'. хээ এতে glx) AFS | 

(2) х=с এতে f(x) জন্তত হইলে, এবং f(c) 40 হইলে, h(»0) 
পাওয়া! যাইবে যাহাতে | х-с | <h এতে f(x) এর চিহ্ন একই হইবে | 

প্রমাণঃ মনে করি, 0<€< | Ко) 1 স্থতরাং А220) থাকিবে, যাহাতে 

| Fi- Fle) | <, যখন | х-с | <А; 

অর্থাৎ, (6)-ৎ<(%)<(০)+০, যখন | x-c | <h. 

সুতরাং, দেখা যাইতেছে, f()>0 হইলে, 0<e<(0); 
তখন, ((%)>0, যখন |х—с | <h. কিন্ত, Қс)<0 হইলে, 0<e< - (0) এবং, 
তখন, (%)<0, যখন | x—c | <h. 

4813: f()-x; (1) =1=0. 

ধরি, e=001. সুতরাং, |х-1|-001, 

অর্থাৎ, '99<%<1'01 হইলে, £()>০. 

আবার, £(-1)=-1 এবং - | x1] «01; 

অর্থাৎ, —101<х< —`99 হইলে, /()« 0, 

(3. [a,b] এতে f(x) অন্তত হইলে, এবং Ка)хКЬ)-0 হইলে, 
অন্ততঃ x এর একটি মান c থাকিবে, বেখানে f(c) -0, ৪০৮, 

[ প্রমাণ 91595914 5(8:555 1 ] i 

দৃষ্টান্ত ঃ а) = хә হইলে, f2)-8;f(-2)- —8. [-2,2] এতে fla) 
সম্তত এবং (2). }(—2)<0. দেখা যাইতেছে, /(0)-0, -2<0<2. 

(0). [а,Ь] এতে f(x) тез হইলে, এই অন্তরাতে f(x) এর মান 
সীমাবদ্ধ থাকিবে এবং অন্ততঃ একবার f(x) এর প্রদত্ত জীমাদ্য়ের মধ্যবর্তী 
যে কোন সংখ্যার সমান হুইবে; অথবা, যে কোন সীমার জমান হইবে। 

Г প্রমাণ 91575914 বহিভূ ত | . 

দৃষ্টান্ত £ | sin x—sin < | =|2 cos ZES яа аан 


-2| cos £25 | [sin =] 


аа-а 
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| sin x-sin «| «e, যখন |х-« | «e ә, x=< এতে 
sin x সন্তত | কিন্ত, < এর মান যে কোন বাস্তব রাশি হইতে পারে। ӨП, х 
এর যে কোন মানের 93 sin x ATS | 
তাহা হইলে, [—7,7] এতে sinz সন্ভত। তাহ! ছাড়া, | sin x | <L 
সুতরাং, [-7, л] এতে sin x সীমাবদ্ধ। sin x এর Cég সীম! 1, এবং 
sin(z/2)-1; আবার, sin x এর fasz সীমা — 1, এবং sin( —z/2)= — 1. 
(5) [а,Ь] এতে y = f(x) 195 ও strictly monotonic increasing 
বা, strictly monotonic decreasing হইলে, উহার বিপরীত অপেক্ষক 
থাকিবে এবং stai (ба), f(b)] এতে সম্ভত ও strictly monotonic 
increasing 41, strictly monotonic decreasing হইবে। 
[ প্রমাণ 71575014 বহিভূ ত। ] 
দৃষ্টান্ত ঃ ধরি, у= V<; এখানে, (0,4) এতে Ух সন্তত এবং strictly 
monotonic increasing. .'. у= Jx এর বিপরীত অপেক্ষক আছে, এবং তাহা 
у= x°, যেখানে [0, 2] এতে x? সন্তত এবং strictly monotonic increasing. 
বিশেষ দ্রষ্টব্য £ : 
sinx, (—1<х<1); cos!x,(-1«x«1); 
бап-1х, (— o<x<%); cot!x,(—e«x«9); 
secix, (| х | 21); cosec!x, (1 x | 21). 
সম্তত এবং strictly monotonic. 


[ শেষের দুইটির লেখচিত্র —1<x<1 এর জন্তু অস্তিত্বহীন । ] 


6-4. কতিপয় প্রাথমিক (elementary) HES অপেক্ষক š 

(1). n ধনাত্মক মুলদ রাশি হইলে, x এর সকল মানের জন্য, এবং п খণাত্মক 
মূলদ রাশি হইলে, x 0 ভিন্ন অপর সকল মানের জন্য, x^ "99 | 

(2) Р(х) G কোন বাহুপদ অপেক্ষক হইলে, x এর যে কোন মানের 99 
Р(х) সম্তত। ° 

(3) 4 এর সকল মানের জন্য, sin x, cos x, e“, sinh x's cosh х 18% 1 

(4) 4 এর যে কোন ধনাত্মক মানের জন্য log, x অন্তত 1 ; 
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(5) n যে কোন পূৰ্ণসংখ্যা হইলে, х=@а+1; ভিন্ন x এর অপর যে কোন 
মানের জন্য tan х এবং ৪৫৫% ; x—nmfem х এর অপর যে কোন মানের 59, 
cot x এবং cosec x সম্ভত। 


6-5. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ ঃ 

উদ্দাহরণ 1. দেখাও যে, x=1 এতে х*+3 795 1 

ধরি, fa)=z"'+3, 2. fa)=1+3=4; 
B 1০26. (543) -143-4-Л0) 


ЯВ, х=1 এতে (%), অর্থাৎ, xt 3I 


"S 
উদ্বাহরণ 2. alui অপেক্ষকাট ==] এতে mas কিনা নির্দেশ কর 


xf f()- == л fü02-1 


e. xL ug dA. nue 
mm u К-и хх 114141 1, 


‚и Қд= 1), 
71 
wed х=1 এতে 74), অৰ্থাৎ, A7! 


উদ্দাহরণ 3. x=0 এতে f(x) 795 কিনা দেখাও» যখন, 


X cos l х0; 
fa)- х 
0 » х=0. 
এখানে, f(0)- 0. 
[09-10 =| хо» 1 |= 12 | ов |11. 
| ЖҖх)—Ж0) | <6 যখন | х-0-| < 
স্থতরাং, х=0 এতে f(x) সম্ভুত 1 


mM A — MO 
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উদ্দাহরণ 4. দেওয়া আছে, 
1069-22-13, কোন্‌ শৰ্ত আরোপ করিলে, *=1 এতে Fa) mus হইবে? 
এখানে, 14 09-16 uh «+0)=2. 
"^ =] এতে f(x) সন্তত হইবে, যদি и fo-fow, 
অর্থাৎ, যদি /2)=2 58 1 


উদ্দাহুরণ 5. দেওয়া আছে, 


sin x, যখন ০2; 
09-11, যখন х=0; 
=x, যখন –3<х<0. 


y=f(x) এর লেখচিত্র অঙ্কন কর। 

х=0 এতে f(x) কি সম্তত ? যদি না হয়, তবে কি শর্ত প্রয়োজন? 

у= Қа) এর লেখচিত্র [—3, л/2] এতে দেখানে। হইল। চিত্র হইতে দেখা 
যাইতেছে, x=0 এতে f(x) সন্তত নহে। 


স্পষ্টতঃই, f(0-0)- (0 -0)=0 ; 
অৰ্থাৎ, L5 f(x)-0; স্থতরাং х=0 এতে 172) www হইত, xfi £(0)=0 
হইত। 


128 অন্তরকলন 
উদ্দাহরণ 6. নিয়োক্ত অপেক্ষকসমূহ কোথায় সম্ভত নহে তাহা নির্দেশ কর £ 


0. aL GD cota, Gi) BE 


0) z=1, —1 এতে 795 নহে। 
(ü) xe nm এতে সন্তত নহে, п=0, বা, যে কোন পূর্ণসংখ্যা। 
(ii) z-0 এতে সন্তত নহে। 


প্রশ্মমাল। 7 


1. f()ex*, যখন x20 ) এবং £(%)=2, যখন x<0 ; হইলে, yo f(x) এর 
লেখচিত্র অঙ্কন কর; এবং х=0 এতে f(x) 5955 কিনা বল। 

2. f()e | х | হইলে, » — f(x) এর লেখচিত্র অঙ্কন কর) -এবং তথা হইতে 
х=0,1, —1 এতে f(x) সন্তত কিনা বল। 


8. f LL হইলে, у= f(x) এর লেখচিত্র অঙ্কন করিয়া x= 0 এতে f(x) 
সন্তত কিনা দেখাও। 


4. fio СА, যখন ১০০ এবং 0) =2 হইলে, y= fu) এর отча 


অঙ্কন কর এবং তথা হইতে x—2 ও x= —2 এতে f(x) изә কিনা বল 1 

5. men আছে, f(x) = %8+5 ; f(2--0), (2-0) এবং £(2) বাহির কর | 
x=2 এতে f(x) কি সন্তত t 

6. দেখাও G, x এর যে কোন মানের 99, x* +3%4+1 575 | 

7. দেখাও G, এর যে কোন মানের 99, cos x 97$ | 

: x*-F3x—2 


8. দেখাও যে, Mug (648 যে কোন মানের ав, ng | 


9. 
э. 4928৫ হইলে, x=], 2, 3 এতে 409 fi mra t 


10. m=, যখন хэ22 এবং f(2)=k. х=2 এতে f(x)cs ЯЯ 
হইতে হইলে, b এর মান কি হওয়া প্রয়োজন? 


11. দেওয়া আছে, /(5)--453--3 | 1140), (1-0) এবং (1) বাহির 
কর। x=1 এতে f(x) কি সম্ভত 7 


T". ды 


MARS „Да 
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x*—9 


12. যদি £(*%)= ত 
£(340), f(8—0), FO বাহির কর। х=3 এতে f(x) কি সম্তত 1 


18. দেওয়া আছে, 
1-х, যখন x«2 
E যখন хэд, 
х-1, যখন x22. 
К2--0), Н2-0), f(2) বাহির কর। х=2 এতে f(x) কি সম্তত? 


14 দেওয়! আছে, 
f()e2x-6 —3<x<0; 
26, 0<х<2; 
=2x—6; 2<x<5. 
0+0), (0-0), FO) বাহির কর। х=0 এতে f(x) কি সন্তত ? 


, যখন x53, এবং /(х)=3, যখন x23; 


15. দেওয়| আছে, 

| -2, যখন x«l, 

100. 1, যখন х=1, 

2, যখন ১৯৮], 

у= На) এর লেখচিত্র অঙ্কন কর, এবং তথা হইতে х=1 এতে f(x) ws 
কিন নির্দেশ কর। 
16. দেওয়া আছে, 
f()ssinx, m/2«x«m; 


=1, 0<х<л/2; 
= x, х<0. 


у= х) এর লেখচিত্র অঙ্কন কর। কোথায় কোথায় f(x) wwe নহে তাহা 
উল্লেখ কর। 
17. {(%)=0, যখন 0<х<1; 
=], যখন 1«х«2, 
22, যখন 2<х<3, 
[0, 3] এতে у= f(x) এর লেখচিত্র অঙ্কন করিয়! দেখাও (х) কোথায় কোথায় 
"WS নহে। 
অস্তরকলন-_9 
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18. Gem আছে, 


1+х, х<0; 
2 x, 0<х<1; 
2-х, 1<х<2. 
x=0, 1, 2 এতে f(x) কি 5551 
19. দেওয়া আছে, £(%)=0, যখন 2221, £(%)=2, যখন x*«1; এবং 
f(x)- 3, যখন x* -1. ye f(x) এর-লেখচিত্র অঙ্কন করিয়া x= —1,0, 1 এতে 
Ка) সন্তত কিন! নির্দেশ কর। 
20. “$(%)=%*, যখন | x | 20, এবং 40)-1075, হইলে, х=0 এতে 
Ф) সম্তত হইবে Р vor 29 


21. (x)= ‚ £741 এবং ৫৫)-০ হইলে, х=1 এতে 400) fe 


(x Ay 
সন্তত ? 

22. $(%)=+5n x হইলে, প্রমাণ কর | $(%) | <2 | x]; এবং এখন 
দেখাও যে, х=0 এতে $(%) 795 1 


23. f(xX)exsin L (x60), এবং £0) =0 হইলে, х=0 এতে f(x) সম্ভত 


faai আলোচনা কর। 


24. দেওয়। আছে, x=0 এতে ф(х) 795, যেখানে 
ф(х) = x° cos 1, 400) এর মান কত? 


95. facte অপেক্ষকগুলি কোথায় কোথায় sme নহে? 


(0 eu (ii) s (üi) зесх, 
: , 1 
UE TOU аня! СО еж 


সপ্তম SAA 


অপেক্ষকের অবকলিতক 
(Derivative of a function) 

7-1. চলরাশির পরিবর্তন (Increment) š 

মনে করি, চলরাশি & এর প্রারভ্তিক মান (Initial value) 2 এবং উহার 
অন্তিম মান (Final value) 2:05. তাহা হইলে, বলা হইবে, х এর পরিবর্তন 
(increment), (205—2), অর্থাৎ, 005, কিন্ত, х এর প্রারম্ভিক মান 2 এবং 
অস্তিম মান 1:95 হইলে, উহার পরিবর্তন হইত (195—2), অর্থাৎ, — 005. 

চলরাশি х এর অস্তিম মান ও প্রারস্তিক মানের অন্তরকে উহার মোট পরিবর্তন 
বল! হয় এবং সংক্ষেপে ইহাকে Ax (delta x), বা, 3x (delta х) অথবা h দ্বার! 
সুচিত করা!হয়। 

সেইরূপ, vet у এর পরিবর্তনকে Лу, বা, 2, বা, k দ্বারা সুচিত করা হয়। 

চলরাশি x এর প্রারম্ভিক মান xo এবং অস্তিম মান x; হইলে, এবং x mao এতে 
x এর পরিবর্তন Ax হইলে, Ax x17 хо. 
"яд % এর প্রারম্ভিক মান 3 এবং অন্তিম মান 3'05 হইলে, z=3 এতে | 
дАх=3'05—3=0'05. 

কিন্ত, x এর প্রারম্ভিক মান 3 এবং অন্তিম মান 2:95 হইলে, х=3 এতে 
Ax=295-3= — 005. 

স্বাধীন চলরাশির ক্ষেত্রে উহার পরিবর্তন ধনাত্মক বা খণাত্মক হইতে পারে, কিন্ত 
কখনই শুন্ত হইবে না। 

7-2. অপেক্ষকের পরিবর্তন : 

মনে করি, у=2х+3. স্বাধীন চলরাশি এর প্রারম্ভিক মান 2973 হইলে, 
উহার অধীন চলরাশি y এর অনুরূপ প্রারম্ভিক মান এখানে ১০- 2১3+3-9. 
এখন স্বাধীন চলরাশি x এর অন্তিম মান x, 7305 হইলে, A%= x: 7 x9 70705 ; 
এবং তখন উহার অধীন চলরাশি у এর অনুরূপ অন্তিম মান এখানে 
9, ৮2৯ 30১+3-9" এবং Дуе у – 30201. 

মনে করি, К) একটি একমান বিশিষ্ট x এর অপেক্ষক এবং у= Қа). ধরা যাক, 
x এতে: ха পরিবর্তন Ax «у এর অন্থরপ পরিবর্তন Ay. তাহা হইলে, 
y+ Ay - f(x Ax). 

Ay=f(x+ Ax) -y= f(x Ax)- f(x). 
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দৃষ্টান্ত 1. y=x"+3; -2 হইলে, y=7. % এর মান পরিবত্তিত RT 
x=2'01 হইলে, y-— 70401. TOT, х=2 এতে Ax-201-2-001; 
Ay= 7 0401 _7- 00401. 
দৃষ্টান্ত 2. »-3x*--2x— 5 হইলে, 
у+ 8у= 3(х-+8х)° +2(5-+8х)– 5 
= (3° --2x — 5)-- (6xšx--28x)-- 3(8x)* 
=y+(6x-F2+ 38x)šx 
+. 8у=(6х+2+38х)8х. 
দৃষ্টান্ত 3. y=tan х হইলে, y+Ay=tan (x+ Ax); 


sin Ax y 
cos x cos (x+ Ax) 


দৃষ্টান্ত 4. 8%=0'03 হইলে, x22 এতে бу বাহির কর, যখন y 2x3 F5. 
এখনে, y-r8y- 2(x-- 82)? +5. 
буг 2(x 8x)? --5— y 
=2(x+ 8x)* +5—2x*— 5 
=2(2x- 8x)8x. 
REM যখন 0х= 0:03, তখন, х=2 এতে 
буг202х2--0/03)х003--0:2418, 
দৃষ্টান্ত 5. y=3 হইলে, x এবং এর যে কোন মানের জন্য, দেখাও যে, 5y— 0. 
[ইঙ্গিত £ এখানে, /+8৮-3$ 3]. 
7-3, (а) х=а এতে f(x) সন্তত হইলে, y=f(x) এর ক্ষেত্রে, x— a 
এতে /১৮-৯০, যখন Ax—0. 
এখানে, Av»-f(a- Ax)— fla). 
এখন, যেহেতু, х=а এতে f(x) 795, সুতরাং, 
Lt fa)=fa); я; Lt Қа+дә)= а); 
০৫ ১৮৯০ 


বা, Ay=tan (z+ Ax)-tan x= 


বা, Lt {fla+ Ax)- f(a)t-0 3 
১০৯০ 

বা, Lt Ay=0; 
Ac0 


অর্থাৎ, Ay0, অথবা» Ду=0, (у а হইলে ), যখন Ax. 
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7-3. (b) [а,Ь] এতে f(x) 795 এবং strictly monotonic হইলে, 
y=f(x) এর IJ х=с এতে Ax এর যে কোন মানের জন্য, Ay 0, 
(a<c<b). 

এখানে, Ay= (০+ %)- (০). “এখন, যেহেতু, (a, b] এতে 7) strict]y 
monotonic, с Ах) (0), (9) Ax#0) REI, хэс এতে 
Ayse0. few, хэс এতে f(x) wis বলিয়া, Ay—0, যখন Ax. 

7-4. (a) অবকভিভক (Derivative) : 

মনে করি, একমানবিশিষ্ট অপেক্ষক 1(%) এর মান [৫১ b) অন্তরাতে নির্দিই ও 
সসীম, যেখানে a<b এবং y= fla). মনে করি, a ও b এর মধ্যবর্তী যে কোন মান 
% এতে « এর পরিবর্তন Ах এবং / এর অনুরূপ পরিবর্তন Ay. তাহা হইলে, 9 
x এতে অধীন ও স্বাধীন চলরাশিদ্বয়ের পরিবর্তনের অনুপাত : 

Ay _Кх+ 2) Кә), 

Ax Ах 

চা 2з নির্দিষ্ট হইলে, ইহাকে хайш f(x) এর অবকলিতক 
বল! হইবে ; এবং Эг 2, a f(x) দ্বার! 555 করা হইবে; অর্থাৎ, 
d 
М үт ц AY 
-Lt f(x - Лх» — f(x) 
A230 Ax 


=14 f(x Th- f(x), 
1৯0 h | 


দ্রষ্টব্য $ বা, y বা, Dy দ্বারা Р) কে স্থচিত করা হইয়া থাকে। 
দৃষ্টান্ত 1. у=х*+3. 


"un y+Ay=(2+Ax)*+3 
= (x*--3)--(2x - Ax) Ax ; 


বা, Лу=@х+Лх®)ДАх, বা, Ee =2x+ Ax. 


. Ay 
.. Li = Lt = : 
2. Axe pt Ах)=2х; 


অর্থাৎ, Pze 
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mez y=f(a)= x° +2. 
yt 3y — (x 823)? +2 
7 (2? -- 2)-- (3x? --3x8z + (8x) lex 
= y+Í3x"+3xëx+(8x)°18x ; 
4 S= 3 +3xšx- (12), 


5 dy . = s 
sA 278 Бе 73282770905 
—9x*--3x X 0--0- 3x2. | 


7-4. (b) x= c এতে f(x) এর অবকলিতক 2 
মনে করি, хес এতে x এর পরিবর্তন Ax এবং у অর্থাৎ f(x) এর অনুরূপ 
পরিবর্তন Ду. তাহা হইলে, Ay=f(c+ Ax)— fl). 


এখন, Lt АУ নির্দিষ্ট হইলে, х=с এতে f(x) এর অবকলিতক আছে বল! 
৮৮৯০ Ах 


হইবে, এবং ইহাকে f (c) অথবা (2) দ্বার! zS করা 815 | 
wes У()-14 fle ^x) — Ко ч 
{ ৯০৯০ Ax : 
অর্থাৎ, f'(e)= Lt f(c +h) - о), 
m0 h 


s= 


3 f(c-- h) - Кє) f(c-- h) - Ко 
us : cur VV уле чих 1১2 ক =u = কে যথাক্রমে 
Rf'(c) এবং Lf'(c) দ্বার! স্থচিত করা ex | 


Rf'(c) এবং ЫР) উভয়ে নির্দিষ্ট হইলে এবং БЕ(с)-14(с) হইলে, 
f'(e) থাকিবে এবং বিপরীত ক্রমে i 
দৃষ্টান্ত 1. 1/)-*+2-5 হইলে, 112) নিৰ্ণয় কর, যদি থাকে। 
এখানে, 172)-2+-2১2-5-3 ১ 
#@+һ)= @+5)*#-Е2(2+)- 5 6h 4-h* +3. 
720০7 FH) f) 
20 


=L, (6841 -3)-3 
h0 h 

-Lt (6+h)=6. 
[т 
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দৃষ্টান্ত 2. y=sin z হইলে, х=л এতে ৫ বাহির কর । 


dy » sin (ঠা +h)— sin 7 
(2),-. Ёс h 
= Lt —sin h_ -l 
h-0 
দৃষ্টান্ত 3. দেওয়া আছে, 
এ 3x+2 যখন x20, 
fe) { ৪4842 যখন x< 0. 
REO) এবং 170) বাহির কর। 170) আছে কি? 
Rf'(0)- Lt f(0--À) = 200) 
7৯০4 h 


3h--2—2 . 
h =3. 


+ 
Lf'(0) =Lt f 0+ n cg f(0) 
h0- 


= Lt 


h* +3А+2-2._3 
১52 রহ 


সুতরাং, Rf'(0)= Lf'(0)— 3. 
Р(0) আছে, এবং f'(0) 73. 
1-5. অবকলিতকের জ্যামিতিক অর্থ (Geometrical Meaning of 


the Derivative) © 


মনে করি, একটি এক- 
আনবিশিষ্ট অপেক্ষক (2), 
[а, b] অস্তরাতে 795 এবং 
f'(c) আছে,যেখানে ৫০৪ 


[а,Ь] অন্তরাতে у = f(x) 
এর লেখচিত্র AB বক্ররেখা 1 
চিত্রে, ON =c ; PN = (0). 
AB wasa উপর Р এর 
নিকটবর্তী] а কোন বিন্দু, 
যাহার са c+ Ax. бш, QL=f(e+ Ах), যেখানে OL=c+ Дх. 
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QL এর উপর PM wm! মনে করি, £-অক্ষের ধনাত্মক দিকের সহিত PQ, 
৪-কোণে নত। 
এখন, чансаа! বরাবর Q বিন্দু P বিন্দুর অতিশয় নিকটবর্তী হইতে থাকিলে, 
OLSON অর্থাৎ, Ax-0 হইবে । যখন Дх-»0, তখন ОРК সরলরেখার 
সীমান্থ অবস্থান PT হইলে, АВ বক্ররেখার P বিন্দুতে РТ স্পর্শক হইবে। মনে করি, 
এখানে PT স্পর্শক আছে এবং উহা এ-অক্ষের ধনাত্মক দিকের সহিত / কোণে নত। 
স্থতরাং, ৪-৯%, যখন /১-৯০, 
এখন, РМО সমকোণী faga হইতে পাই, R= tan 0. 
: Ay 
১০৯০ Ах < 
বা, (2) „епу; অর্থাৎ, ып v, 
dxla=c 


স্থতরাং, বক্ররেখার উপরিস্থ [ ০, ((6)] বিন্দুতে эмний এ-অক্ষের ধনাত্মক 
দিকের সহিত যে কোণ উৎপন্ন করিবে, তাহার ট্যানজেণ্ট, (tangent) f'(c) হইবে 1 
দৃষ্টান্ত 1. /-*++] পমীকরণ যে বক্ররেখাঁকে সুচিত করে, তাহার 


উপরিষ্থ (0,1) বিন্দুতে স্পর্শক £-অক্ষের ধনাত্মক দিকের সহিত 7/4 কোণ উৎপন্ন 
করে,_ইহা св 1 


2n FO+W-FO ¿aQ 
এখানে, f'(0) ১ ; Қа) ৯447]. 
০18 51-14 


=Lt (апе; 
৪74 


৮৯০ h 
н, tan у= 7 (0) =1 tan л/4, 
Чел, ॥=গ/4. — -. নির্ণেয় উত্তরঃ m/A প্রমাণিত। 


gts 2. у= f(x) часачї Зэ (c, p) বিন্দুতে উহার স্পর্শক %-অক্ষের 
ধনাত্মক দিকের সহিত 7/3 কোণ উৎপর করে। f'(c) এর মান কত? 
এখানে, f(c) tan 7/3 ,/3, 


7-6. Ро নির্দিষ্ট ও সসীম হইলে, x - c এতে f(x) maw হইবে | 
এখানে, ын f) - fem Le. /(х)— fte) 


— ifle +h) - су 
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Zh fc Wf). y, 
৮৯০ h 


А; #Кс+һ)— Жо) у ү, $ 
h-»0 h h0 
—f'(c) x0 
— ( নির্দিষ্ট я রাশি ) x 0=0. 
` Lt (0)= (0); অৰ্থাৎ, хес এতে f(x) সম্ভত। 
০৯০ 
মন্তব্য 8 %=৫ এতে f(x) "we হইলে, fc) থাকিতে পারে, আবার নাও 


থাকিতে পারে। 
(a) মনে করি, f(x) 2x*. 
G) এখানে, 700) =0; ee fe)- Li Qf 70-f(. 
"reale, х= 0)এতে f(x) 155! 
Gi) আবার, 70)-1 %*-০-০, 
һо h 
"reste, f'(0) আছে, এবং তাহা সসীম। 
(b) মনে করি, fj) |х|; অর্থাৎ, 
ңд={ 2 20) 
G) এখানে, f(0-0)-Lt f(xX))eLt х=0; 
204 ৮৯০৭ ‹ 
10-0)-14 f(x)-Lt (—2)-0. 
৮৯০ ৮১৯০- 
*. f(04-0-f(0—0)20; অৰ্থাৎ, Le f9-0 
আবার, f(020; 2. Lt f()ef(020. 
৮0 
Чэ, х=0 এতে f(x) wwe 


Gi) অথচ, Rf(0)=Lt  f039—f(0) 
h>0 + h 
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(up, 0+0) 
এবং 1Р0) = 177 


14225014 
॥৮৯০- h 


এখানে, Р(040)24Р(0-0) সুতরাং» 10) নাই। 
দ্রষ্টব্য £ (6) এর মান +০ অথবা -ө ЯЛ, хэс এতে f(x) 795 
হইতে পারে, অথবা, নাও হইতে পারে 
(৪) মনে করি, fael _ Tz т 220 
এখানে, Ё(0)2-4 о ; এবং х=0 এতে f(x) "ws | 
0, যখন x«1; 
(b) মনে করি, = | 1, যখন x-21; 
2, যখন x21. 
এখানে, £(1)=+ = ; х=1 এতে (2) 795 নহে। 
বিশেষ দ্রষ্টব্য £ х=с এতে К) wwe না হইলে, 770 সসীম হইবে না 
অর্থাৎ, ইহার অস্তিত্ব থাকিবে না। 


7-7. দৃষ্টান্তমূলক উদ্দাহরণ 2 
Феја 1. х এর মান 5 হইতে 503 এতে পরিবর্তিত হইলে, Ax এবং Ду 
এর মান বাহির কর, যখন y=3- x°, 
х=5 হইলে, y-345! -28 ; 
2508 হইলে, y—3-4- (5:03)? = 28/3009. 
Дх-503-5-003, 
Лу = 283009 – 28=0'3009 
উদাহরণ 2. x এর মান 2 হইতে 1969 এতে পরিবর্তিত হইলে, 8% এবং 5% 
এর মান নির্ণয় কর, যখন у= 3x* 4-5. 
x=2 হইলে» y23x2*45-17; 
х= 1969 হইলে, y=3x (1:969)? -- 5 16630883. 
8к-1969-2--0031. 
ày = 16630883 — 17 — —0:369117. 
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উদাহরণ 3. х এর মান 3 হইতে 299 এতে পরিবতিত হইলে, 2/%* এর 
পরিবর্তন কিরূপ হইবে? 
ধরি, y—2/x*. তাহা হইলে, 
гу= 2 -2-28'-0299 
(299): 39. 3*x(299)9 
.2x599x001. 1198 |, 
9х299х299 780160020 0149. 
418444. দেওয়া আছে, у= +3; х=2 এতে Лх এর মান 001; 
0'003, —0'02 হইলে, Ду এবং Ayl Ax এর অনুরূপ মানগুলি বাহির কর। 
Ax = 0701 হইলে, /১১-12:01)1+31-12%431 
3 —(2:01)? —2*— 401 x 0 01 — 00401. 
এবং Дус 0:0401/0 01 = 4:01. 
Ах-- 000358) Лу= (2:003) 2-3) - 12? --3! 
= (2:003)° — 2? = 4'003 х ‘003 = 0012009. 
এবং Ay] Ax — 0:012009/0:003 — 4:003. 
Ax--002 হইলে». Лу={(2—0'02)* 31 —12* +3}=(198)* —2° 
-398х(-002)--00796. 
এবং Лу Ax —0:0798/(— 0:02) = 3:98 


উদ্দাহরণ 5. দেওয়া আছে, 92:45, দেখাও যে, x-2 এতে 
Ду/Ах-»3 যখন Ax—0. 


Ax 0 0003 | 000005 | 
Ay 03 | 006 | 0009 00015 | +. 
/১91/১% | 3 3 3 3 “নতি 


“=й [т 


— 0'001 
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উদ্দাহরণ 6. y=x5 +5 হইলে, х=2 এতে Ax এর অন্গরূপ A» এবং 
Ay/Ax এর মান বাহির কর। দেখাও যে, ДУ/Дх-»12 যখন Ax0. 
এখানে, А»-(24-А5)78--5)-123--5) 
=120Ax) -6(A2)* --(Ax)? 
" ДуДх=12+6(Дх)+(Лх)* 


. Lh у; 12) 
АКАУЫ 24 TI2-E6(Ax) (Ax) 1212; 


(Ws x—2 এতে Ду/Дх-э12, যখন Ax-0. 
উদ্দাহরণ 7. 5-732347 হইলে, > বাহির কর। 


Vol Yop {З Ax: FIL Dx* 7) 
dx 4৫৯০ Ах Aro Ax 


zh Зад) ла)" GE, 
Az30 Ax 


উদ্বাহুরণ 8. প্রাথমিক তত্ব (First principle) হইতে ০2 বিন্দুতে 
2x* +3 এর derivative বাহির কর | 
ধরি, (%)=2%:4-3. 


эд h 
= 2@+Ю)*+3}—{2х 2° +3} 
8৮৮0 h 
-Lt (84-25)-8. 

h-0 


উদ্দাহরণ 9. প্রাথমিক তৰ হইতে ৮712 এতে sin 2r এর derivative 
বাহির কর। 
ধরি f(x) = sin 2x, 


MEY] ai 
f'(nl2) = й (629-70 


2 sin 2 (2+) «in (27) 


———— Ñ 
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zd —sin 2h — sin Цаг — sin 2h 
БЭ h iu ( h ) 
--1 (соёхц Sinh 
7৯০ h>0 h 
--2Х1--2 1 
উদ্দাহুরণ 10. প্রাথমিক эч হইতে x—m/4 এতে sec x এর derivative 
বাহির কর। 
ধরি, flz)=sec x, 


f'(n/4)= Lt t): Q) 
h0 


2 sin (743) sin? 


a) ৯1 (1/4) sec (n/4)= V2. 
উদাহরণ 11. প্রাথমিক та হইতে Jx, (৮৯০), এর derivative 
বাহির কর। 
d(Jz) т, Ух-А- Уух, 
dx к һ 
i» х+һ—-х 


њо AV х+һ+ Jx) 
¿I 1 z is 
юд МФА jx Vy 


(৮৯০) 
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উদাহরণ 12. প্রাথমিক sq হইতে tantx এর derivative বাহির কর। 
d їап^%х p, tan" (x--h) - tan"! x . 
x ৮৯০ h 
ধরি, y 2 tan7!x এবং y+k=tan +В), 
তাহা হইলে, x—tan এবং x--h=tan (y-- E) 5 এবং k0, যখন 0. 


D d tan"! x Lt y+k- y 
i^ dx эо tan (y-F b) —tan y 


b 
Eum {cos y cos (y +k} X di 


=соз%ух1= d 


эЧ ы Еч еа ЖЕ 
l+tan°y 145 


Р(0) এর অস্তিত্ব থাকিলে বাহির কর, যেখানে : 


উদ্দাহুরণ 13. 
_[ 2x43, যখন x20 
Ка) i 3-2х, যখন х<0. 


এখানে, вО) НИМ 
0+ 


-р @+9`3_ 

һэ0+ 
এবং) 7%0)-74 {0+0 00) 

॥৯০- h 


-no 8-29-3.., 
h-0- 
অতএব, Rf'(0)= Lf 0). 


511, F'O) এর অস্তিত্ব নাই | 


DERIVATIVE OF А FUNCTION 148 
উদাহরণ 14. Т সমীকরণটি যে বক্ররেখাকে 595 করে 
তাহার উপরিস্থ (2, 3) বিন্দুতে 9 = বাহির কর ; এবং এ বিন্দুতে বক্ররেধাটির "rfe 


ЦЭР Soter Ue acer ew S EO 


(2) = Ї@+®*— татыта {2° -3x 2+5 
dx/(,0,9) һо 


=Lt (1+h)=1. 
h>0 


. tan v- (£7 —1-tan (1/4) 


х/ (2, 3) 
y m[A ; অৰ্থাৎ, স্পর্শকটি 45° কোণে নত 1 


প্রশ্নমালা 8 

1. x এর মান 3 হইতে 302 এতে পরিবর্তিত হইলে» Ax এবং Лу এর মান 
কিরূপ হইবে, যদি y= x° +2 হয়? 

2. x এর মান 31 হইতে 3002 এতে পরিবর্তিত হইলে, 5х এবং 8) এর মান 
কত হইবে, যদি 2y=3z+5 হয় P 

9. £ এর মান 2:5 হইতে 247 এতে পরিবর্তিত হইলে, 98 এবং Bs এর মান 
কত হইবে, যদি s=2t° হয়? 

A4 দেওয়া আছে, 9=%*4-5; х=2 এতে Ax এর মান 002 হইলে, A» 
এবং Ay Ах এর মান বাহির কর। 

5. x এর মান —2 হইতে -199 এতে পরিবর্তিত * чл 8х, 8) এবং 
Зу/8х এর ম'ন নির্দেশ কর, যদি 118 হয়। 

6. х=5 এতে Ax-002; 0001, -0003 হইলে, Ay এর অনুরূপ 
xta নির্ণয় কর, যদি y=1 —2x° হয়। 

1. দেওয়া আছে, y=3—2x у দেখাও যে, х=2 এতে КУАК -2, 
যখন Ax0 ; (Ax এর মান অন্ততঃ 4159 লইতে হইবে ) 

8. Gem আছে, y=sin x, ১০০০ 1°54 35.5 এবং cos 1°54'35"5= 
0:999446 ; х=90° এতে Ay এবং Лу/Ах এর মান কত? 
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9. প্রাথমিক эч হইতে fore অপেক্গকগুলির x এর সাপেক্ষে derivative 
বাহির কর ঃ 


LE TE ERGI 1, G20); (iii) Šp (740); 
(iv) 25629; (у) pe- 1; 
(vi) 22 (x740); (vii) ax*- bx c; 
“Z 
(viii sin х; 


(ix) neS (x*«1) 
10, দেখাও যে, NEE ате): 
G) ba যখন y-x?-45; 


G) (P) ,--5 чє »-3-2&; 
(80 (2. 97» নিধন ৮১৮৯1 

о (S. =2, o s-(0-2-3; 
(vi) (8), = 1, ч. gc 0; 
(vii) (5), o; = —2/ J3, 44400 s-arccost; 


(viii) (# 


dii-o 082, 9: охэё. 


11. দেখাও যে, (প্রাথমিক তত্ব হইতে): 


` @ f'Ó-0, যখন fa)=100; 
Gü) f'@)=10, যখন /(4)ё(х-3), 
(ш) ф(00)-0, যখন %(৫)-৭+-5) 


' (iv) f'(m-2, যখন — f(0)—sin 20; 
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ү = (. ০2] . 
(у) Ф(1)=1/9, যখন 42)-7 135 


(i f(-2)-425, _ যখন fim ils. 


(vii) F'(/2)= –16, sa Fa)=25+ 5; 


(vii) 4(1)--1, ws ৫) ти: 


(ix) f'(0)-0, যখন fix)2 z° cos, (520), 1\0)=0. 


12. (а) fíx)ecos2x হইল, Rf'(m) এবং Lf'(m) বাহির কর এবং f (7) 

আছে কিনা নির্দেশ কর। 
(b) প্রাথমিক ww হইতে х=л/4 এতে sin 2x এর derivative নির্ণেয় কর | 
ГС. U. 1976 1 


18. f'(0) এর অস্তিত্ব আছে কিনা নির্দেশ কর, যেখানে £ 


2+х, যখন x20, 
৩১০ 2--5, যখন х<0. 


14. দেখাও যে, х=1 এতে fix) sus; few /'(1) এর অস্তিত্ব নাই) যেখানে 
2 х, যখন x21; 
f(x) { 2-х, যখন. x«l 
15. f'(1) এর অস্তিত্ব থাকিলে বাহির কর, যদি 
х+1, যখন x21; 


fto- | > যখন х=1; 
х-1, যখন x«l. 


[$ 6-7 দ্ৰষ্টব্য 1] 
16 দেওয়া আছে, 4$(%)=3+2%, যখন —3/2<х<0; 
-3-2х, যখন 0<х<3/2. 
দেখাও যে, х=0 এতে 41৯) лат; কিন্তু 4'0) এর অস্তিত্ব নাই। 


0, যখন 0«х«4, 
17. দেওয়া আছে fx) 41, যখন х=} 
2, যখন {<х<1. 


দেখাও যে, x=3 এতে fx) we নহে। 113) এর беч আছে কি? 
10 
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18. (а) যদি). | х1 | হয় তবে, দেখাও যে, х=—1 এতে 7০) 
সন্তত ; কিন্ত f'(—1) এর অস্তিত্ব নাই। 
0) f()-2x--|x| এর х=0 এতে derivative আছে কিন। তাহা 


যুক্তির সাহায্যে দেখাও | [ C. U. 1977 ] 
19. দেওয়া আছে, (%)=%*+%4+1, যখন 1<х<2; 
=3х, যখন 0<х<1. 


দেখাও যে, ] 0, 2 [ এতে Р(х) আছে। х-41405/(х) এর মান কত? 

20. у=2 ২/+3 সমীক্রণ যে বক্ররেথাকে স্থচিত করে তাহার উপরিস্থ «-3 
বিন্দুতে উহার নতিমাত্রা ( gradient ) কত ? 

21. y=sin x বক্ররেখার (0, 0) বিন্দুতে স্পর্শকের নতিমাত্রা বাহির কর। 

22. y= x) বক্ররেখার উপরিস্থ [ с, $(6) 1 বিন্দুতে স্পর্শকের নতিমাত্র। z/6 
হইলে, ф(с) এর মান কত? 

523. ৫৬০ বক্ররেখার উপরিস্থ Р(2,3) বিন্দুতে ৫) এর মান 43; 
Р বিন্দুতে বক্ররেখাটির স্পর্শক £-অক্ষের ধনাত্মক দিকের সহিত যে কোণ উৎপন্ন 
করে তাহার মান কত? 

24 у= Қ) বক্ররেখার Qh B, বিন্দুতে f(x) এর মান 37" Q বিন্দুতে 
বক্ররেখাটর “ат ОТ, хеста ধনাত্মক দিকের সহিত 0 কোণে নত হইলে, 
9 এর মান কত? 

25. y-cot-!x বক্ররেখার LO, п/2) বিন্দুতে স্পর্শকের নতিমাত্রা 
বাহির কর। 


1-8. Some standard derivatives : 


০০. © 5 “Харын, 
4 

(3) 7 (а%) =а“ log. а; (4) — (log. x) ZE, 
dx Х х 

প্রমাণ H c 5 


৫) i (х") -H загас 


১, - ; [x=+h=u] 
u-x 
Deu (ne sex রাশি )। 


DERIVATIVE OF A FUNCTION ит 
অন্তব্য £ п-1 খণাত্মক xm রাশি হইলে, x0 — 


А а Жи? 
ay: G) 4х 9 1; Gi) ax 695 i 


о) £ «9-8, Pee 


h»0 А | 
4 үүх a*th a” 
D ™ fl a h 


a^-1 
5 


ећода — 1 
hc 


=a“ x Lt 
h0 


-a* x Lt (а>0) 
1-0 n 


ё LA [k=h 10৫52] 


=a" logra X Lt 
৮৯০ 
= а° loga X 1= а" logea. 


Ф td- Pettis s 
А ML 
=i xL lop (2 
iL врп) [z =h/x] 


-lyi-l, (x70). 
x x 


as: 225 logax = 'ogae X logoz, 


d і 
dx (log.x) ? loge. : 


—— E^ — 
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1-9. Some more standard derivatives : 
(1) x গে х) -совх, (2) A (cos x) - sin x ; 
(3) x (tan X)-wec'x ; (4) 2 (со! х) = - cosec^x 5 
(5) H (sec x) (6) 3 (cosec х) 
৪৪০ x tan x ; = —cosec x cot x- 
প্রমাণ 
div. sin (x4-h) sin x 
(1) dx (sin пери MN LEA 
= 295 SMS sin (3/2) 
h0 


Es Sin (А/2) 
=, DE xL cos (x +h/2) 


=1Xxccs x=c0: x. 
d =r, Cos(x-h)- cos x 
(2) * (cos x) Ë A eges E ИР 
adi 2 sin terum sin ( — 4/2) 
»-»0 
ин! sin রি : 1 
1416 MES эс sin (x+h/2) 
= =] x1 xsin x= —sin т. 


d шүү, бап (х —tan x 
© esas recens 
sin h 
7৮৯০ h соз x cos (x+ h) 


= Lt 


= Lt sinh, p, 1 


h0 h h>0COs x cos (x+h) 


1 B 
=1x —= =sec°x ; 
cos*x 


(хи On & 1) m, n 90 41 পূৰ্ণন্ংখ্য! ] 


— ————— ы ы ы ы + 


DERIVATIVE OF А FUNCTION 149 


(4) 4 (cota)e 1, tie со: х 
x 7৮৯০ 


h 
АТА = віп h 
= 829 h sin x sin (z+ h) 
sin h 1 
@ із h сул P хо ЕР) 


зл: = — соѕес?х ; 
sin*x 


| 2417, п=0 বা # সংখ্যা 11 


h 
cos x— cos(x + h) 
h0 h ০95 x cos(x + h) 
E 2 sin/x -h/2) sin(h/2) 
॥-৯০ h cos x cos(x+- h) 


inns 


=] x sin xX = 
соѕ?х 


(бу 4 (вес) = 10 5০07০, 
ах &-৯০ 


1 
cos х cos(x + h) 
= ес x tan х; 

| z=#Yn+1)r, п=0 বা 5 840111 


4 созес х +h) — cosec х 
p). "Ж mI ши ш. ৯৯০০৯ 
(6) (cosec x) ve 


UM sin х sin( x+h) 
h»0 hsn x sin(x+h) 

=L 2 coslx+h/2) sin( — 112) 
/৮৯০ h s:n x sin(x4- h) 


um sin(h/2) 
182১0 012) TMS pas AFER 


$ 1 
1х1хсоз хХ sx 
= — cosec x cot x ; [ хип, n= 0 xi পূর্ণসংখ্যা | ] 


agg: (3)—\6) পর্যন্ত প্রতিক্ষেত্রে n = 0 অথবা ৰে কোন পূর্ণসংখ্যা। + 
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- dy. dx, 
тав. 2 iU 


মনে করি, у=), যেখানে la, b] এতে fü) Wwe এবং strictly 
monotonic increasing 41 strictly monotonic decreasing х=с এতে 
Ах এবং Лу যথাক্রমে x এবং % এর পরিবর্তন, (a<c<b); এখানে, Ах» 0, 
১৮0১ এবং Ay—0 যখন Ax0. 

যেহেতু Ay Ах _ DEAS Ах, 
* Ax Ау т ЖЕКЕ у 


. Ay Ax 
т el ЦЭ 
৯০৯০ Ах дуэ0 | Ay 


7-11. Some more standard derivatives : 


der Y П, d 2 
0) à; Cin x) msc (2) নু (০০5 x) SES 
———— шанг аавын 
E ES ks S OS cep" 
«3) 32 (tan TI ; (á) gz (ot '") ipu! 
qu 1 d x еў 
үс >} = — ও ирээ E ১ ০ — * 
(5) 8৫০০ x) 229-0) т 1x) TET =; 
প্রমাণ : рте 
(1) এখানে, »-sin-z[|x|«1]. <. x=sin y- 
d meos у= Ica = VIa" 
dy dx 
az а" e ж [Єт 
দ্বিতীয় পদ্ধতি £ 
d (i-i Hin l(r+h)—sin" lx, 
2, ০০ x) TERT ERT 


ধরি, yasin tx; 42-80-5017), 
e 2. x=sin y; xthesin(y-k); 2-0 যখন А-0. 


E 
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uuu. n b 
E ০27০5 í— 

g in 7 Ito not b)- sin y 


zlt Eri Mode 
102 cos(y+ b/2) sini/2) 


শর: 2০ ৩২ 
k»osin(b/2) cos( y + 2/2) 
=1х 11:25 


1 
—* = [|х|<1]. 


(2) এখানে, y-ccstx, (151411 


de —sin у= — Л —cos!y = Il নব চুজ্ 


", "x= cos y. 


AES 
dumque MEER 
দ্বিতীয় পদ্ধতি £ 


4 (сов-1)= Lt соѕ-10х +) —cos^!x, 

dx вэд 

ধরি, y-cos x; y b cos Mx -- h). y 
*. 2008 7 ` x--h- cos(9 +h) 5 k>0 যখন h0. 
4 -1 = (MEME NR 

“Буй 2) It cos (y 5)-с08 y 


k 
=Lt 2 sin 0782) sin (— 2) 


ies л л азын 
--1ХИ sn (00) sin WFR) 
T -1 
= дәй y Jte ৮৮ 
(2) এখানে, y=tan"lx, [-9«x« o]. 


dx вес? yeml-z* 
ДУ вес? у=1+х°. 


x=tan у. 


dx 1 ду ї4х” UB 
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দ্বিতীয় পদ্ধতি ঃ 


4৩০-৮০- и, tan^!(x--h) – tan^!x. 


h 
® y-tan^!x; চবি 1 +h). 
x-tan y; хат tan (у+Ё); 


k 


авт) -u Къо tan (7+0) tan y 


Жон Ь cos у cos (у--5) 


k>0 যখন h-0. 


৮৯০ sin b 
= ай - соз У cos (y +b) 
৮৯০ sin P 
- LETT 1 Da = > < > |, 
1x cos Y= eec? y Itz” Ї «х« 1 
(4) এখানে, y=cot"l1z, [— %<x< =]. "соЄ y, 
э dX: 


^O — co:ec?y 2 —(1+ х?). 
2 


i/i. ге” l- e <x< оо], 


Oe. 


3 ০০০ 
d (০০৮1০) = Lt cot"! (x - h) - cot" !x. 
dx ГЕС 


h 


ধরি, y-cot!x;  ythb-cot xh) 


ET ek x+h=cot (y+); 


Ь 


i 1 ' noms, tne РЭН 
2 cot” x) P. cot (y +b) — cot y 


Lg Ë sin y sin (y+ b) 
0 -sın b 


দি 


= -1х1хѕіп? у 


k>0 যখন h-0. 


i sin y sin (y+) | 
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5) এখানে y-sec x, Ї1|х|»1|. 2. x=sec y, 


Y dm sec y tan yex J33— 1. 


. dy, /dx 1 
Ума: удул P рс 0 Зө 
দ্বিতীয় পদ্ধতি : 

"xe sec^Y(x- h) -sec^?x . 


d 
x (sec i 


«fs, у=вес-1х ; y he sec Yx- h). 
2. x=sec p; x+h= sec (y+) ; k0 যখন 1৯০, 
Š d EA Ь 
Ugo MER гиз 
k cos y cos (y+) 
1৮৯০ Cos y — cos (у+ b) 
те — Ë cos y cos (7+0 
k>0 2 sin (y +k/2) sin 42) 
812 cos усоз(у+Ё) 
o0 sin sin (4/2) sin (yt 2) 


০০5৭. 1 
siny secytan y 


=1х 


а АА " 
xml [|х|>1] 


(6) এখানে, у= созес”?х, MET >1]. .. x-cosec y. 


2. dX _cosec y cot ye —x V x3 — 1, 
dy 
T dx _ TE E. ў 
.. ах -1 dy “১ 25 টি 1! Іх] 1 
দ্বিতীয় পদ্ধতি : 


-1 x uu 
d (соес 1 2 ц Eee hpricot 137 
ix hx) 
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ধরি, у= cosec^!z ; y+b= совест (x+h). 
d esc y 5 z+ h= ০০5৪০ (y-- b) ; b0 যখন 10. 
Ь 


cosec -l1 -14 "З Ped, ২ esee ta 
+ 2) к? соѕес (У + k) — cosec y 


Pis k зіп y sin (Y +b) 
৮৩ sin y—sin 078) 


Жо? k sin y sin (9-5) 
k-0 2 cos (y+ k/2) sin (82) 


Ы2 sin ysin (y+) 


Үү: = TAN sin (b/2) cos (y + b/2) 
-15 15 Зе MARAS SENI 
Сов y 59560 y сог y 
০, 
7-12 Important Formulae : 
1)-0; ৭০০০) - ct, 
সি эвий aen: 
d du , dv di .du dv. 
(3) act?» dd (4) FR v) d Et 


NH d 
(5) Ze» абу у de (6) ч (8) Tdr "dx. 


Тас! PAE 
“ӨМД ae El гае. 


প্রমাণ ঃ | 
d 8225 
а) = একটি АЙ ধ্রুবক হইলে, Quit না 0. 


E ডখা: diss. 
দৃষ্টান্ত £ zo 492-0. -- 
(2) ৮০০৭ 


890. с(и+ ^u) —cu 
а (cu) “ЗА” түг pr 
zcLt Au _ du. 


Azy0dx dx 
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দ্বিতীয় পদ্ধতিঃ 
ধরি, u-f(x) 
dis ud cf(x- h) ^ cf(x) 
ax аге: ৮ 
mox I fiti КӘ „ср qe 
qe: 2 08::4-32( . 
Be 3) 733. tan x)=3 sec*x. 


(3) মনে করি, du এবং ФУ এর অস্তিত্ব আছে। 


dx dx 
So py)e p - Wt Аи+»+ Л) ub) 
dx Az30 Ax 
2 Au Ea 
৯৬৯০ Ax Ах 
Ди ৮৫৫৫৮, 


=I: AU үр, „Аз бич. 


Ax30AX ৪৫৯০ Ди dx dx 


দ্বিতীয় পন্ধতিঃ . 
ধরি, ॥= х) এবং v= (z). 
নল 
x x 
-L Áf x+h)+ (z+ hb — MfG) Ф) 
һ»0 h 
ET A Кх+№- Ко) , r, 9x h) — ф(х) 
৮৯০ h ১৯০ В 
=н). 


qts : Ze + sin x)= (x) + Gin ж) = 2х+ соз x. 


Ял, Yu Au) -lwt Art- luo) 

(4) k nen কর: Seny) 
= Lt Au n Av 
Az>0 Ax Ar>0 Ах 
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দ্বিতীয় পদ্ধতি : 
ধরি, u-f(x) এবং у= ф(5). 
E Z ш-9-2189-400) 


=L хэ каены «ay 
1৮৯০ 


=L f(z+ h)— f(x) 42017 $(৮+7)- ф(х) 
h 8-0 h 


=f- da) 2- a” 


qre: Ee- tan 3)- 1. @9)— (ва x)=- sec?x, 


G মনে করি, 44 এবং এ” সদীষ; যেখানে u এবং » উভয়েই x এর 
অপেক্ষক। তাহা হইলে, и এবং » সন্তত এবং Au—>0, Av90 যখন Ax—0. 


CASE (u+ Ди) Av) uv 
GELS едат. 


- Av Vy Au Аи Av, ny 
H o LA 1698 An A, Ах), [৮০৮০০ 


n 25 ах 


দ্বিতীয় পদ্ধতি š 
ধরি u= На) এবং у= gla). 
È (ш)-2:100 400 


ши j^ + EE 1166 
h0 


= Lt Le fiati) "P Le gx ТТЕ —f(a) 
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= f(x e'(x) + eC9f (x) 


T 1du,1dv 
(uv) (а) 
$ d i - 4, i d æ 
দৃষ্টান্ত £ 4; (e* sin х) aF (sin x)+sin х азе 
= е“ cos х +(sin x) e” 
- (sin х + соз x). 
মন্তব্যঃ অঙ্গরূপভাবে দেখানো যাইবে £ 
(1 du , 1 dv 


& (uvw = + )=(uvw---) IEE 


41 dw ,, ) 


„ак +”) 
(6) ধরি, u, v উভয়েই এর অপেক্ষক ) q এবং এ IANI সুতরাং 
Au0, /১৮-৯০ যখন Дх”. 


utAu ч 
“(=n wA» 7 p vAu-uAv 


dx V. ৮৮৯০ Ax A30 Ax yv Av) 
›^ч_ Av 
-ї Ах Ax 
& 730 (, + Av 2 
20 Ко Ах) 


দ্বিতীয় পদ্ধতি : 
ধরি, us f(x) এবং vog). 
4 f(x h) f(x) 
e 4 (ul. d: (fiir, xh) Ф 
-BG a a = 5৪ 
L 1. — [qf - fi 
ho SAGE) (o А 2м). 
d(x +) -lx 
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du ,dv 

7 D iat we 

E 19০) юм (х= M 
_Ч (14да 1dv), 
v lu dx id 


È (in 3- sin x È (z) 
d ins" 


=” сов x-(sin x) 250, cos x—2 sin x)/z°. 


2* 
344): অনুরূপ ঢাবে, দেখানো যাইবে, 
০105 (148.19... __14р 144. 
dx ра, 2 = u dx de pdx qdx 


7-13. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ : 


উদ্দাহরণ 1. х এর সাপেক্ষে derivative নির্ণয় 94: 
4) 2х,/х--3 tan х, (4) (3х-2)3--2х)-2, 
(iii) 55--х5-55, (iv) вес х — е2 log s+ 8/3, 


G) £ (2x Jx--3 tan 2-3 £ (2334.3 tan x) 
"det 4 bed (3 tan 2)- 2-8 Ax*3s вес!х 
xam za X „ЈЕ sec*x). x) 
Gi) (3x—2)(3--2:)-2- 6x? 5x — 4. 
Z (3-28422421- 2. (62* 4514 
=12х+5-0=12х+5, 

(ш) 2 (5* -- x5 +5) =5° 1045 + 5х* +0 

= 5° log,54- 5x*. 
Gv) 4 (sec 68198 z+ ate 7 e g (sec z— х" +2203) 


БАТ 9-4 Gne (217) = sec x tan x- 2548 x - 19. 
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উদ্বাহরণ 2. x এর সাপেক্ষে derivative বাহির কর £ 
(9 x? log x, (ii) 2# sin x, (iii) ein соѕес x. 


@ = 12 log х) = x5 ডা. i; (os х)+ log xx 2 এ (x?) 


a? x 1- log а) х Зана" log x. 
AS H (2° sin 22৮ (sin z)+ (sin 2х (22) 
=2° cos x-sin x (2° log,2), 
Gii) x а ta? +2) cosec x] (৪ +24 x (cosec x) 
+cosec x 2. (x342) 


= (x* +2)( – cosec x cot х) + cosec x x (2x+0) 
= —(x* +2) cosec x cot x +2x cosec x. 


উদাহরণ 3. х এর সাপেক্ষে derivative নির্ণয় কর : 


0 1+х* @ sin x (ii) 1-sin х, 


Itr’ log z, l+sin x 


: d К sd 
Ас 4 Let). (+) (x )-ü Tx 5, 0*9 
Patr ৩ 855 রর 


_01+/22-0+50)-1- 2 _ 
d+): U+x)° 


d log xX cos x — -sin «xl 

Gp; (тэк >, 
20652 (log x) 

ay) 4 (197 _(1+ зїп х)(— cos x) — (1 -sin x)(cos z) 
dx M. sin x (1-rsin ж)? 


= 2.085, 
@Fsin х) 
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উদ্দাহরণ 4. দেখাও যে, x=2 এতে ৫ 2-21 
যখন у= /2х 2 74. 
হ-+/2+ 4-x 


এখানে, y= N2 Jx— Joa 42, 


D Ф. AE J2(-5 1 এল 285 —x)+(4+ x) 


2 s (á —x)* 


উদাহরণ 5. sp br Ёс হইলে দেখাও G 
$' (bla) — (b* —ac)/b?. 


Фк) = e x--bY2ax +b) —(ax* --bx 4- 4c)a. 
(ax - b)* 


ша х" -2abx +b? — 4a 
(ax+b)° 
s s B, 3 
#'(bla) =° +> ын 4ас 
উদ্দাহরণ 6. 5/-2৪ -3৮*-12+-1 বক্ররেখার যে যে বিন্দুতে ম্পর্শক 
хее সমান্তরাল তাহাদের ভুজ বাহির কর। 
5y 22x* – 3x* — 12x +1 হইতে পাই, 


5% =6(х* — х—2)=6 (х-2х+1). 


= (b* — ac)/b*. 


dy 


29 যখন х-2,-1. 2. নির্ণেয় Єх-2,-1. 


эт — 
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প্রশ্নমালা 9 
z এর সাপেক্ষে derivative নির্ণয় কর ( 1 to 3): 
" 1 na 2 
4 1 = 2 - А 
1.0) 3:*54-2x; (ii) x x - ^ (iii) 2০০৮১ 


Gv) 4x ®+3х+5; 
(vi) ১৪7০০5৮12০5 


(viii) 2 log x--3 sin"!x-4-2* ; 
(x) 10৫০47627৭3 

2.() (2х—5)(5++3х); 
(у) 10x! 


(іу) 3"cotx; 


(уй) x e"logex ; 


(x) xsinx-e"cotz; (х0) 


£0 майр 
б) Pts, 

ну lx, 
(vii) 1- ух? 


(х) sin x--cos х. 
sin x—cos x ' 


1+х+х?. 
1-х+х?? 
4 দেখাও যে, 


(i) x 2 2 y, 


(ii) 2 Bym, 


(xiii) 


(iii Wen 


(iv) 
অস্তরকলন-_11 


2 cos x 
= (1—sin z)* * 


(у) (4х- 


(vii) Ут-3 cos x+tan" lx; 


Уа! ca; 


(x) 10°+х10+е10е, 

(xi) à cot x—sec"!x4-25; 

(H): хорос; . (ій) e*cos"ix 3 
(vi) sec xtan x; 


(8) (2143) tanw; (ix) (Ju L)'S 


ih [ C. U. 1958 ] 
) М2-10° орх. 
(i) ==; (ш) Lr 
(v) FU (vi) 17257 
nem 
ш) iens Temes NÚ даа 


xiv) z sin z+ cos сазе 


) sin x—x cos z, 
x cos x —sin x” 


x sin z+ cos x 


E 


যখন »-1-z*; 
যখন y= sec ++ tan х, 
যখন y= এ+, 


sec x+tan z, 


ҮН ৯৪৪০ x—tan x 
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5. দেখাও যে» 
© f*0-1 যখন f(x) = e?sin x ; 
G) 40-468, যখন = У(з)+/?; 


TOIT A. .ltsinx, 

Gi) f(m2)-2, | যখন Й) 
„y (d Kia _x-+sin =, 
28 (o o bom Y= 74০০৪ 
х*+4х—3, 


v (2) - = 8 gp যখন = 1450. 


6. 4 wu latrare x sinx 
আকারে লিখিয়া দেখাও যে, 4. (tan х)=зес* x. 
sul ШҮ z 
; 80 T gg = = হইলে, দেখাও যে 2 =0 যখন х= п/4. 


8. у=} **4+3 বক্ররেখার যে যে বিন্দুতে উহার স্পর্শক 4-অক্ষের সহিত 45° 
কোণে নত তাহা নির্ণয় কর। 

9. Зу=х*—2х+4 বক্ররেখীর উপর (1, 1) বিন্দুতে ম্পর্শকের নতিমাত্রা 
বাহির কর। 

10. 5у=х#—6х*+9х+11 বক্ররেখার যে যে বিন্দুতে স্পর্শক ঠ-অক্ষের 
উপরে লম্ব তাহাদের(ভুজ বাহির কর। স্পর্শবিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক কি কি? 

11. у=х*—6х*+12х+6 বক্ররেখার х=2 এতে নতিমাত্রা কত? Ф 
বক্ররেখার যে যে বিন্দুতে নতিমাত্র। 3 তাহাদের কোটি বাহির কর। 


12, Қх)= — Qu zat কোন্‌ oria বালের 0000607 


13. (= at үл = হইলে, £ এর কোন্‌ কোন্‌ বাস্তব মানের 89 


1 ЮМ, 
ф(х) 
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14. দেওয়া আছে, 
2+ =, যখন x«0, < 
x)= l 2, যখন 0<x<1, 
17৯, যখন x1. 
x এর কোন্‌ কোন্‌ মানের 89 f(x) নাই? 
15. দেওয়া আছে, 


dx) = x*sin В (৮০) এবং 4(0)—0. দেখাও сї, এর সকল মানের জন্ত 
(x) আছে। 


7-14. Differential of a function : 

মনে করি, у=), যেখানে [a,b] এতে f(x) সসীম এবং х= এতে Ах 
এবং A y যথাক্রমে x ও y এর পরিবর্তন, a<c<b. 

যদি এখানে Ay কে Лу=АДх+єДх 2 а) 

আকারে প্রকাশ করা সম্ভব হয়, যেখানে А হইবে Дх নিরপেক্ষ এবং ৪৯০ 
যখন A2৯0, তাহা হইলে, x—c এতে f(x) 31 у differentiable হইবে এবং 
তখন A Ax কে x এতে y ( বা f(x) এর differential বলা হইবে এবং ইহাকে 
dy দ্বার! সুচিত করা হইবে; অর্থাৎ, 


dy=AAx ов © (2) 
এখন, (1) হইতে পাই, AS/Ax- Ae; (е0 যখন A190); 
Ay. Ў t= 
অর্থাৎ» HS 12 A; বা, f'a)= A. 
.. dy f(x) Ax. হান, (3) 


সে সমস্ত অপেক্ষক differentiable তাহাদের জন্য (3) সর্বদা প্রযোজ্য।: ধরা 
যাক, (৮)=% ; অৰ্থাৎ, y=x এইরপক্ষেত্রে /(х)=1. সুতরাং, তখন (3) 
হইতে পাই £ 


dy-lAx; বা, dx-Ax; .. (4) 
অর্থাৎ» স্বাধীন চলরাশির differential এবং increment সমান। 
তাহা হইলে, (3) এবং (4) হইতে পাই, 
dy = f'(x).dx. ... P (5) 


সুতরাং, (5) হইতে পাই, f'x)edyldx .. 9 (6) 
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অর্থাৎ, যখন derivative বর্তমান, তখন differentials এর অঙম্ুপাতই 
derivative. আবার, (5)হইতে দেখা যায়, dx এর coefficient, f'(x). 
সেইজন্য, derivative কে differential coefficient বল। &3 | 
মন্তব্যঃ хэс এতে f(x) differentiable হইলে, fc) সসীম হইবে ; 
এবং বিপরীতক্রমে, f'(c) সসীম হইলে x= c এতে f(x) differentiable T | 
দৃষ্টান্ত 1. 42 এর differential বাহির করু। 


ধরি, у=х3+2. e draagt. 
КА ৫১০৫৮, - dx=3x°dx. 


নিৰ্ণেয় উত্তর : 32* dx. 
দৃষ্টান্ত 2. y—tan হইলে, х=п|4 এতে dy বাহির কর, যখন dx — 0017. 
«WI, y-tan x. 2. dyesec*z dx. 
х=т|4 এতে dx-0017 হইলে, 
dy (ѕес?п/4) x 0:017 22 x 0017 = 0:034. 


7-15. Derivative of a function of a function : 
মনে করি, у= (и) এবং u= (x), যেখানে х=с এতে ф(х) differentiable 
এবং u= &(০) এতে flu) differentiable. 


Ж তাহা হইলে, du-4(x)dz; এবং dy=f'u)du. 

k à 2. ау=Ё(и)+ф'(х)+4х, «^ d»ldxef'(u)-9'(z) 
Зу, dy „ач, 
dx du dx 


484): »-í0();v-4();u-g(x) হইলে, (যেখানে у, v, u differen- 
tiable), অনুরূপভাবে, আমরা 98: 
ду dy, dv du , ইত্যাদি। 


dx dv du" dx! 
দৃষ্টান্ত 1. у= Изіпх ধরি, y= Vu; u=sin x, 
dY dy, du, 1 (axes 


= x — * =ч 
dx du dx 24u 24sinzx 
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দৃষ্টান্ত 2. »-logtan"!x. ধরি, y=logu; u-tan^!x, 


dx du dx "146. (13-55) tan iz. 


দৃষ্টান্ত 3. y= etan"( Ve), 
ধরি, y=e" ; v=tan lu; u= Vx. 


dy _dy dv „du 
йх 4» du ах 
1 - AT CN. 
e dst y ima 2145) Jx 
7-16, Some standard derivatives : 
d des 
(1) Z (5৮2) = me"*; (2) Ё (sin mx) =m cos mx ; 
dx dx চিক UK 
(3) 3 (cos mx) (4) a (tan mx) 3 
= а віп тх; aom бен sec^mx. 
Г প্রমাণ ছাত্রের! নিজে নিজে করিবে 11 neg. ss 
টি 
বিশেষ দষ্টব্য £ 


xnzenlogz, (n= নিৰ্দিষ্ট বাস্তব রাশি এবং x এর যে যে মানের জন্ত ইহার 
"অস্তিত্ব আছে, তাহা 5615) 1 


(4) 4 


S (gnlogez) = en ех ^ 2: 


অর্থাৎ, 1 (x^) =пх"-!, 


7-17. প্যারামেত্রিক (p ) আকারে প্রদত্ত সমীকরণ айв 
derivative নির্ণয় 2 , 

x* 4- y? =a? সমীকরণ, (х= 0, ‚5% 6) এর সমতুল্য। সেইরূপ, 

= 4ах সমীকরণ, (০০০৯১ y এর সমতুল্য ; এবং x'a’ tyb =l 
সমীকরণ, (х= а cos $, У=Ь sin 4) এর সমতুল্য ! 
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যনে করি, প্যারামেট্রক আকারে একটি বক্ররেখার সমীকরণ £ 2-0) এবং 
y-J(0, যেখানে e(t) ও y(t), t9« এতে di&erentiable! তাহা হইলে» 
dy - (t) dt ; এবং dx= (0) dt. 


2. dyldx- (081) ; 


dy 
ৰা, dy (t dt 


dx 4() dx 
dt 
cH x-at? ; y=2at. 
dy 
ду dt 2a l 
dx dx .2at poo 
dt 
দৃষ্টান্ত 2. х=а созф;у=Ьвїп $ 
ду 
йл" b cos $ b 


NN 057, y-tan 0. 


.'. dx=2 sin ө cos 0 do ; dy = sec?0 do. 
. dy sec?o 40 


1 s 
ee Ym AEC IO ১০ 56059 cosec б. 
dx 2sin8cosodo 2 8 


NS 7-18. Berivative of Implicit functiens : 
মনে করি, Y:=4%. সুতরাং, у= +2 Jx. 
pO 


A এখন, у= +2 x হইলে, 9 Be ans 


ЛЭЭ 
23. 


pha Á ৮১২০1 সুতরাং y’ = 4х 
টি: 


dy 
29227 


4, অর্থাৎ, এ 573 
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সুতরাং, সাধারণভাবে, 14, у) =0 এর সাহায্যে y, х এর অপেক্ষক হইবে। 
অতএব, f(x, y)=0 এতে y, x এর অপেক্ষক হইবে ; এবং তখন, f(x, у)=0 কে 


x এর সাপেক্ষে অবকলন করিলে সহজেই 92 পাওয়া যাইবে। 


দৃষ্টান্ত 1. x*4x*y? + у%=4. 
উভয় পক্ষকে x এর সাপেক্ষে অবকলন করিয়া পাই, 


4x9 41722947452) +4у*@У 4у м, 
3l (ty +258) = (253 + xy") 


d»... (24৯), 
ч, dx" (x? +2y°)y 


7-19. Logarithmic Differentiation : 


মনে করি, у=). —-. Юву-40) 1951 3, 
ইহার উভয় পক্ষকে x এর সাপেক্ষে অবকলন করিয়া পাই, . 
5-4 Dag) loge fa)+ Эх 70). ii 


. dy ака) х x [so logs 100546 ga) j” f(x) Ї 


দৃষ্টান্ত 1. x এর সাপেক্ষে (sin x)“ এর derivative ы কর। 


ধরি, у= (sin x)“. -. loge уз loge sin x. 
199 i ies EN . " 
25 1x loge sin x+% X -5 X cos z; :3 рЫ E 
বা, পু х+2 cot zl. І 8 


7-20. একটি অপেক্ষকের সাপেক্ষে অপর একটি অপেক্ষকের 
derivative : 
মনে করি, $(%) এর সাপেক্ষে f(x) এর derivative বাহির করিতে হইবে৷ 
ধরি, у= f(x) এবং z= (ж); তাহা হইলে, 2 বাহির করিতে হইবে। 


— dy _ dy , dx f(x), 
Mt en de ШЗ 
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দৃষ্টান্ত 1. sin এর সাপেক্ষে tan 71x এর derivative বাহির কর 1 
ধরি, y-—tan^!x: z-sinx. 


dy _ dy /dz _ 
15 Чак / de. ia a [сз з= 


s: ০০97৮ 
7-21. (a) Some more standard derivatives : 


а. „ү та ү er +e - 
(1) ах Ginh 3er ) EU 2৮ cosh х, 


(2) (om х) 2 (£7*7)- 4 — inh x 


2 2 
еса 
(3) ditanh x)- A (sh кы Uosh* == Em qut s. = sech*?x., 


= —cosech?x* 


cosh x. sinh *x — cosh?x 
e до эр dx i ane AT 77 snh*x 
d = EE x 
(5) 8৯৫০০ x)- 


ess cosh?x > = anh. 


а и А а єсар * 
(6) a (cosech x) 2 ЕЭ ) নিবি cosech x coth x. 
(b) 


G) L Ginh)- 


1 এ | - ii 
REEF (i) (cosh 8 
' di) дек tr 00 5:5-26:51 


-1 
xV 14x? 


53 TOR х (cosech* їх)----- 


(v) jx ech) TT 
দ্রষ্টব্য £ 

sinh" «log (z+ Jx*-F1); cosh-1x=log(x-+ ৭2570, (x*>1); 
ltz , (х 


tanh“ izel log 1— 31), сой x=] log 5 zl ,(х*>1)3 


8০৫৮-১০-10 এল (৮41) ০০০০৮২৫৮1০৪ 1+ V TEES 
x 


২৯ টি সস ৯ পা fm এপি = — 7 < 


সীট 


DERIVATIVR OF А FUNCTION 
[Hints: (i y-sinh^!x. 2. x=sinh у 


dE - cosh у= Jl+sinh*y= l+ x*. 


Huy y de таг 
U" dx d» 4175 
অন্থভাবে, যেহেতু, sinh^!x-log (+ J+ D, 
813 হি Anis 1 x 
2 (sinh 2 сукут 03:1 
MP . 
м1--23 
এইভাবে অপর অপেক্ষকগুলির derivative বাহির করা যাইবে। ] 


7-22. দৃষ্টান্তমূলক উদ্দাহরণ : 
উদ্দাহুরণ 1. x <q সাপেক্ষে derivative বাহির কর : 
G) sinlog(secz); Ф) e», Qi) 1০6৮4 4৪71), 
G) ধরি, »—sin log(sec z)=sin v; 
v-logu; u-secx. 
dy. yy dv du 


dx dv du dx 
—cos vx L xsec z tan х 


= {соз logísec x))tan x. 


(i) ধরি, y= (Ma) =e", 
v-sin^!u; u= Jx. 


dy_dy, dv, du 

dx d» du dx 
al Т 1 
3 Jiu Bx 


euin 1l _, 
xx 2./1-х)4х 
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Gii) у=1одх+ / 5-1) 
dy 1 2x A CH 
dx хха АТЛЫ a „1—1 


উদ্দাহরণ 2. D নির্ণয় কর, 344: 


(i) x-—a(0-sin0); y=a(l+cos 0); 
(ii) х=а(соѕ t--t sin t) ; y—a(sin t—t cos t) : 


G) এখানে, x-a()—5n5) |. Zal- - cos 0). 
আবার, y=a(1+cos 0). ~. бу. —a sin 0. 
dy _ dy [dx mac d SIX, `. 
dx dol Ф a(1— cos 0) 
: 0 
i og titm 
2 sin? 9 2 


Gi) এখানে, х= а(соѕ t--t sin t) 
бХ c a(—sin t-Fsin t+t cos t)—at cos t. 
আবার, у=а(віп t—t cos t). 
d g = а(соз t— cos t +t sin t) at sint. 


dy_ dy [ах „аі sint. 
dx dd at cos t 


উদ্দাহরণ 3. £ বাহির কর, যখন 

৮ (H) x= yy". 

G) = এর সাপেক্ষে অবকলন fini পাই, 
3x*+3y* 2-3 ( (1459), 


= tan t. 


বা, (y*-ax) 2-ay-x ). 


dy ау—х%*, 
dx Зу -ах 


- DERIVATIVE ОЕ А FUNCTION 
(Ш) `° =; 1. »vlogx-xlog?. 
ইহাকে х এর সাপেক্ষে অবকলন করিয়া পাই, 


ЕД 1 Оо 2% =% 1414 Üog. sL; 


বা, (log *-®) 2 -(los» -2); 


বা dy_ у(х log »—»), 
› dx = x(ylog x—2) 


উদ্দাহরণ 4. х এর সাপেক্ষে derivative বাহির কর £ 
(9 (inatas; (i) (142)*--10*; (ш) e +2". 


G) ধরি, y»-Ginaz)9z, .. log у= бап x log sin z. 
১৫৮ vu ‘cos x-- (log sin x)sec* x. 
9 - (sin a)tàn z 1145০০৯5106 sin 2}. 
(5) ধরি, у= (1-210 -u10* ; u=(1+)*. 
d» 408 +10" logal0. 


কিন্ত, ॥u=(1+4)". 2. logu-xlog (+) 
1 du 1 ; 
4 4 X. jí, 06 (1-1 E 


du x - 
fh og. (1+2). (228 0.০) 


dy a 2l * 
а)". {i х +log( x) +10" 10620. 
Gi) ধরি, у= е Балин», 

যেখানে uet ; у=. 


. dy,d 
"5 dx Dur 


111 
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কিন্ত, u=e% এবং у= x=, 
"^ logu-e?ilogv-x log x. 


144 ld». 
dz e? ; dr 1+108 х. 


du . : Ф _ 2 
E ge 26৩৭ ; dx? (1--log x). 


Y= ete +e) 4.22 (1--log 9). 


উদাহরণ 5. Derivative বাহির কর : 
G) x° এর সাপেক্ষে tan 1 এর ; 


(Ш) tan^!z এর সাপেক্ষে tan" ( tune t) এর | 
- х 


G) ধরি, у= tan1x ТА 


272৫১ ШЕЕ 
+x°2x 24143) 


Gi) ধরি, »—tan-! 47217 vx 


মনে করি, x— tan 0 ; তাহা! হইলে, z -tan7! tan 0-0; 


yztan"! sec 9—1. cni (е 0 


tan: sin 0 
2 sin? © 
—tan^! 2 tan"! (tan? -1, 
2 sin 0 cos ? 
2 
gc . ду 
sajz .'. w z 


=l+sin z—cos x 
উদাহরণ 6. > REY po y হইলে, দেখাও যে, 
2-75: - [ C. U. 1970]. 
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а х গজ 
এখানে, у= (1—c0s sin 2 w: Mabel iuo Шаде) ১১০ 
(1--сов x)--sin x 2 cos? х +26 QUSE. 
22 
=tan Z. 
tan 2 
° dy_1 s [х\ _ 1 Ё 
RAE 12 “гош: 


1 . CCU. 1969] 
»*-—1 


ধরি, v-cos 0. তাহা হইলে, 
угсаа”! (168 9 - tan (eot 0) tan-* tan (-9) -1-0 ^ 


x-seci iil _ = sec” Чвес 20) —20. 


7—2 cos*g—1 
yæl Ke M o Amr 
8 এ 


উদ্দাহরণ ৪. দেখাও а, (49)০-0-, যখন 
নিশির Nitar М1. 
Vitt Мх 


ЛМ) uni 1007 11-38 
এখানে, у= бап! “GF үр тёп [LER | 


-1 l-cos 0 


- x-sinó] ` 
зїп б, [ 1 


= tan 


— etan^! (tan 5) -5-5 sin^!x 


এ ааа DE 77 ০ 2 
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প্রশ্মমাল! 10 
4. এর সাপেক্ষে derivative বাহির কর : 
(i) а 3x; (1) соз3х: (iii) cosec?x 
Gv) e", (у) (812) 5 (vi) (tan"lx)8 ; 


(vii) logía?-Fx?); (viii) logsin x; (ix) sinV14z; 
буа) sin(V1-3; (3) tan!Virz; 
(xi) log tan^!x ; (xii) ѕес- (бап x); 


КЕД. nv. (xiv) e i82, | (xv) єбё(55), 
Gv) | 1080, (хуй) 10108625) (хуй) Юй 4 5 


(xix) sn (L5; (xx) cos (т + J 

i (xxi) — tensin^x; _ (xxii) 414-2); 
@ VETER qui) „ж, /5*4, 
(ахул) (53 
қай log (=+ У х +а?); [CU. 1971] 

‚(оой ` log tan (7+2); (xxvii) „JI+log | log sin z]; 


ХЭЛЭЭ! 


(22), (xxxii) sec^i (543), 
"(xxxii) tan`! (787), enim tani ( qÉ 4) 
(2 20), (xxxvi) tan"i (1229); 


у Мах) (ю:(У5-2848-:5, 


(xxix) sin" (225, 


* (xxxi) 


(xxxv) 
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(xxxvii) sin"! (3x—4x9); (xxxviii) соз{2 sin-l(cos x)) ; 
(xxxix) 2 ап-1 ty Gl) arcsin, / ЕЭ, 
(xli) tan"! (sinh x) ; (xli) ^ tanh^! (tan Z x). 
2. Фу বাহির কর £ 

x 


4)  x-sin*o; y-tan 0. 
. (i) хэасо 0: y-asin?o, [C.U. 1969] 
(iii) x-—asec*0; у=а бап". 
(iv) х=а ап $; y=a sin $ cos ф. 
(v) х=а 105+; y-btan^!t. [C.U. 1973] 
(vi) х=2/1—#); 97281011765), 
(vii) x-3at/(1--13) ; y —3at*/(12-t9). 
(vii) tan y—-2t/1—1:*); sinx-2t/(1--:*. [C. U. 1966] 
(ix) х=21(1—); y=2t/(1+t). 


3. এ бий কর ц 
4х 


G) х*+2лу+у*=1; (0 22*4-52y435*—1; 

[CU. 1974] 
чш 21571) + (iv) 052-48, 
৮৮৫ পে) str; 

[C.U. 1968] - 
(vi) ax*--2hxy -by* -2gx--2fy--c—0 ; [ C. U. 1973] 
(viii) y=log (ху); (x) log (xy)-x*4-5* ; 
৫) »-sin(x45); (xi) xy=tan (x4-5); 


(xii) (cos x —(sin у)”; (xiii) е®”—4ху=2, 
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4. x এর সাপেক্ষে derivative নির্ণয় কর : 
@ x; .G) OM (i) Gina)”; 
Gv) 2482, (у) (L9x*)97*5 ; (vi) (ап 2০০৯) 


(vi) x^; (уш) <”, [C. U. 1976] 
(x) «| бап хоз (х) e7^ 7.2; [C. О. 1973] 


-(4) x?-F(sin х)”; (xii) (tan x)*+ tan 2, 


5. Differentiate : 
G) x5 কে x? এর সাপেক্ষে ; 
(8) log x কে x? এর সাপেক্ষে ; 
(iii) tan-*x কে tan x এর সাপেক্ষে ১ 
(9) 4০72 কে гап-1х এর সাপেক্ষে ; 


(g) sin"! (2 ) কে cot^lx এর সাপেক্ষে ; 


(vi) cos (= ৪) কে tant (125) এর সাপেক্ষে । 


1758 
6. a বাহির কর : 
x 
(ü) y—sin* (log х); [ C. U. 1976 1 
(i) y»-1og(a-4b") [ C. U. 1972 1 
(8) y=tan (Tz) [ C. U. 1974] 
Gv) y= tan (28); [ C. U. 1972] 


0 ৯৮1০৪ / 15585, (тй уваал(//1:555), 
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ps = Jl-x = as 4*btan x 
+ (vii) tan 4 y VE: j v(viii) y he 273 үтүктү. 


[ C. U. 1975] 


x) hor: + tan 2 sn 2), 
@) 52—107, [C U. 1975] (s). y= tan s (8 x -sin 2), 


«80 y-sin^ 2ах./1-а х", (xii) an JÈ tan 3h 


ac 
- -1| 2х -М1-х* 
Gi) y=ta-[ 25) eee (Lt) [ C.U. 1973] 
š = 2t ৬০২৮ 
(8) z=3ta-3( 25); ৮৮2 sin: res): [C U. 1974]. 
7. দেখাও যে, 
51)” d o sec x, 344 y=log „/ х, 


9 А), খন заа ЕМ), 


(ш) ৮৫৮, যখন 2^ - (x— уу, 
: = ‘y+ log y) Вај гун . U. 
‚ v) дуз XX y log x)" যখন x"7"—1; [ C.U. 1966] 


dY _ vx'^*44* log y 2 ^j 
V) ¿UU masr যখন enne 


[ C. U. 1965 ] 
in? ) б š 
. (vi) gys aty, যখন sin 2=x sin (a+y); 
— [ C. U. 1967 ] 
(vii) Pa Ма? = х, যখন y-ix Ja* — x*--1a* 81072 а); vi 
[ C. U. 1968 | 
1 у 
ий) 9 - we যখন /1-х*+/1—у*- -aíx—y); 


{ те ЕЗ PR 241 
` (ix) de й? যখন Y= cos 7824—8421), 
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d Mole" a-b хү. 
(x) cd Рау еу 222 arc tan WEE п); 
a dv Tw 
(xi) ee » যখন sin xol Ls 2 cos y Ju 


পি ховс) 


[ C. U. 1968 ] 
ue dy . e Ry 1—2? fA ?z 
(xiii db যখন y = cos 1755)? X= tan (22 


[С. О. 1965 ] 


88) 29 -3/2, যখন =n" (GX-4X*) x= sec"! (22), 
[ C. U. 1968 ) 


(xv) f'0)-1og (afb), যখন f(x) (672 * COS x; 


in) (2). 12 T —1/ J3, যখন y= cot"! JU-x-Vli-x 


7721 ২14 
[ C. U. 1977 | 
"E^ 2x 1-a?*V 2+1 5 
(xvii (2), E (2 log a+ — Ха ) 
যখন у= GE ҮҮН» 20119171 


8. x*-Fy*-2 বক্ররেখার (1, 1) বিন্দুতে ম্পর্শকের নতিমাত্র! বাহির কর। 
9. x'-6xy--25y* =16 বক্ররেখার যে যে বিন্দুতে "e (i) х-ы, 
(i) 5-অক্ষের সমান্তরাল তাহ! নির্ণয় কর 1 


10. দেখাও যে, x*-y'-3ax» বক্ররেখার (৪ 3) বিন্দুতে sus 
এ-অক্ষের ধনাত্মক দিকের সহিত স্থুলকোণে নত রহিয়াছে। [ C. U. 1970 ] 

11, y! 2x*y- x" =0 বক্ররেখার যে যে বিন্দুতে ০০ তাহাদের 99 
বাহির কর। 

19. улс cosh = বক্ররেখার যে কোনও বিন্দুতে স্পর্শক ও con মধ্যবর্তী 
„ы ) আতা (wute (s. Y =c ес v. [ C. U. 1969 ] 


অষ্টম অন্যাস 
অন্তরকলিতকের কয়েকটি প্রয়োগ 


( Some applications of derivatives ) 

8-1. Tangent and Normal to a curve : 
মনে৷৷.করি, (у=), 
বা, G) Р(х, »)=0, বা, 
(iii) =, -%৫৮ IF- 
রেখা АВ এর সমীকরণ এবং 
উহার উপর PO, b) বিন্দুতে 
PT স্পর্শক আছে এবং তাহা 
এ-অক্ষের ধনাত্মক দিকের সহিত 
% কোণ উৎপন্ন করে। PN 
মরলরেখ৷ РТ এর উপর 19 1 তাহা হইলে, 2এতে PN “Зан | 


(19), p^ হইলে, স্থানাঙ্ক জ্যামিতি হইতে РТ সপর্শকের সমীকরণ : 


›-Ё=т(х—); Em (1) 
এবং PN অভিলম্থের সমীকরণ : 
»-в--1 (=). s Q) 


দৃষ্টান্ত ঃ v-:'—3x--2 বক্তরেখার PO, 2) বিন্দুতে স্পর্শক ও অভিলম্বের 
সমীকরণ বাহির wq | 
এখানে, 07-2х-3, s. хэ0 এতে 40-3, 
22 4х 
সুতরাং, ম্পর্শকের সমীকরণ : 
»-2-(-3Хх-0), বা, yt3x-2; 
এবং অভিলম্বের সমীকরণ £ 


”-2- (х—0); বা, 3»-x-6. 
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8-2. Meaning of the sign of a derivative : 


соло Ay 
আমর! জানি, — йн ТАР 22, যেখানে y= f(x). 


Le | : সুতরাং, хес এতে Ax 
এবং Ay একই চিহ্ন যুক্ত 
T mm 9? >0 হইবে, যদি 
ইহা থাকে। 


কিন্তু, х=с এতে Ax 
এবং Ду একই Бете 
X হওয়ার অর্থঃ хэс এর 


সামীপ্যে, f(x) strictly гани increasing. 

সুতরাং, х= c এতে 2৯০ হইলে, অর্থাৎ, (с, f(e)] বিন্দুতে স্পর্শক %-অক্ষের 
সহিত сі উৎপন্ন 16. x=c সামীপ্যে১ flx) strictly monotonic 
increasing হইবে 1 

дэс এতে Ах এবং Ay тебе যুক্ত হইলে, 4৮0 হইবে, যদি ইহ! 
থাকে। 

কিন্তু, хес এতে Лх এবং Ду 
বিপরীত Бете হওয়ার অর্থঃ 
хэс এর NICO f(x) strictly 
monotonic decreasing. 

সুতরাং» хес এতে 290 
হইলে, অর্থাৎ, স্পর্শক 4-অক্ষের সহিত 
স্থবলকোণ উৎপন্ন করিলে, хес এর 
সমীপ্যে f(x) strictly monotonic 
decreasing হইবে। 

mg: ৮-০এতে 22-0 হইলে, у= fa) বন্ধরেখার (6, FO) ferreo» 


সপর্শক %-অক্ষের সমান্তরাল হইবে। 
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ft, x=c এতে 92-0 হইলে, বক্রেখাটির উপর x =c এতে 9 9 ১-অক্ষের 
সমান্তরাল হইবে। 

E y=e হইলে, ৫৮৫৯০, хід সকল বাস্তব মানের 89! 
সুতরাং, x এর সকল বাস্তব মানের 97, e” strictly monotonic increasing ; 
অর্থাৎ, x এর মান বৃদ্ধির সঙ্গে সঙ্গে 6” বক্ররেখাটির কোটি, ক্রমবদ্ধঘান। 

[ See: Fig. 4) ; Page—71. ] 


(দৃষ্টান্ত 2. y=cos x, (0 x«n/2) হইলে, 
= —sin x«0, (0<х<л/2)- 


"estt, 10, л/2[ এতে x এর সকল মানের 97, cos x: strictly monotonic 
decreasing ; অর্থাৎ, 0 x« 7/2 এতে х এর মানের বৃদ্ধির সন্দে সঙ্গে y— cos х 
বক্ররেখাটির কোটি ক্রমহ্াসশীল 1 

দৃষ্টান্ত 3. y=sin х হইলে, 2 d. 7 COS x. 


এখন, х=т[2 এতে, ত ৫৮. ৮০০৪ 5-0. 


ЯВ Ч, y=sin x qeu P (5 1) এতে স্পর্শক £-অক্ষের সমান্তরাল। 


8-3. Calculation of approximate values of a dependent 
variable and small error with the help of differentials : 
মনে করি у= f(x), যেখানে [9১ b] এতে f(x) 795 এবং а<х<Ь এতে 
f'(x) 9m 
লিন 
| Ax f'(x) (a«x«b). 
Ayl Ax — f(x) 6 যেখানে €৯0 যখন A%-0. 
. Ay=f'(x)Ax+ EAr, 
অর্থাৎ, Дуел (да, (2 Ax=4dx); 
বা, Ay=dy ; (Le, ৪৫), 3 
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এখন, у+Лу=Кх+ Ах); 
অর্থাৎ, (+ Ла) = К) Ay বলিয়া, 
Кх+ Ax) = f(x) (х, approximately ; 
অর্থাৎ, Рох) = fG) -f'(x)8x, approximatey. 
সুতরাং, নির্দিষ্ট এর =з f(x) এর মান জানা থাকিলে, নির্দিষ্ট 8: এর 89, 
£(%4+-8%) এর আসন্ন মান (х) + f'(a)8x হইবে। 
মন্তব্য 2 sy (বা Лу) এবং d» একই নাও হইতে পারে। 05859, 
148৯) এর মান নির্ণয়ে error আসিতে পারে। 
দ্রষ্টব্য £ (i) Relative error in y= šy/y. 
(ü) Percentage error in » — 100 x 5y/y. 
দৃষ্টান্ত £ আসন্ন পাচ দশমিক স্থান পধ্যস্ত sin 32° এর মান বাহির কর ; দেওয়া 
আছে, 1০- 00145. 
ধরি, f(%)=sin x. 2. Р(д)==соз x; 8х-22-003490, 
f(80°) = sin 30? 20:5 ; /'(30°)= cos 30° = V 3/2 = 0'86603 ; 
`. sin 32° = sin 30”--7 (309) х :03490 
= 0*54-0:86603 x 003490 = 053022. 
[ প্রকৃতমান £ sin 32°=0'52992 ]. 
দ্রষ্টব্য ঃ উতরুষ্টতর মানের জন্য 


ft x)=) + HE f" (x) 83) (প্রায় ) ; 


да ব্যবহার করিতে হইবে। 

কিন্তু, ইহার প্রমাণ 91575514 4(5 5 | 

8-4, Derivative as a rate measurer : 

মনে করি, OX সরলরেখা বরাবর গতিশীল একটি বিন্দু (35 কণা ) 8-0 সময়ে 
O এতে ছিল এবং t সময়েতে উহ! P এতে সাময়িকভাবে অবস্থিত, যেখানে OP = x; 


° Р.а x 
ï () (tat) 


এবং БАР সময়েতে Š Q এতে সাময়িক ভাবে অবস্থিত, যেখানে 
ОО-х- Ax. 


= — MM ———ÁáQAAH——— 


€———-——— 
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তাহা হইলে, বিন্দুটি ১ সময়ে Лх দূরত্ব অতিক্রম করে; অর্থাৎ, At সময়ে 

বিন্দুটির সরণ (displacement) Ax. সুতরাং, P এতে গড় সরণ at ; এবং 

এতে, অর্থাৎ, £ সময়ের মুহূর্তে সরণের হার [4 (22) অর্থাৎ 9% 2, যাহাকে 

গতিশীল বিন্দুর Р এতে বেগ (velocity), বা, t এর সাপেক্ষে х এর ied 
(rate-measure) বলা 54 1 


সেইরূপ ©, এ? কে t এর সাপেক্ষ যথাক্রমে s ও чя পরিবর্তন-হার বলা হয়। 


অনুরূপভাবে, d? কে x এর সাপেক্ষে y এর পরিবর্তন ছার, Tu কে এর সাপেক্ষে 
v এর পরিবর্তন-হার বলা 58 | 

4018: একটি বৃত্তাকার পাতকে উত্তপ্ত করার সময়, যখন উহার ব্যাসার্ধ 15 
ফুট, তখন প্রতি সেকেণ্ডে ব্যাসার্ধের বৃদ্ধির হার 0014 ইঞ্চি। এই ক্ষেত্রে, পাতটির 
ক্ষেত্রফল কি হারে বাড়িতেছে? (л=22/7). 


মনে করি, t সেকেণ্ড সময়ে পাতটির ব্যাসার্ধ? ইঞ্চি এবং ক্ষেত্রফল A বর্গ ইঞ্চি । 


S d 
তাহা হইলে, A-art 26 2m e 


দেওয়া আছে, যখন r=1'5 ফুট= 18 ইঞ্চি, তখন Sr = 0014 ইঞ্চি | 
. যখন r=18 ইঞ্চি, তখন, 
qA à x 18x 0014 বৰ্গ ইঞি-1:584 বৰ্গ tfe | 
নির্ণে উত্তর £ প্রতি সেকেণ্ডে 1584 বর্গ ইঞ্চি। 


8-5. দৃষ্টান্তমূলক উদ্দাহরণ £ 
и(5441. xy*—4(4—2) বক্ররেখার (2, 2) বিন্দুতে ম্পর্শক ও অভিল্বের 


সমীকরণ নির্ণয় কর। 
xy! = 4(4— z) হইতে x এর সাপেক্ষে অবকলন করিয়া পাই, 


y *2xy 3 Pa —4; বা, = — (4+ »*)(2x»). 


dpt 


1: 5 
সুতরাং, (2, 2) বিন্দুতে বক্ররেখার স্পর্শকের সমীকরণ £ 
у-2--1х(х-2), Ч, у+х= 4, 
আবার, 9 বিন্দুতে অভিলম্বের সমীকরণ : 
y-2-21x(x—2); Ч, y-x. 
উদ্বাহরণ 2. দেখাও যে, x এর মান বৃদ্ধির সঙ্গে সঙ্গে (x — tan!) ক্ৰমবৰ্ধমান 
এবং xtan^!z, যখন r0. 
ধরি, f(x) =x— an 1x. 
, degit 1 "m x? & 
70০] "133133 
সুতরাং, x এর যে কোন বাস্তব মানের 63 f'(x) >O. 
অতএব, т এর মান বৃদ্ধির সঙ্গে সঙ্গে f(x), অর্থাৎ, (z — tan71x) ক্রমবর্ধমান | 
তাহা হইলে» 17(৮)১৮/0) যখন хэд, 
few, £(0)=0. ,*, 7৩)৯০, যখন x70 ; 
অর্থাৎ» x>tan-1x, যখন ৮১০, 


тїз 3. X এর কোন্‌ কোন্‌ মানের জন্ত х এর মানের বৃদ্ধির সঙ্গে সঙ্গে 
«ই —6x° +9x+10 ক্রমবর্ধমান হইবে? 

«fs, 7(2)- x° — 6.2 +9x+10 ; 

Р, f(x) -3x* — 12x 4-9 9 3( — 1y -3), 

দেখা যাইতেছে, х<.1 অথবা x3 হইলে, f'a)>0. еқ x«l অথবা 
2773 হইলে, x এর মান বৃদ্ধির সঙ্গে সঙ্গে, Қа), অর্থাৎ, (৬৪ _ 6৮৯4-94-10) এর 
মান ক্রমবর্ধমান | 


উদ্বাহরণ 4. নিযলিখিতগুলির মান আসন্ন তিন দশমিক স্থান পর্য্যন্ত 
নির্ণয় কর £ 


0) 4637; (i) 1০৫9 1005, দেওয়া আছে log, o е= 04343, 
(iii) sin 62^, দেওয়া আছে sio 60* =0 866 ; 1°= 0:017. 

(iv) х2 -3x* x 5১ যখন х — 2:036. 

G) *fq,y= vx. .. f(x) = Nx; 8x=0'12, 


Биа 20600. 
SOME APPLICATIONS OF DERIVATIVES 185 


45565 ; £৮-0'12 ধরিলে, 


6:37 T xxx ow 12 
Сан 46:25 ЗЭЭ 0 


-2 54012 - 25-0024 = 2:524. 
Gi) ধরি, y=log,ox; বা, f(x) -logiox = logex X log; oe. 
Peel xlogio&. 
, x 
ধরি, х= 10 এবং 8x = 05. 
তাহা হইলে» dy = то x log; oe x 05220022. 
1041910052 1og, 010 +0°0022 = 1'0022=1'002, 
Gii) 4f, y=sinx; Ч, f(xesinx. 42. f'(x)ecos x. 
x — 60? ; 8x — 2? = 0*034. - 
22 dye сов 60° x 0 034= 05x 07034 — 00170 
зіп 62°= sin 60°+0'0170= „/3/2+0`0170 
= 0`866 +`0170 = 0:883. 
Gv) sfgf()9x*-3x* x45. 7. Ё'(х)=3х%+6х+1. 
মনে করি, х=2; 5x —0:036. 
এখন, f(2)-27 ; f'(2)—25. 
2. f(2036) — f(2) 3-2) ৯৯ (প্রায়) 
— 27 4-25x 0036 - 27:900. 
| প্ররুতমান-:27912 1, 
উদাহরণ 5. প্রতি ইঞ্চিতে 0005 ইঞ্চি ভুল মাপিলে 4 ইঞ্চি ধার-বিশিষ্ট 
একটি ঘনকের আয়তনের কত ভুল হইবে? 
মনে করি, ঘনকের ধার=% ইঞ্চি ; আয়তন V ঘন ইঞ্চি। তাহ! হইলে, 


pum Po 3x2 ; àx—4x'005 = 002. 


x= 4 হইলে, 9 ৫৮ 
б P izz 48x 002 
20955119) (প্ৰায়) 1 
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উদাহরণ 6. АВС faga AB=5”, АС=6'; А এর প্রকৃত মান 45°2/ 
এর পরিবর্তে ভূল করিয়া 45° ধরিলে» ABC ত্রিভুজের ক্ষেত্রফলের আপেক্ষিক তুল 
(relative error) ও শতকর! ভুল কি হইতে পারে? (1° = 0'01745). 

এখানে, A= AABC-1x5x6xsin A বর্গ ইঞ্চি 


үл dA. 
-1588А5 4489 .. dà" 15 cos A. 


Д= 45 = 7/4 ; 5A =2/ = 0017/5 x #5 = 000058 ; 

A=n|4 হইলে, A =15 sin п/4=15/ J2 বগ ইঞ্চি 
2-106066 বর্গ ইঞ্চি | 

A i 3 8А = 0'00058 হইলে, 


dA- d^ 53 ^ 8A —15 cos 7 4X 000058 
= 17 000058 বর্গ ইঞ্চি । 
000615 বর্গ ইঞ্চি মোট ভুল (প্রায় ) 1 
2 আপেক্ষিক qa = 7-000058 ; 
এবং শতকরা ভুল= 100% À =0058% 


উদ্বাহরণ 7. 40 ফুট উচ্চ মন্দিরের পাদদেশগাঁমী সমতল বরাবর এক ব্যক্তি 
ঘণ্টায় 6 মাইল সমবেগে পাদদেশ অভিমুখে হাটিতেছে। পাদদেশ হইতে Q ব্যক্তির 
দুরত্ব যখন 30 ফুট তখন মন্দিরের 8 84 হইতে তাহার দূরত্ব কি হারে কমিতেছে? 


P চিত্রে, ОР= মন্দিরের উচ্চতা 40 ফুট; 
মন্দিরের পাদদেশ O. 
মনে করি, t সেকেও সময়ে Q ব্যক্তি A 
Vv 40 অবস্থানে সাময়িক ভাবে স্থিত, যেখানে OA-x 
ফুট ; AP= y ফুট, 
তাহা হইলে, ZAOP-90 বলিয়া, 
A 2 o у!-х + 40%. © (1) 
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যখন х= 30 ফুট, (1) হইতে у= 50 xb. 
আবার দেওয়া আছে PER 6 মাইল-8:৪ ফুট/সেকেণ্ড। 


*. যখন z=30 ফুট, 2৮-১০৪৪ ফুট/সেকেও 


—5/28 ফুট/সেকেও-_উত্তর 1 

উদাহরণ 8. 20 ফুট উচ্চ একটি আলোক স্তম্ভের পাদদেশগামী সমতল বরাবর 
5 ফুট দৈধ্যবিশি্ট এক ব্যক্তি প্রতি সেকেণ্ডে 9 ফুট সমবেগে দূরে সরিতে থাকিলে» 
তাহার ছায়ার দৈর্ঘ্য কি হারে বাড়িতে P 
থাকিবে? 

চিত্রে ОР= আলোকস্তস্ত-20 ফুট ; 

AB- লোকটির উচ্চতা = 5 ফুট, 20 
যাহার ছায়ার দৈর্ঘ্য= AN = y ফুট, 
যেখানে ОА=х. তাহা হইলে, Күт COTES SR 


0 x^ 
98০2, বা, Sezis, ч, »-ix 


йу _1 dx, 
dt За 
দেওয়া আছে, 2-9 ফুট/সেকেণ্ড। 
^ 9১ = 9 ফুট।সেকেও 
=3 ফুট/সেকেণ্ড--উত্তর। 


উদ্দাহরণ 9. একটি গোলাকুতি বেলুনের আয়তন এমনভাবে বাড়িতেছে যে» 
উহার ব্যাসার্ধের বৃদ্ধির হার প্রতি সেকেও্ডে ур ইঞ্চি। যখন, উহার ব্যাসার্ধ 38 ইঞ্চি 
তখন উহার আয়তন কি হারে বৃদ্ধি পাইতে থাকিবে? (22/7). 

মনে করি, বেলুনটির ব্যাসার্ধ যখন? fe, তখন উহার আয়তন V ঘন ইঞ্চি ; 


৪:৯৫ 
তাহা হইলে, p= nr. .. 2 Лү 
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দেওয়া আছে, 47 = уу ইঞ্চি/সেকেণ্ড। 


R 9-4২৭ D* x h ঘন ইঞ্চি সেকেও 
-14 ঘন ইঞ্চি/সেকেণ্ড-উত্তর 1 
উদাহরণ 10. 4 ফুট ব্যামবিশিষ্ট একটি বৃত্তাকার 568865 (পাত্রের 
তলদেশের একটি ছিদ্র দিয়! মিনিটে 66 পাউণ্ড জল নির্গত হইতে থাকিলে, জলের 
উচ্চতা! কি হারে হাঁস পাইতেছে? ( এক ঘন ফুট জলের ওজন 63 পাউণ্ড )। 
জলের উচ্চতা! যখন h ফুট, জলের আয়তন V ঘন ফুট ЁОЛ, Vegrth- Anh 
ঘন ফুট। 


দেওয়া আছে, 2 = 66 ঘন 8-2 £? ঘন ফুট প্রতি মিনিটে। 
2৮৮1 071১7 sá /মিনিট 
* di ama 422 a 
=] ইঞ্চি/মিনিট__উত্তর। 


প্রশ্মমালা 11 
বিভাগ A 
1. У=2х*—3х+5 বক্ৰরেখোর (1, 4) রিন্দুতে 'ম্পর্শক ও afea 
সমীকরণ বাহির কর। . 
2. y'eax'-b বক্ররেখার (2, 3) বিন্দুতে ম্পর্শকের সমীকরণ у=4х—5 
হইলে a এবং b এর মান বাহির wq | 
8. х"+ху"+у?=1 җандай (1, -1) বিন্দুতে "M ও অভিলদ্বের 
সমীকরণ বাহির কর । 
а. (а) у*=4х EH (0, 0) বিন্দুতে স্পর্শক ও অভিলদ্বের সমীকরণ 
বাহির কর। 
(b x-a(0—sin6)  y-a(l-coso)  বক্ররেখার 0-7 এতে 
স্পর্শকের এবং অভিলদ্বের সমীকরণ বাহির wq | 
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B. নিয়োক্ত বক্ররেখার Р(х,у) ‘বিন্দুতে স্পর্শক ও aforra সমীকরণ 
বাহির কর :— 

(Ü z?-y*—3a?; (ii) y*-4ax; (Hi) 51254105192]. 5 

Gv) x*/a*— *]b* —1. 


বিভাগ B 

6. দেখাও যে, এর সকল বাস্তব মানের 89 উহার মান বৃদ্ধির সঙ্গে সঙ্গে 
x— log (1-- x?) এর মান ক্রমবর্ধমান ; এবং ০৮1০৫ (1--x*), যখন x20. 

7. দেখাও যে» x এর সকল ধনাত্মক বাস্তব মানের জন্য উহার মান বুদ্ধির সঙ্গে 
অঙ্গে x° +]og (1-6) — 2x tan^!la ক্রমবর্ধমান ; এবং 

х*+1ов (1--x?)272x tan lx, যখন x0. - 

8. দেখাও যে, x এর সকল বাস্তব মানের ws উহার মান বৃদ্ধির সঙ্গে সঙ্গে 
x-—sin ক্রমবর্ধমান এবং z>sin x যখন x>0. 

9. 0<х<л/2 হইলে» দেখাও G, 
1 


10. х>0 হইলে, দেখাও যে, x>log (1+0) 7x—-1z*. 
11. দেখাও যে, x এর মান বৃদ্ধির সঙ্গে সঙ্গে x° — 3x 6x — 5 ক্রমবর্ধমান | 
12. zx এর কোন্‌ কোন্‌ অন্তরাতে 
(à 5—-9x-6x*—x* ক্রমবধমান ? 
(i) x*—9x*-24x—10 ক্রমবর্ধমান? 
(81) 2х49—9с*+12х+5 аз эй ? 
(iv) 15+8х°—3х* ачула ? 
18. f(z)- 1-F(x— 1) e*, ০৯০) হইলে, দেখাও যে, x এর মান নিরবছিন্ন" 
ভাবে বৃদ্ধির সঙ্গে সঙ্গে 10) ক্রমবর্ধমান ; এবং 7()৯০ ঘখন хэд. | 
14. (i) 4()-2x-tan"!x-log (z+ % 2758) হইলে দেখাও G, 
এর মান সর্বদা ধনাত্মক থাকিয়া নিরবচ্ছিক্ঃভাবে বৃদ্ধি পাইতে থাকিলে, 400) 
নিরবচ্ছিন্নভাবে ক্রমবর্ধমান হইতে থাকে ; এবং g x)>>0 যখন x70. 


(8) দেখাও a, (а) 194 (4+ /l+x *)>tan" lx 
6) slept Kir) MER REN 
15. “O<0<n|2 অন্তরাতে 0 এর মান নিরবচ্ছিন্নভাবে বৃদ্ধি গাইতে থাকিলে, 


olsin о নিরবচ্ছিন্নভাবে ক্রমবর্ধমান হইতে থাকিবে”-_দেখাও। 


х? <соѕ x; (H) z-i x? «sin x. 
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বিভাগ С 
16. y—2x*—4x*-F5x—7 হইলে, যখন 8x72 00025, তখন dx, 8y, dy, 


eds, Dae 0? - 
8» —d», 5২ এবং ৫০ এর মান х 3 এতে বাহির কর। 


17. у=х*+5х2*—7 হইলে, যখন A%= -0003, তখন dx, Ay, dv, 


4), ду. Ау » 
Ay- dy, d; да মান এ 2 এতে নির্ণয় কর। 


18. নিয়লিখিত ক্ষেত্রে আসন্ন মান নির্ণয় কর :— 
() х!--5х2--7х-0,5444х-300025, 
(ü) z%+3x° —2r+?, যখন х = 1997. 

19. নিয়লিখিত ক্ষেত্রে আসন্ন চার দশমিক স্থান буе মান নির্ণয় Ф: 

Ф JER, @ 619, G খালি, Gv) дуа; 

(v) log,1003, দেওয়! আছে log,10 — 2:3026 ; 

(vi) log;o10'05, দেওয়া আছে log; oe — 04343 ; 

(vii) sin 62°, отет আছে 1? = 001745 ; 

(viii) cos 30০2% দেওয়া আছে, 1-000029 ; 

(ix) tan 44°, দেওয়া! আছে, 1°=001745 ; 

(x) sec*46^, দেওয়| আছে, 1? = 0701745. 

20. কোন বৃত্তের প্রকৃত ব্যাসার্ধ 502. এর পরিবর্তে ভুলক্রমে 5" ধরিলে, ও বৃত্তের 
ক্ষেত্রফলের আপেক্ষিক ভূল কত হইবে? উহার পরিপীমার ভুল কত হইতে পারে? 

[31416] 

21. যেঘনকের একটি ধার (side) এর দৈর্ঘ্য 19:98 ইঞ্চি তাহার আয়তন 
আসন্ন মানে বাহির কর। ভুলক্রমে এ ধার 20 ইঞ্চি ধরিলে, ভুলের তুলনা কর। 

22, একটি গোলকের ব্যাসার্ধ 7" হইতে 7"-05তে বৃদ্ধি পাইলে, উহার আয়তন 
কিরূপ বৃদ্ধি পাইবে আসন্ন মানে নির্ণয় কর। উহার আয়তনের eps বৃদ্ধি নির্ণয় 
করিয়া তুলনা কর। [7—31416] 

23. দেখাও যে, ভুলক্রমে ব্যাসার্ধ নির্ণয়ে একটি গোলকের আয়তনের আপেক্ষিক 
ভূল উহার ব্যাসার্দের আপেক্ষিক ভুলের তিন গুণ। 

24. অপদারিত জনের পরিঘাপ দ্বারা গোলকের আয়তন হইতে ব্যাসার্ধ নির্ণয়ে 

আয়তনে তুল শতকর! 3 হইলে, ব্যাসার্ধ নির্ণয়ে শতকর! ভূল কত থাকিতে পারে? 
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25. একটি বৃত্তাকার চোঙের ব্যাসার্ধ 6 ইঞ্চি; উহার প্রকৃত উচ্চতা 4015 
ফুটের পরিবর্তে ভুলক্রমে 4 ফুট ধর] হইলে, উহার বক্রপৃষ্ঠের ক্ষেত্রফলে ভুলের পরিমাপ 
কত হইবে? [m= 71416) 

26. ABC fags AB-2' AC-3'; А এর মান 60০2 এর পরিবর্তে 
ভুলক্রমে 607 ধরা হইলে, (аут ক্ষেত্রফল নির্ণয়ে কত ভুল থাকিবে? 

[1'= 0000291] 

27. কোন একটি ত্রিভুজের একটি কোণ মাপিয়! পাওয়া গেল 45°; এ কোণ 
পরিমাপে ভুলের পরিমাণ 1 হইলে, উহার ক্ষেত্রফল নির্ণয়ে শতকর। কত তুল থাকিতে 
পারে? (10000291) 

28. একটি трач পাদদেশ হইতে পাদদেশগামী সমতলে 200 ফুট দূরত্বে 
উহার শীর্ষের উন্নতি কোণ 45০ পাওয়া গেল। এ কোণ পরিমাপে ভুল শতকর! 2 
থাকিলে 79099 উচ্চতা নির্ণয়ে কত ভুল থাকিতে পারে? [1° = 0:01745] 

29. একটি মন্দিরের পাদদেশ হইতে 100 ফুট দূরত্বে উহার শীর্ষের উন্নতি কোণ 
60° দেখা গেল। প্রকৃত উন্নতি কোণের পরিমাপ 60917 হইলে, উচ্চতা নির্ণয়ে কি 
ভুল থাকিয়া যাইবে? (1'—'00029D. 

80. (a) АРС ভ্রিতুজে ০ এবং C সর্বদা একই থাকিলে, এবং উহার অপর 
অংশগুলি নামেমাত্র সামান্য পরিবর্তন হইলে, দেখা ও যে» da[cos À + dblcos B= 0. 

(b) ABC একটি প্রদত্ত বৃ, এবং ДАВС З বৃত্তের অন্তলিখিত যে কোন 
ত্রিভুঙ্জ। দেখাও যে, da/cos A +db/cos B+dc/cos С--0, 


বিভাগ D 

31 = এর সাপেক্ষে уча পরিবর্তন হার х=2 এতে নির্ণয় কর, যদি 
у= 3х3 – 25? +5 881 ё 

3^. সরলরেখায় গতিশীল একটি কণা £ সেকেণ্ড সময়ে s ফুট দূরত্ব অতিক্রম | 
করিলে, £-3 এতে t এর সাপেক্ষে s এর পরিবর্তন-হার বাচির কর, যদি 
$23t 42:71 হয়। 

33. t সেকেণ্ড সময়ে একটি কণার সরণ 5 ফুট হইলে ঠিক 3 সেকেণ্ডের সময়ে 
উহার বেগ নির্ণয় কর, যদি 5= 312+: 3174 হয়। 

84. একটি গতিশীল কণার t সেকেণ্ড সময়ে সরণ s ফুট হইলে 2 সেকেণ্ডের 
সময়ে উহার বেগ কত হইবে, যদি 572 - 13475 হয়? 
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85. 5 ইঞ্চি বাছুবিশিষ্ট একটি বর্গক্ষেত্রের ক্ষেত্রফলের পরিবর্তন-হার নির্ণয় 
কর, যদি উহার বাহুর পরিবর্তন-হার সেকেণ্ডে 0703 ইঞ্চি zx | 

86. 13 ফুট দীখ একটি দণ্ড একটি wu" দেওয়ালে হেলানভাবে থাকা কালীন 

উহার নিম প্রান্ত দেওয়াল ও অন্ুভূমিক তলের সংঘোগন্থল হইতে অঙ্ণভূমিকতল 
বরাবর 5 ফুট দূরত্বে আছে। উহার নিয়প্রাস্ত অন্ভূমিকতলে প্রতি সেকেণ্ডে 2 ফুট 
বেগে এখন পিছ লাইতে থাকিলে, উহার অপর প্রান্ত কি হারে নীচে নামিতে 
থাকিবে? 
387. প্রতি সেকেণ্ডে 5 ঘন সে. মি. হারে একটি গোলাকৃতি antera (bladdar) 
এতে বায়ু প্রবেশ করাইলে, উহার ব্যাসার্ধ যখন 10 সে. মি. হইবে তখন উহার 
ব্যাসার্ধের পরিবর্তন-হা'র কিরূপ হইবে? সেই সময়ে উহার বক্রপৃষ্ঠের ক্ষেত্রফলের 
পরিবর্তন-হারই 41 কিরূপ হইতে থাকিবে? [m= 31416] 

88. একটি বৃত্তাকার «w চোঙাকৃতি পাত্রে প্রতি মিনিটে 44 ঘন ফুট জল 518) 
হইতেছে। Q পাত্রের ভূমির ব্যাস 8 ফুট হইলে উহাতে কি হারে জলের উচ্চতা 
বাড়িতেছে? [л=22/7] 

39. একটি উল্টান Saw বৃত্তাকার লঙ্ব শঙ্কুর (inverted right circular cone) 
উচ্চতা 24 ফুট এবং ভূমির ব্যাস 14 ফুট । উহাতে প্রতি সেকেণ্ডে 98 ঘন ফুট জল 
ঢালিতে থাকিলে, যখন জলের উচ্চতা 12 ফুট তখন জলের উপরিতল কি হারে উপরে 
উঠিতে থাকে? 

40. чуут তল হইতে s 8/3 মাইল উচ্চতায় Зээ л একটি 
উড়োজাহাজের বেগ ঘণ্টায় 150 মাইল। 2 মিনিট পূর্বে উহার দ্বারা অতিক্রান্ত 
স্থানের ঠিক ТЯ অনুভূমিক তলে অবস্থিত স্থানটি হইতে উড়োজাহাজটি কি হারে 
সরিয়া{যাইতেছে ? 

41, একটি ঘুড়ি যখন 300 ছুট উচ্চতায় আকাশে উড়িতেছে, তখন অনুভূমিক 
তলে একটি বালক হইতে ঘুড়ির হৃতার দৈর্ঘ্য. 500 ফুট। বাতাসে ঘুড়িটি ঘণ্টায় 
5 মাইল বেগে বালকটি হইতে অন্থভূমিক তলের সমান্তরালভাবে উড়িতে থাকিলে, 
বালকটি কি হারে হত! ছাড়িতেছে? 

42, অনুভূমিক তল হইতে 60 ছুট উচ্চতায় একটি emas প্রদীপ আছে। 
প্রদীপটি হইতে 20 ফুট দূরত্বে 60 ছুট উচ্চতা হইতে একটি পাখর মুক্তভাবে 
পড়িতে থাকিলে অক্ুভূমিকতলে উহার ছায়ার বেগ (i) 1 সেকেণ্ড পরে এবং 
(i) যখন 26 25 ফুট নীচে থাকিবে কত হইবে 1 [t সেকেণ্ডের সময়ে অতিক্রান্ত 
q(-71x32x1(* ফুট 1] 


=== wen 


দ্বিতীয় ক্রমের অবকলিতক 


( Second order derivatives ) 
9-1. অংজ্ঞা। 
2? বা fra) чї! х এর সাপেক্ষে y বা f(x) এর প্রথম ক্রমের অবকলিতক 


(First order derivative)-কে বুঝায়। সাধারণভাবে, 42 বা РО), z এর 
অপেক্ষক। ছি যাইতে পারে। 
seit, এ? বা f/G) কে x এর সাপেক্ষে অবকলন করিলে, তাহাকে y বা foo) এর 
দ্বিতীয় ভ্রমের অবকলিতক (Second order derivative) বল! হইবে; এবং ইহাকে 
d'y, a Р(4), বা D*y, বা yo» দ্বারা চিত করা হইবে। সুতরাং, 


27695 


— 


সাধারণভাবে, 
d зу =g" = f'(x t b) от“ f(x) : 
dx 7f v Si 
2) sro- re- -f(), 
d*x/z -c 9 


দ্রষ্টব্য 2 Ф Rf'())- Lt E “Баар Рс), 


এবং, Lf'(O= L: মলি 
š h>0- h 


এখন, Rf'(c) = Lf'(c) হইলে, f"(e) থাকিবে 1 

9-2. দৃষ্টান্তমূলক Griza: 

erase 1. 21 বাহির কর, যখন : 

G) y-sin'i; (i) y-sin3xcos 5x; Gii) y=esnz; 


অন্তরকলন-_13 
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Бор К UAE 
Gv) y х*+х—6' б) y=sin (гт) 


G) এখানে, 5০৮৮০ sin х=} sin3«. 
. 49.3 3 
'" dx 4 4 


CH TRAD ERIS OR 
To 4 sin z+ sin 3x. 


(i) এখানে, »-1 (2 sin 3х cos 52) - 1 (sin 8x sin 2x). 
dy 


2৮4 cos 8x —cos 2x. 
2 
а = —32 sin 8х+2 sin 2х, 
(ш) এখানে, y = ৪910 БА сэн а= езіп z,cos х. 


v ay 


gon 7,cos! x —sin x. (esin z) 
= (cos?x —sin x) esin z, 


Gv) এখানে, y релш ЭС гээч! 
А(х-2)-8(х-43/53г-1. 
A+B=3; 38-23--1. 

А-2, B=]. 


y-2(x--3)71 -(x—2)71. 
P= -2 3)? - (x-2). 
drat (2+3 +2 (х-2)7 
(v) এখানে, % чавга 25,)-2 tan^!z, 


LIE PREISE 4x 1 
dx 14:53 `` det (447 
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бү] 2. dy বাহির কর, чая: 
440) sin x--cos у=1; 
Ji) х=а (0--sin 6), У=а (1—cos 6). 
4) sin z+cos y=1 কে z এর সাপেক্ষে অবকলন করিয়া পাই, 


санах 2-0. - (D 


dy = 1 ... 
£০-০০১ 21510 y. (2) 


2, Sin у віп x—cos x cos Y- 22 
Си А 
dx* sin*y 


fes y sin x--cos*x cot э). 
sin*y 


dà 


dy.dy/dx | asino atii 0. 


dx do’ do ৫ (14 cos 0) 2 


d*y d (dyX d 
dx* dx (@)- dx Эр °) 
=l, 9. d 
SIDE 


. (0) এখানে, 2৪ (Lcos 0), 7 =a sin б. 
I 


(141 ০০২৪, 1 8. 
2৯০ 2 асов 0)" ж Mes 


` উদ্ধাহুরণ 3. -(+ Jl+mxš" হইলে, দেখাও যে, 
(142) Ya хуз -т?у= 0. 
এখানে, У=(х+ VIF)" 
dy 2x 


Pam তক Miam 28) 


=m (x+ гар х+У/Ї+х* 
m 


=m (x+ УІ)" VEA - J: 


196 অন্তরকলন 
50 J1+x*=my. 


777,2৮5, i 
жа. ya Lx yes E ту; ; 
বা, ya (1c x?)-xyi— my, JI +x’ =m’. 


(1 Tx) yactxyi = m? у= 0). 


উদ্দাহরণ 4. x=2 созі соз 2t; y=2 sin t—sin 2: হইলে, দেখাও 
43у 
যে, (== = —3/2. 
(3). oe & 
dx 


এখানে, x-2cost—cos 2. .'. qr" 2 sin t+2 sin 2 


আবার, y=2 sin t-sin 26 .'. 9-2 cos t- 2 cos 2t. 


dy _dy /dx _ cos t— cos 2t 
dx а} а sin2t—sint 
_ 2 sin 31/2. sin t/2 

2 cos 3t/2. sin t/2 


d*y d (tan 3)-3 вес? 3t dt 


= tan 3t/2. 


фх! ах. 2].2 ^ 2 dx 
PES ৯৫ Ш:г С 
22) 2 2 (sin 2t— sin t) 
* (৫ Богдод эж REI 28. 
den 2 4 2| sin л sin 7) 2 


বন 5. f(x)-x? sin 1, (৯৮০), এবং (0)=0 হইলে ; f^i) 
থাকিলে, উহ! বাহির v3 | 

যখন x750, f'(x)— 39 sin 1-4 cos L 

আবার, fm Li foro fo) 
L 


= Lt h° sin 1-0, 
h0 h 
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2 O-H fota- 


„РА 5 1 Dg 
an З h*sin р h cos y 0 


=L (8h sin ын 
° I 1 
=3x Lr (tsini) E cos; 


„хоз Тар col 
h>0 h m0 h 


এখন, যেহেতু Ш ০০৪]; এর অভ্িত্ব নাই, 2. FOTI 


প্রশ্বমালা 12 


27 P বাহির কর, যখন : » 


@ »-5; (i) y=sin tx; Gii) »-log(x*-4); 
(iv) у=х?Їїодх; (у) у=соз®х; (vi) »-log(az--b)* ; 
(УЙ) у=соз 2х cos z; (viii) y-sin*x cos*z ; 
(іх) y=e"sin x; (x) _ y-e**cos 4x ; 
Gi »-mn2, শে »- aL (xiii) = ala: 


УЛ! রব "HENCE সিএ. 
(ziv) » х*+5х-+6' Eam (x*+a*)x* +5)’. 
н) s= (HE3); | (уй уык! (ZEE =E) 


(хуй) у=(ах*+25х+0# (кіх) y=log(az"+2bx+o) 
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oU fes যখন: 

G) 7-615-319-2245; (i) x-tmny; 

(ii) x*»- 59-2; (v) у=чїацх+у); 

(v) ах*+2һху+Ьу%=1 5 (У) х®+у%—3аху=0; 
* (vii) х=а cos 0, y b sin 9; (viii х=а 50586, y=a 31599 ; 

(ix) х=а@-+1/4), у=а(-1/); 

(х) х= 2801420), у= 1+0); , 
“(x) x—a(9--sin 0), y=a(1+cos 9) ; 

(xii) z=a(cos t- sin t) y=a(sin t—t cos t); 

(4) х= Де); ১০৫৫, 

8. দেখাও যে, 


2 
Q 4 хээ0, যখন y= sin cos 2; 
(i) 9 m*»-0, যখন У= Ag"? + Ве-тә, 
(ш) yata’ =0, যখন x? +)*= а? 3 . 
(v) »5—2av.--(a* --5?)y— Оаа p= sin bx; [C.U. 1966] 
"() (2*4 x?)y, ху. =0, যখন y log(x-- Va*4-x?) ; 
` (vi) 2209 xy. +7= 0), যখন y=a cos(log x) ; 


" а 
(үй) (1-9) da 9» -2-0, যখন у= (sin!) ; [00], 19761 


з 
৮ এ 


(С.О, 1971] 
* (i) (L-x*)y,-- (2x — 1)y, =0, যখন log у= ёап-1;; 
(х) х%уа ху у= 0, যখন у=а cos(log x) +b sin(log z). 
4 প্রমাণ কর £ 
2 d*y 


0) x da 2r P 63 2) ১০, যখন у= х sin x; 


2 9 2 
G) Tero Seer, 
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s 
(ii) Фунун = 0, ча 9 = cosec x + со! ху 


s 

(iv) 22-8 49 +11у=0, যখন у= е^ сов x ; 
d*y __2а%ХУ 

(v) dx" (y°— ax)? 


9 2-3 
(vi) ау 857 যখন ax! H2hxy by* 21; 


» যখন x? +y? —3axy ; 


s 
(i) 24428 ৫১+৮১-০, (jo As, ০৬ 41 
n'-b* +р?; 
(vi s d'» ду, з Lx. 4 
viii) (172*) 335 + 3, ta у= 0, যখন x= sin t, y=sin at. 
5. প্রমাণ কর £ 
8 

(i) — -а, যখন х +у'=а? ; 

3 

H 1 

(ii) ata'i —2a, х= 0 এতে, খন 7? —4ax ; 

s 


ЯГ 12 71: ын N 
ш) 54৮ = 4а,0=0405,949 х= al0+sin 0), у= a(1— cos 0); 


nin VAE al 
uns ou. 599 T এতে, যখন r a(1 cos 6). 


«mme Si-O 
7. প্রাথমিক তত্ব হইতে fin) বাহির কর, যদি f(x) = sin x হয়। 
৪. Кд হইলে, (0) নির্ণয় কর। 

9. d(x)-arc tan x হইলে, 4/0) বাহির কর। : 
10. f(x)» | x | ® হইলে, (1) এবং 1(0) বাহির কর। i 
11. (а) 9500) বাহির কর, যদি 5 — 02 in ав | 

(b) 540) বাহির কর, যদি 5° at? -2bt হয় ; (= স্বাধীন চলরাশি)। 

12. 109০৯ Í, (x40) এবং 10০ হইলে, 

f^) এবং (Lm) বাহির কর। 


উত্তরমালা 


প্রশ্নমালা 1 (51-19) 
4 (i) 53, 59, 61 ; 67, 71, 73 7 79, 83, 89 ; 97. 
7.0) a+ Vbia—wb; যেখানে (a, Б) _মূলদ এবং Jb অমূলদ | 
Gü) (а) чати: J341(45— 43)) V344(/5- 43) 
М3+% C J5— 3); J3--8 (J5— J3); %3+8 (5- 43) 
(b মূলদ: 9/5, 19/10, 2, 21/10, 11/5. 
8. 0, (i), Gii, Gv), (v), (57--яөт88 অমূলদ ; 
^ (vi), (vii), (viii), (ix), (х)—теолЁ xem | 
9. (0 46-,/5 ёч; 
G) J2-$(J3— J2; 42-48(V3- J2; 
N2+8 (V3—2); V24$(J3— 42). 
(0) অসংখ্য অমূলদ সংখ্যা আছে। 
1 1 1 1 1 
X1. এত 45-43. Ар; 
10. (i), (i), Gü), Gv), (v), (vi), (vii), (viii), ইহাদের সকলকেই কেবল 
আবৃত্ব দশমিকে প্রকাশ করা যাইবে। 
(i) 023076; (ü) 09885714, 
(ii) 093750 বা, 093744, (іу) 051040 বা, 051030, 
(v) 0978, (vi) 098823529411764703, (vii 09089010, 
(vii) 02880, বা, 02870; 
11. 0) xm; GÒ жи; (4) অমুলদ। 
12. 0) সত্য) : (ii) ww; (17) সঠিক নহে; উক্তিটি হইবে; 
যে কোন মূলদরাশিকে অসীম эйе দশমিকে পরিণত করা যাইতে পারে 17 
(iv) Cantor-Dedekind এর স্বতঃসিন্ধ অন্তযায়ী উক্তিটি тр! (v) সত্য। 


রি 
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প্রশ্নমাল! 2 (পৃষ্ঠা 41) 
1, Ace 4টি; Bæ; Ссв1Ё; Dতে1টি; Eতে অসংখ্য; 
X এতে কোন পদ 418 | 
2. 49, যথাঃ {1,2}; ill; H; AL 
8. А)у8-1, 2, 3, 4,5}; 47812) 
A-B-(3,4; В-А=41, 5}. 
4. 6টি; A={4, 6, 8, 10, 12, 14), 5. 41, 4,5 
6.  AUB-Íix: 0<х<3}; АПВ={х: 1<х<2} 
А-(ВПА)={х: 0<х<1}; 
(АОВ) -(АПВ)={х: 0<х<1; 2<х<3}. 
7. AUBUC-11, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8 ; АПВПС -13, 4 
& чз 9. X'-15,557,9 XnX'-ih 
XUX'-U il, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9l. 
10. BNC={d, ft; B'UC'-iab,c, e. 
12. (РОО)'={х | 3<x<10}; 
(РПО)'={х | 0<х<1; 2<х<10} 

15. Х-Ү={х: 1<х<2}; Ү-Х={х: 5«х«6), 
(XUY)-i: এর 
(X-Yy-ix: – =<х<1; 2424০) 

16. () 325, (8) 25০টি। 

17 (а) 0) 15; (i) 0, (90) х=6, 74) (8) х=2, 55. 

2:-1, যখন 1<х<2; 

18. ৮1577 1, যখন ০.৮ 

1-2х, যখন —1<х<0. 

19.0) |x-2]| <4; (i) |х+3]|<5; 

(0) |х-2|-«2, v) |2x-3]| «5; 
(v) 13х+18 | <04; (vi) | 15x—79 | «1. 
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20, (i) —1«x«5;' ° (i) —4<x<1; 
Gü) 4$-x-51; (0 -4«х«-44, -48«а «1, 
(৬) -e«z«-3 বা, 7<х<< ; (vi) x«-1; 
(vii) —=<х<—@# বা, 4২০ ; (vii) -3«х«3, 


24, $231; 25. G) -2«х«4, 
ü) -ө«х«-3 বা, 3«х-о ; 
(Ш) -3«х«2, (iv) x«l. 


প্রশ্মমালা 3 (91-55) 

1 বিস্তার ঃ Y ={5, 6, 7}; wwf*z4; একমানবিশিষ্ট এক-এক চিত্ৰণ ॥ 
2. কোনও চিত্রণকে প্রকাশ না) (৫4) এর মান Б, bo bs ba এর একটি 
বা কয়েকটি হওয়া প্রয়োজনীয় শর্ত। з.  একমানবিশিষ্ট অন্তশ্চিত্রণ 1 
4. ছুইমানবিশিষ্ট উপরিচিত্রণ। 5. ৮৮17, 13, 19}. 6. ৮110, 26, 50}; 
7. k=5/2 ; f(5) 10. 8. বিস্তার £ Y 717, 9, 13, 15}; f^! : y>(y—3)/2, 
9. বিস্তার £ Y=í5, 11, 17, 23}; 471: уә(у+1/3. 10. ইহা 
একমানবিশিষ্ট এক-এক উপরিচিত্রণ। /71: уз(у-1) 11. “f এর বিস্তার : 
2={св,с\Ь 12. ৮115 4,915 Z=, 8, 18}; “Р-41, 2, (2, 8, 
(3, 18) ; 72-10, 4), (2, 16), (3, 36). 13. (1) 49; (ü) 19, (iii) 7; 
(iv) L 14 () f-)2x-7»-3; g^" (z-z-4z. (i) fg 14) 43; 
gf-(4)23; f-1g71(4— —5/3; (fg)1(4)—1/3. 15. (i) এক-এক 
অমুরূপতা, (1) এক-এক ЫГЫ] আছে। 16. এক-এক Зул? আছে। 


প্রশ্নমাল! 4 (51-79 ) 

1 f(D-4, f(3-12; f(-2)227; 2. 40)-3, 402)-11, 
4-1)-5 8 4-2)-43, 43)-188; д0/)--18, 
4 f()--2,f(0-8; f2- V2: 5 (0)=1/2,; 1(2) «fact ; 
К-1)-0, 6 400)--3: 42)--3: 4-3) чї! 
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7. F0) 4105 F(1)-2; Е(3) থাকছে নাঃ F(4) থাকছে না; Е(6)=2. 
8. F0-1;F(-10-1/; Е(1/2)=2. 9. а2+8; 10. 0; 
11. F(O=4; F(n3)-1-3 32; F(—1/4)-24-34 2/0 ; 
F(—m=4; 12.  f(m/69-(2/3—3)3 ; f(-m|4 ч! 
їз. f(@)=5; f(3-5; f(4)=-1; 5)--2: 14. 40)-3, 
4(3)-12,4(-2)--8, 15. F()-—3; F(0-2; F(-2)-0; 
F( 42) - 2. 16. f(0-4; f(-5)-8; f(-3)-4; f(4)-10. 
17. f(-D)-f(0)-f(42)-f(5/2)-5 ; 18. 4(3)-4(0-2; 
Ф J3)m (1+ J2)— —2; 19. /f(5-2f(5-f(-3-f(0) 
=f (sin п/6)=2; f(42)- J2; f()-e; f(m-m; 20. 40)-0: 
4(3)-3; 4(3)-3, 4(/3)-14/3:  4(4541)-24- J5; 
4()-71-e;4(og2)—1--log2; 22. 16, 23, 4001; 81. а=2; 


| (x —bYx—c) ,., (x—cYx—a) у (ха). 
sb 52 саана са) 


86. () x-2; (ii) -ө«х «2, (ii 1<х<3; (iv) -өе«х«2, 
3«x«9; (у) x-(2n4-1)1/2; n=0, বা, পূৰ্ণসংখ্যা ; (vi) x—nr; 
n-0, বা, পূৰ্ণসংখ্যা ; (vii) —9«x«0; (vii) x=nntml4; n=0, 
বা, পূৰ্ণসংখ্যা; (5) +1<х<+3; 87. (i) (0,0; (ii) —%<y<-2; 
2€&y«; GH) -о«у,С-2, 6€&y«; (iv) 0<у<3; 
(v) —=<у<(—3—2,/2); —3+2/2<y<= ; (vi) 0<у<1; 
(vii) —=<у<®; 39. |i) যুগ; (i) wm; (Ш) qm; (v) অযুগা ; 
(v) 3"; (vi) 3"); (vii) অযুগা) (vii) 491 40. (a) (i) monotone 
increasing; (ii) monotone increasing ; (iii) monotone decreasing ; 
(iv) monotone increasing ; (v) monotone increasing; 41. (a) ®63- 
3191236 ; fre  йїй=4; 41 (с) সীমাবদ্ধ নহে; 414) সীমাবদ্ধ নহে ; 41 (е) 
1; 42. (i) у=х+2; (ii) у= Vx, y= — Мх, (৮1) x22 Jy (x70); 
x=-—2Vy, (x«0); (v) »-logiox, (x20), (v) у=10°; 


(vi) y sin", (12x20), y, (x —1). 
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প্রশ্নমাল! 5 (পৃষ্ঠা 112) 

2.0 14, G) 4; 003, Gw 0; 0) 23; (v) —35; 
8.0) 4; G) 6; 6E) 2; Gv) 12; (v) —4; (vi) 2; (ü) 0; 
(vi) -4; (x) —2; (x)2; (x) 5/4; (xi) -1, (ui) -2: 
Gi) 0: (xv) 2, Qv) 4: 4 G) 12; @ 12, (i) 14: 


1 


Gv x; () 2; GD 2: পে) lil: Өй; G9 2 


(8) 55: 5.0) 2, @ e; Gi 0; (9) 2; () 0; 


(i) 1; 1 КЮ- ১৬৮০) এবং 10) =0 হইলে, и IO নাই 


যেখানে а=0; 8. /(0-1х-1|, хя1: füd)=1; a=1; 
9. f(x)22,x22;f(x)2 -2, x«2; f(2)=0;a=2; 10. Кх) 2x?, 
хэ 0,1()-1, 18. 8=є/2;8; 14 8040)--2:10-0)-2, 
নাই। 15. 4(140)-05401-0)-0, 1) =1; আছে। 16. F(2+0)=4; 
Е(2—0)=5 ; নাই | 17, Еа) =п/2, যদি ৫৯0 ১ Е(а)= -712, যদি а<0; 
Е(а) = 0, যদি a = 0. 

18. q(x)= x, যদি x20; dx) —x যদি z<0; $(0)=0. 


eamm 6 (পৃষ্ঠা117) 
1. (0 83: Gi) 5448, (ш) 3/2; — бу) 3/5; 


(v) 2; (vi 1/2; (vii) loge 2; (viii)  —1logs5; 
(iz) 1-1; (х) 2; (xi) loge (a/b); (xii) 10843: 


(xii) 3; (xiv) -2: (xv) e°; (xvi) e7*; 
(хуй) 1; (xvii) e", 


2. (i) 1/2; Gi) 1; Gi) 1; (iv) 1; 
(v) 7/80: (vi) m/180; (vii) 1; (vii) 1; 
(ix) 1; (х) -2: (4) 2; (xi) 0, 


(хш) 9/2; (xiv) 1; (ху) -1, 
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8. 0) 2; 0) 0; (i) 1; (iv) 0; 
(v) 0; (vi 1/2; (vi -1: (ушШ) 0; 
(ix) 2; (x) 2; (xi) cosa; (zii) sec*a; 


(хш) 1/2; (ziv) sin a—a cosa; 
47(0 8% (i 1/2; (ш) 0; (v) 1/2; 
(v) e*; (vi 0; (vii) 0; (viii) logs a. 
5. f()e-1, যখন | £ | <1; (%)=1/2; যখন |x|=1; f(3)-0, 
যখন |х[>1; 1+0)=0; fü-021; 1)=12; 
f(-1-0)-0; fí-140)21; f(—1)=1/2) ; নাই। 


emaan 7 (991—128 ) 

-Ё x= 0 তে f(x) nwe নহে; 2. x=0,1, —1 এতে fix) 85; 9. "ws 
নহে; 4 xe2 এতে Қа) тә নহে; কিন্তু хэ--2 এতে ইহা! 795 ; 
5. f@+0=13; f(2-0)-13; f(2)=13; х-2 এতে f(x) 5% | 
9. х=1 এতে ф(х) অন্তত ; x=2 এবং х=3 এতে ф(х) সন্তত নহে ; 10.:b—4 ; 
11. 8140)-К1-0)-11)-7/10: wwe; 12. (3+0)=(3-0)=6; 
К3)-3 5585 নহে; 18. f(240)-322; f(2—0)9 —3/2; f(2) 71/2; 
সন্তত নহে। 14 /(0+0)=/(0—0)=/(0)=6; সন্তত। 15. সন্তত নহে। 
16. ৮0 এতে 795 নহে; >n এর জন্য সংজ্ঞাত নহে; 17. х=1 এবং 
x-2 এতে Ха) সম্তত নহে; 18 x-0 এতে f(x) 995 নহে ; x=1 এতে 
সম্তত; х=2 এতে Дх) 9; কারণ x22 এর єз f(x) সংজ্ঞাত নহে; 
19. z=—1 এবং х=1 এতে 12) সম্ভত নহে; x-0 এতে ইহা! সন্তত। 
90. x=0 এতে 195 নহে ; 21. 795 নহে; 28. 795; 24. 4(007(0; 
25, (i) х-0,-1: (1) x-12; (ii) x-—(2n--1)m2, n=0 বা 
পূৰ্ণসংখ্যা; (iv) এস (77714, п=0 বা sme; (v) x-n, 
п=0 বা পূৰ্ণসংখ্যা; (vi хэ0. 
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esteri 8 (পৃষ্ঠা_143) 


1. Ах=002; Ay—0'1204; 2. ёх--0098,5у--0147 
з. 8--003,855--02982, 4. Ду-00804, 


Ду/Ах-402, 5. 8х-001,8у2-000251, 
8y[8xz — 0:251 ; 6. -04008,-0020002: 
+0'059982 ; 8 Ay- —0700551 ; —0'01662; 
9 (0 3x*; (ü) -1l/x*; (ii) —6/z*; 
G) 2-39, б) Met, w) 1-2, 
(vi) 22х48: (уй) cosz; (ix) eu 


12, (а) Rf'(m-Lf'(m-0:f'wm)wtg এবং Р(0)-0: (b 0: 

13, অস্তিত্ব নাই) 16. অস্তিত্ব নাই ; 17. অস্তিত্ব নাই ; 

18. (a), (b) অস্তিত্ব নাই ; 19. 7)-3, যখন ০৮1 ) f(x) -2z-4-1, 
যখন 1«x-2;1(1-3; 20. 1/J3; 21. 7/4; 

2». 143; 98. 7/3; 24 tan^*331 7134 (প্ৰায়); 

25, 3/4, 


প্রশ্থমাল। 9 ( 991—161) 


1. G) 12542 7 (ü) 8৮৯ —1l)x=5J9; 
(i) -—2/z*-Fcosec?x; (іу) 3(1-—z-7/4 ); 
(v) 1- Jalx; (vi) —10/x° --sin x 2e ; 


1 
1+:?' 


(уй) 12-2943 sin z+ 


41112226 3 5^ 
(viii) Lh V Ia 10৫52 i 


(ix) 10” 1од 10--1029--1: (x) 2 logo e+e", 


(xi) -2 совеста TTT +2 10482 ; 
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(i) 2xlogex+z; 


2. (i) 125-5; 


(1) e“ (coss NM | 


J1-z* 
(v) 10*x? (x log,10 4-10) ; 


(уй) e*(1--logex-d-x loger); (viii) 22 tan“ 


Я Ml এ 
(ix) 1 xit 


» 10* f1 
(xi) Rh 
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) i (iv) 34০83) cot z— 3*cosec?x ; 


(vi) sec x (sec?x--tan?x) ; 


51-43, 
Tp 


(x) (sin x+ cos x)-Fe* (cot x—cosec*z) ; 


logex--x Пор10) logex +1 }. 


(ii) (x cos x—sin х)/х?; 


(Ш) (4sinx—z cos х) x° cosec*x; (iv) 2/1—:)*; 


3. (i) -4z/2x*--1)* ; 
0-х 8-1. : 
(v) (de-1* 5 (vi) 
এ 1 асре 
(уй) Vail- ЈА)? ; (viii) 
(ix) tan dx sec? 1x ; (x) 


(xi) cot 1x. cosec? їх ; (xii) 


a= =s: 
COS Ж. 
(1 —sin x)* ° 
—2/(1—sin 22) ; 
—(L--2x cot7!5)/(14-x*)? ; 


(xiii) 21—2*)(1— x-x*)*; (xiv) d PE 
z? 
EU гЄнц сэрэг 
8. Р(1,3/4),0(-1, 3/4); 9. 0; 10 х=1,3; 
Р (1,3) এবং Q (3,22); И. 03 কোটি _ 13 যখন х=1; 
কোটি=15 যখন х=3; 13. 1,-1; 
13, 1, -L (fee); 14. х-0,1:48| 


প্রশ্নমাল। 10 (991—174 ) 


1. (i) 3 cos 3x ; (1) —3 cos*xsin z; 
(iii) —3 соѕес%х cotx; (іу) бх 6543) 
2sin x (23 Q(ten ix. "EE 
(v) Js (vi) লিট? (vii) айр! 
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айх, o BOED, ০০৭ হয়, 
g tan m 


нс у (xi Eie; 
günmy/i-x*; (xiv) ON X PE cos x ! 


“r *(/д} cosec?( V x)-cot( V x) ; 


Ух 
264, j (хуй) (log,10)(cot х) 101082 2 ; 
sin (log sin х) – (х cos x)log хєх sin 200০8 sin 5055 


Ee (i); e» aea (тү) 
i-am, Gui) 4 Gat ber +e +2 ES 
(x? 10: +IDN За +204" 72412) ; 

x* (8x --20x* + 36)/(х* + айх зэй j 

ax" - 2o - 6k - 3) 4]; 
Мф.(5-5(5-5) (854 Ale! 


cot x 


sexy | 0০০0) So sin 5) 1410 log cosec x? 
2. 1 
ыа Е Tyro ӨВӨГ, тт 
21+"); (xxi) TTS 
Зол 
: , (xxxv) Low 


fun) 712, AE DE 
175 (rib Vs 
(xxxviii) 2 sin 2x ; i l ç 
(бш Маа) x) i 
| 1 : 
(xl) 2 Jix-bia-zj (xli) sech x 4 
(xlii) কু sec x. 
E 1 26 
2. (i) Руту (i) —tano; (ii) 1; 
: 3 3 bt 7 
(iv) cos*$ cos 24 ; (v) atij" 
) (= ey, p 22-0" 
(9 (а) 3 (vii i) 
(väi) 1). бж) (17 2*/0 4-0. 
8 G -1; Ш) —(4x+5y)(5z+6y) ; 
Gü) ৮:৫৯; 8 


(v) —bmzxm-l/((amym-1i), (vi) yx; 


(vii) —(ax--hy--g)hx-Fbyf); (уш) УЛМ2»-1) 
(ix) ACE B, (z) TS j 
60 i-e oo eh Маш, 
(xiii) —у/х. : 
4.(i) 2x**.(14-log z); (i) sin": , ыз M 


Gi) (sin x)” Qogsinz+x cot a); (iv) loga, (2log x) , 
$ 


332-5 з x(2x +5) . 
(9), 21+!) flog (1+) 28 J: 


(vi) (tan <x)eotz_ (1— logtan z) cosec*x ; 
অস্তরকলন-__14 
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Чир ae. (ta log; 
(уш) x” « Ge) * (og x- (log х)* }: 
у A ( LEAT ৪১০০2] 4) sec*a? ; 
(x) ৫৮০ ? ,(sec*x)+ x”, (1+log x) š 
(xi) x”. (1+108 x) -- (sin х y". (log sin x+ cot x); 
(xi) (tan х)? . log tan z+ sec x cosec x } 


арал a (ss X -- sec*x log x |- 


cos?x |... 


5, @ I+? * 


2° 5 G) Ze; Gi 


(v) xine, {х log x+(1-+x*) tantata ; 
(v) 2; "Qvi 1. 


в. 0) Si? 2165), (i) (b= logeb)la+b2?); (ü) —1/25 


1 


(TII А (v) secx; ZEIT 
(vii) Jas (d) cor ranra: 
(x) 1010. (10°) . (loge 10)* ; (х) -1; 
(xi) Jess: (xii) pre 
(xiii) এ (xiv) $ ৪.8 


9, (0 P-3,1); 03, -D, 00 RG, —3/5); 5—5, 315) 
10. 135 11 0:1 
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প্রশ্থমাল! 11 ( 991—188) 
1. স্পর্শক £ y=x+3; অভিলম্থ £ х+у=5; 2 a=6;b=-15; 
3. স্পর্শক £ ॥4+4%=3:; অভিলম্থ £ 4y—x+5=0; 
4. (а) স্পর্শক £ х=0; «(л Ч: у=0; 
(b স্পর্শক £ y=2a; অভিলম্ব £ хэал, 
5. (i) ম্পর্শক £ ху Нуу =а?; অভিলঙ্গ £ уух-хау 0, 
(8) "em: vy, =2a (+%;); fem: 5-97 (а= х.) 5 


(7) ম্পর্শক £ хх, 499021 ) অভিলঙ্থ 3 0502) 25994) , 
"m 6 b X: Ул 


(iv) "e: 31-71 ; অভিলঙ্থ aaa). 75755) 
a* — 


x, ул 

42.0) 1<х<3; (ü) —=<х<2‹4{4<х<=®; 
Gü) 1<х<2; (iv) 2<х<о=. 

46. 4х-00025, 8y2:070876 ; (প্ৰায়); 

dy-00875 ; èy — dy 2200001 ; 
вуйхг35035, 47-35. 

| 17. 4х--0003, Ay&—01557; || dy- -0156; 
Ay-dy=00003 ; чу A 00870. 

18. ( 84016; Gü) 428024, 

19. ( 1319; (i) 2488; Gii) 12028: 
(iv) 00623; (у) 25056, (vi 10022, 
(уй) 0883, (vii) 08657, 

(ix) 0965, () 207, 


20.0) 0008, (8) 0"12556, 
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21. 7976024 ঘন ইঞ্চি ; 07003006 ; 
22. 308 ঘন ইঞ্চি ; প্রকৃত বৃদ্ধি? 31008 ঘন ইঞ্চি) 


24. 099%; 25. 0047124 বর্গ ফুট ; 
26. 0000873 বর্গ ইঞ্চি; 27. 002919, 

28. --6:3806 ফুট, q -6'1834 ফুট ; 29. 0116439; 
81. 28; 82, 20 ফুট/সেকেণ্ড ; 


88. 84 ফুট/সেকেণ্ড ; 84 5 ফুট/সেকেও (সাংখ্যমানে); 
85. 0348 ইঞ্চি/সেকেণ্ড; 86. 10 ইঞ্চি/সেকেও্ড; 

37. 000398 সে. মি./সেকেণ্ড ; 1 বর্গ সে. মি./সেকেণ্ড ; 

88.  ফুট/মিনিট (ew); 89. 8/m ফুট/সেকেওড। 

40. মিনিটে 75/34 মাইল; 41. ঘণ্টায় 4 মাইল; 

42. G) 150 ফুট/সেকেও্ড ; . (i) 76:8 FETES 


পরশ্নমাল। 12 (991—197) 
К) এ 24১) 
1. (i) 5*(log, 5) (ii) > (m) SE 
ga Э); (521 (৮44) 


(iv) 3-21ogx; (v) —(3/4Xcos x--3 cos 32) ; 

(vi) —a*pl(ax--b)* ; (vii) — (9 cos 3x cos х); 
(vii) 2 соз 4x; (ix) 2e". cos x ; 

(x) —e**. (7cos 4х+24 sin 4x) ; (xi) -2ax/(x* --a*)* ; 


(xii) 3$1x—2)*—(x42)91; (xiii) 4x*(5x* t3a*yx* —a*)7? 2 


(xiv) 21(x--2)7? —(x--3)"*1; 
(xv) 104352 — Беа +b ^ -(3* —азух*+а*у Wat ья)" 


-2x ` - ED : ac—b* А 
(1+x*)* ° NS (1+22)* ; vii) (ах? -2bx--c)'* * 


(xix) —2 (a*x* +2аЬх+2Ь% —ас)/(ах* --2bx-tc)*. 


(xvi) 


— w 
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1 6Qu-9): Ò gpa) 
Gii) бу(х*—3у'Хл*+у"х* 39 : 
ч, 3, 0-250" ; 
б) -214595*; (0 ('—abyüz+by); 
(vi) 2a?xyl(ax—y*)*; (vii) —5b*K(a*»*); 


m 1 " —4a*. 
| ӨШ Saco’ 09 у ' 
p -2(40* Л. 6. 
| (х) TPO ; (xi) 2а sect 2 i 
@й iii (8) 40) e"() - e) ^M); 
7. 0, 8. 0, 9.0, 10. 77(1)-46: 
Р” (0)-0, 11. (а) a*:(b) (ac- b?) c*^* ; 


12. f"(0)—0; f" (1/n)- 6/m. 


পরিশিঃ 
А-1. জীমাস্থ মান সংক্রান্ত উপপাদ্য : 
মনে করি, Lt x)=] এবং Lt g(x)-m, যেখানে a, l, m— 
০০৯৬ 


সসীম। ভাহা হইলে, Lt dG)rgGOb- 14m. 


এক্ষেত্রে একটী নির্দিষ্ট বাস্তব রাশি 6/2 (যতই ক্ষুদ্র হউক না কেন) লইলে, 
ধনাত্মক বাস্তব রাশি 8, এবং 8, পাওয়া! যাইবে, যাহাতে 
170)-11 «e, যখন ০ | %-৫ | 45; 
| sx) 7m | 492, যখন 0< | х-а | <8,. 
| f(x) -1| 4৫2 | যখন 0<]х-а|<$, 
14(9-т|««2 y যেখানে 0<з<(%,,5,). 
এখন, 1170)--4053-04-т) | = | 0) 0 23-6a(x) — ml | 
< | fe)—1 | + | £X) m | «2-2, 
যখন 0< | x-a| «5; 
অর্থাৎ | /০)+40)-04+%) | «6, যখন 0< | z-a | <5. 


"s Lt 1001+4)17%% 
2৯৫ 


আবার, [if(x)ax)--m)| = 100)-0-140)-%)| 
< | fi-l] + | ৫)-% | «92-4-«2, 
যখন 0< | z-a | <8; 
অর্থাৎ, (140)-401-0-|-«6 যখন 0«|z-a| <è. 
"n цэ 1/(x)— a(z))- 1— m. 
A-2. অক্ষবর্তা স্থানাঙ্কে বক্ররেখার সমীকরণ : 
AY মনে করি, ОХ এবং OY যথাক্রমে 
৪ সমকৌণিক কার্তেশিয়ান্‌ এ-অক্ষ এবং 
‘9-অক্ষ এবং AB একটি зас | AB 
বক্ররেখার উপরে Р(х, y) অবস্থিত । 
P ЗРМ LOX ; gaatt, ON =x ; PN 
“=y মনে করি, OP=r; এবং OF, 
X Exner ধনাত্মক দিকের সহিত 0 কোণ 
А উৎপন্ন করে। তাহা হইলে, Р fen 
অক্ষবর্তী স্থানাঙ্ক হইবে (7,0) এবং АВ বকুরেখার সমীকরণ হইবে £ 7০৮09) 
যেখানে 0 কে মুল বিন্দু এবং OX কে মুল রেখা বলা হয়। 


(i) r=a(1-+cos 0) (i) r-a(1—coso) 
А-3. প্যারামেট্রিক আকারে বক্ররেখার সমীকরণ ঃ 
দৃষ্টান্ত £ Cycloid: 


4) z=a(0+sin 0); (ii) x-a(0--sin 0) ; 
y=a(1 —cos 0). y=a(1+cos 6). 
»A-4 উধ্বতর ক্রমের অবকলিতকের নির্দেশ 51555945: 
yu f(x) হইলে, 


Фу y, ey e f'G)e Dye DfG) : 


A Y 2 ya y' e (а) тус ә): 
T m Tg =y" ef" (x) D'ys рх): 


Py oy aye) Dye D 
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А5. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ ঃ ; 
d) уех" হইলে, ys এর মান কত? (॥=ধনাত্মক পুর্ণসংখ্যা )। 
এখানে, у="! ; Y 
ya n(n—1)x^7? ; 
ys 7n(n—1)(n—2)x^-3 ; 
"s ya7n(n-1)(an-2).. 9321. =n! 
*. D"(x")=mnm! 
Gi) y-(ax-tb)" হইলে, y.- কত ? (n ধনাত্মক পুর্ণসংখ্যা )) 
এখানে, уз = т(ах+0)"-1 a: 
Уз = m(m— 1)(ах +)" ад, 
ys = m(m —1)(m —2)(ax - b)^-9 . аз ; 
`` ya m(m- 1)(m —2)--.(m -n+ 1)a" (ax -b)?7^. 
Wis): (1) m ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্য। এবং m<n হইলে, ya =0. 
(2) m-n হইলে, y. - (n!) a". 
Gi) y=e% হইলে, »*-কত? (n=w[ পুর্ণসংখ্য। )। 
এখানে, Уз =ае?° ; 
Уа = а?е H 


ys = a?e’? ; 


+. эһ=а"е°®. 

D"(e*7) = ৪7৪০০, 
TI: f(D) e“= Қа) е", 
Gv) অচ্রপভাবে দেখানো যাইবে £. 


»(/ 1 ЕС) 
(a) D m = ; 


А =D- - 11, 
Ф) D'ilo (c) CDa 
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(v) y-sin (bxc) হইলে, y.- কত ? (n= ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা) ৷ 
এখানে, y, =b cos (bx +c)=b sin (bx+c+m/2) ; 
y I = —b? sin (bx+c)= b° sin (5x -F c 2.712) ; 
ya = —b? cos (bx+c)=b sin (Рх-Ес-+Е3.л/2); 
`. yam D" sin (фх+с+тт/2). > 
*.. D^ віп (bx-- c) - b" sin (bx - c - n7/2). 
দ্রষ্টব্য 801) D? sin (bx--c) - (7 b?) sin (bx tc) ; 
` (2) Dt sin Фх+с) - C-b?)* sin (bxc) ; 
(3) f(D?) sin (bx+ c) - £ (— b?) sin (bxc). 
Gv) অমুরূপভাবে দেখানো! যাইবে £ 
(1) D" cos (bx--c) - b" cos (Бх--с--нл/2) ; 
(2) D: соз (bx- c) - C- b?) cos ৫১7০) ; 
(3) D* cos (bx- c) - C- ৮০): cos (bx c) ; 
(4) f(D?) cos (bx- c) - f (— b?) cos (bx--c). 
(vii) y-e"V,ufw V- х এর অবকলনযোগ্য অপেক্ষক হয়, ভবে 
уһ= কত? (п= еч Y R) | | 


এখানে; sac? Ve D =e (a+D) U ; 
аз dV, a, dap 
eG 8° V --2ae acit এতশত (a--D)*V ; 
[(a D)? =a! --2aD -- D? ; (a--D)*zED? --2Da +a", 
Ра = 0]. 
একইভাবে, ! Уз = e^? (a --D)*V 5 
$4767? (a--Dy"V. 


দ্রষ্টব্য? অনুরূপভাবে দেখানো! যাইবে : 
f(D) (eV) =е £(a--D)V. 


218 অন্তরুকলন 


«А-5. সমাকলনের ক্ষেত্রে D এর ব্যবহার : 
“সমাকলন'কে бя тасар বিপরীত প্রক্রিয়া মনে করিলে, আমরা 


Df(a) = f'(x) হইতে পাই : 
юд-рэРа)- ffo ax, 
যেখানে, | 1), (সূচকচিন্ছ হিসাবে ) | 
n faw dx-l р 269: : 
i 9607 f [fo ax] ax 5 ইত্যাদি । | 


*A-6. 0-অম্পকিত সৃত্রাবলী £ (ইহাদের প্রমাণ পাঠ্হুচীর বহিভূর্ত )। 
L f(D) es2=f(a) ед? ; (a) иЗ : 
JL f(DY(e^*V)—e'* f(a--D) V ; 
ЧИ, £(D?) sin (bx--c) -f (- b?) sin (bx--c) ; f (-b?) IÑI ; 
ТУ. £ (D?) cos (bx +c)=f (- b?) cos (bx--c) ; £ (- b?) সসীম ; 
У. (0-ахр--Ы5) y 21D? -(a-- b) D+ab} y 

=(D+b)(D +a) y ; (а,Ь গ্রবক )) 


VL L еее lp Уне ар V; 


VII. b Ф w- fs (х) ах; 


уш. d, «9 [10১ ах} ax ইত্যাছি। 
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А-7. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ £ 
Фил 1. মান বাহির কর ঃ IL 


1 1 
I= (22229) 52925 у: 
б“ 22254 2-0 


=e х š (142) 


E s (17010571054...) 5৩ 
2* (1 2*4 8;* E +с 


elu (x33 2,3, 3 
š e° (z 2* +>“ 3*c 
উদ্নাহ্রণ 2. মান Аба করঃ /৫*০০%৮+০) dx. 
239 2, f = s l^ 
I টি ©^соз\®х+с) e EFD cos(bz=+c) 


=e"? 520, cos(bx + c) 


e” 
রে (a — D) cos(bx-Fc)-b ; k= অস্থায়ী বক" 
= E {а ০০৪৮৮+০+৮ sin(bx-F c) H-b. 


উদ্ধাহরণ 3. মান বাহির কর £ f ৫০৮ sin(bx-c) dx. 


sin(bx +c), 


24 ; аа 1 
I p sinbx-to) ques 
=e D, এ০৮+০) 

wp (a —D)sin(bx--c)--b ; be 99° 


- Z la sin(bx +c) b сох O+ 


সমাকলন 
[ Integral Calculus ] 
ere weg C 
Indefinite Integral 


1-1. অংজ্ঞা 8 কোন চলরাশির সাপেক্ষে একটি অপেক্ষকের ‘Integration’ 
বলিতে এ চলরাশির সাপেক্ষে ও অপেক্ষকের ‘Differentiation’-এর বিপরীত 
পদ্ধতিকে বুঝাইবে। 


মনে করি, 2১7 з e а) 


তাহা হইলে r-ea সাপেক্ষে $()-C9 flx)-aa Primitive বা, Indefinite 
Integral বা, Antiderivative বল! হইবে এবং তখন লেখা হইবে, 


f fea = (x). 95 ы, (2) 


এখানে, f(x)-c* Integrand বলা 5 С4| কোন একটি অপেক্ষকের 
Integral বাহির করিবার পদ্ধতিকে Integration বলে। (2)-405 ‘/” দ্বারা 
Integration (55 এবং / dx দ্বারা %-এর সাপেক্ষে integration-C$ বুঝাইতেছে। 


দ্রষ্টব্য $ f f(a)dx= (x) কে অনেক সময় 
(i) b fa)=4(), বা, (ü) D-3f(a)= Фә) 
ч, Gi) (2| а) Gy লেখা হয়, যেখানে) = ৫. 
কয়েকটি দৃষ্টান্ত £ 
(54 4 (sin x) 2 cos х; .'. fes x dx—sin x. 
* "4х 2 : 


এখানে, ঞ-এর সাপেক্ষে cos x এর integral ( বা! primitive ) sin x 
সমাকলন-__]. w 


2 সমাকলন 
Ter 17 
(i) *. di (tan 0) =ѕес?0 ; .'. Јес 40 = (ап 0. 
এখানে 0 এর সাপেক্ষে 5০০১০-এর integral ( 3| primitive ) tan 9. 
44 cd : 
d) s G 09)=52*; 2. f 52422. 25, 


Д .. 4 n n- 
Gv) *. 256 =, 1০০ foem. 


মন্তব্য 8 মনে করি, 4 ф(х) = f(x). e ХЕ а) 
তাহা হইলে, Integration সংজ্ঞা অনুযায়ী 
fr (x)dx= (x); ৯০5 iue (2) 
d d 
2 [ (fde |= 9090» 
অৰ্থাৎ, £ кадах Коо). ... ЗЕ (3) 
সেইজন্য ‘Differentiation’? এবং *[ntegration'—4g প্রক্রিয়া দুইটির 
একটিকে অপরটির বিপরীত পদ্ধতি বলা হয়। 
আবার, (1) এবং (2) হইতে দেখ! যাইতেছে, 
ft 2162 04৮ 40) 
অর্থাৎ, IE -400. ... “ЁС (4) 


1-2. Constant of Integration : 


যদি, £ #(z)= f(x) হয়, তবে, 
x 


4 лан, 
auta с, ৮-নিরপেক্ষ একটি অস্থায়ী 2845) (an arbitrary constant) 
সুতরাং, fo) এর একটি Integral $(%) হইলে, এ f(x) এর সাধারণ Integral 
$(%)+০ হইবে)। স্থতরাং+)সাধারণভাবে, 
f f(x)dx- 4(x)+c, 


INDEFINITE INTEGRAL 3 


যেখানে c, х ЛЭ একটি অস্থায়ী nm do এখানে, 1%(%)+০ কে 
“Indefinite Integral" বল! তয় | 
আবার, এই ০-কে Constant of Integration" বলা zx | 


দৃষ্টান্ত ঃ 


КЫ z (sin x)= cos x ; 24 fes x dx-sin x. 


Gi) 22 z (sin z+5)=cosx; .'. fe x dx=sin z+5. 


11: - XO nl T а= Т 
(i) *. d, Sn x 3)2cosx; .'. feos х ах sin x—3. 
(9) ^s Z (sin x+c)=cosx; .. Уо x dx-sin x+c. 
বিশেষ দ্রষ্টব্য £ 


(1) মনে করি, $'(%) =y). 
এ.:0$০৫৮৮) f yaaa, বা, Hx) о es, 
যেখানে, c, এবং ০০ দুইটি অস্থায়ী ধ্রুবক 1 
$1-%()+০, (০-০০-০3), 
যেখানে, c, «নিরপেক্ষ একটি অস্থায়ী e| সুতরাং, এইরূপ ক্ষেত্রে, উভয়পক্ষে 
Integration 4849 ন| দিয়া কেবল এক পার্থ দিলেই চলিবে 1 


(2) আবার, 2 Мах); 
কিন্ত, f[2 ваа адак ote 


স্থতরাং, সাধারণতঃ, 4. f q(x)dx এবং f ৫ 909)৫৮এর মান সমান নাও 


হুইতে পারে। 

মন্তব্য £ সংক্ষেপে লেখার সুবিধার জন্য এই পুস্তকে Indefinite Integral-এর 
সমাধানে অনেক সময় constant of integration. লেখা থা কিবে না; কিন্তু ধরিয়া 
লইতে হইবে যে, খানে constant of integration উহ 'আছে। তবে, স্মরণ রাখা 
দরকার, প্রতিটি Indefinite Integral সমাধান করার পর অতি অবশ্যই constant 


of integration দিতেই হইবে 1 


4 সমাকলন 
বিশেষ দ্রষ্টব্য ঃ 
(i) ta-n বলিয়া, fi dx= % অৰ্থাৎ, f dx-x. 


(i) x এর যেকোন নির্দিষ্ট (definite) ধনাত্মক বাস্তব মানের 99 logex এর 
মান সুনির্দিষ্ট এবং বাস্তব ; এবং তখন, 


få logs) e 1 বলিয়া f 14 Поре, (৮৯০), 


আবার, x এর যে কোন নির্দিষ্ট খণাত্মক বাস্তব মানের জন্য log, (7x) এর মান 
সুনির্দিষ্ট এবং বাস্তব ; এবং তখন, 


diilog( 7 =; বলিয়া, f las-log( 2) (*০), 


তাং, সাধারণভাবে, /14৮-1০৫ | x | =3 loge, (880, 


1-3. Elementary Integrals : 


NO LSU [৮ 
Јах =1ох, | x |, (x70); 4) 1৮ 
Ж) [чахах=-совх; A9) f cos x х= sin х. 


A drei Ki ) J cosec’ x dx= — cox. 
10 
49) fsecx цах derpaa у, 9 f cosec x cot x dx 


= — cosec x ; 


(11) | ча dx coshx ; (12) mm 


(13) I~ ix; x“ (14) f rns 


s  O—VU 


2 


i x 
05) 15০০ € 
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এখানে, sinhx— le -675), coshx- le Te). 


'sinhx' কে ‘sine hyperbolic х? এবং *coshx' СФ ‘cos hyperbolic x? 
রূপে পড়া ex | 


1-4. Two Important Rules : 

0 f Af (x) dx- A f f (x) dx. 

Q) Jt звод х= f EGO des fa ০০ dx. 
ур vere pepe nii e Ae qa Qa 


প্রমাণ ғ 
(D মনে করি, ff (x) dx= (х). 


io =f 09, এবং AAs ০০270 
যেখানে, А একটি *-নিরপেক্ষ ধ্রুবক | 2 
у, fato TANS (92a ff (4) dx. 
g2tu: (1) f: Cos x dx=3 | cos x dx=3 sin x+c. 


(ii) /[5*ах=5 f aa - 5 cre. 


IE faa A fax-a xc. 
(2) মনে করি, | ৫) ৭%=$ (*), এবং f & (48551 


তাহা হইলে, Fa (=f ৩), এবং d v (9৮৫ (2). 
36 (х) + (Ge de (925 (x) e f 0354 (x). 


XR Ји (х) 58 (х) хэс ç (х) Xv (д= fff (х) dx + ја (х) dx. 


এই নিয়মটি দুই এর অধিক সসীম (finite) সংখ্যক অপেক্ষকের জন্তও প্রযোজ্য 
হইবে। 


6 সমাকলন 
484): মনে করি, F'(a)=% (%)+% (e). 
ifn а [е (a) dx fva 
বা, F ০)-% (৫০)+০+% (х)+с» 
=ф (৮)+% (х)+с; (c=c,+c.). 
সুতরাং, এইরূপ ক্ষেত্রে, কেবলমাত্র একটি constant of integration দিলেই 
যথেষ্ট। 


1-5. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ (Illustrative Examples) : 
44): প্রতিক্ষেত্রেই প্রদত্ত Integral কে І দ্বারা স্থচিত করা হইবে ৷ 


Sereas 1. /মান নি কর: /[з+зв x) ax. 
এখানে, 1- f G+sin х) ах f3 а+ Í sin x dx 
| =з f dx | sin x dx 
«34 — cos хс, 

উদাহরণ 2. মান বাহির কর £ fos 20s z) а 

I= (0273-5 cos a) dx 

= [эі dx- fs cos x dx 

-з| 4х-5 | cos x dx 


=3х2х Jx-5xsin x tc 
=6 Jx—5 sin x +c. 
š cot x 
উদাহরণ 3/ মান বাহির [сс 
I= | ০০ dx 
= сонсч 1) dx 


= f союс*х dx- f ax = —cot x—x+c. 


INDEFINITE INTEGRAL 


fmt, মান বাহির 99: f বাম 2x dx. 
৮] পান 2x dx 
= f Jen x cost x) Z sin жоот dx 
-f M (cos x+sin x)? dx 
= f cos x+sin x) dx যখন (cos x +sin х)>0 


= feos dx4- | sin x dx—sin x— cos x4-c. 


Sgread 5. মান বাহির কর : | 


T 1 = [Г 1+8і0 0 
I- fus 8 2 1-51150 es 


= [ча m 5 do = | (sec*o--sec 0 tan 6) 49 
—tam 975০০ 0 +c. 


উদ্দাহ্রণ 6. মান বাহির 54: des d 


sin*x cos?x 
ТЕ 0৮০৬৭ x--cos? xa 
sin*z cos?x 


= [вес ? x - cosec?x) dx 


—tan x- cot x4 c. 


উদাহরণ 7. d 2x41 এরং ₹] যখন х=0, 
হইলে, » বাহির কর। 


এথানে, »= f (2x 4-1) dx o x* -x-Fc. 


এখন, যেহেতু, y=1 যখন х=0; 2. 1=0+0+с; 
4.81, 570 9x «x1. 


সমাকলন 
epe 1 
মান নির্ণয় কর 2 (Examples 1 to 44): 
1. f (х6 --3x--1) dx ; 2. ЇГалуах, 
8. Ѓоко): a (EXP an, 
XP 3x*—2 ,. 1. + 
5. any pm: 6. 74 3) dx ; 


7. fx 2 22) 8. f xe | 


9. f (5,/৮1+2/5) аху > 10. [ (2 /х4-3хуйх ; 


11. 1 /5+2৮) ах: 12, /(5-2 sin x) dr; 


18. (2, == х+2) а; 14. Jf(E- совеста) ax ; 
15. fe 2e sehn dx; 16. f (৬৯43 sin х-2) dx ; 


17. Ге 40, 18 Ї сос20 do; 
19. [20m 40, 20. f ein 2০2)" ах, 
21, [ес x вес x—tan x) dx ; 22. Jeee ар, | 
1 : s 
^» fis; d: ыг fi -сох | 
25. f Jis zx dx , 26. Лео dx ; | 
п. f Ji-snzxdx; 28. f Ji- cosia de; 
sin 0 +cos 9 cos 2x y 
2 frega di - J ss ৫০ 4 


81. 1০০৮ 49 ) 32. 1০০১৪) 


INDEFINITE INTEGRAL 


38. f(x i) ах; 


35. [e dx ; 


x3 

2x? — х? --3x 4-2 
37. রি 

1— cos 29 
y: І+соѕ 29.7 
41, [#п°х+соз°х 

' J sin?x cos?x 

43 COS X — cos 2x 


l-cos x 


যখন х=0. 


dx 


3 


3 


84. f e dx; 


— 72-15 


gp দন টিন ао. 

(z* +8)(х—1) 
2 qus 3-244) 983 

л 
40. Јов (G+ ন) cos (৪ F) dx 
42 [etos ds 
k вес х ০0380 х 

44. cos?x —sin?x 43 

f হি? 


45. দেওয়া আছে, (х) х іп x; f(x) বাহির কর, যদি f(a)= 0 হয়, 


46 যদি ৫/-3৮৯-4০+1 এবং у= -1 যখন х=1, দেওয়া থাকে, তবে 


у এর মান বাহির কর। 


1—6. Some Standard Integrals : 


27 Је" dx-**; 


q ШРЫ T 
„Ээ Ја тх dx= – IE L (A) IE mx pu 


(5) J sinh mxax = coh mx; (6) J coshmx dx = 


02) p a*dx c, (270); 


sinh mx 
m 


e 
аж жигэ 
а 


f 


10 


সমাকলন 


1-7. দৃষ্টান্তমূলক উদ্াহরণ। 
উদ্দাহুরণ 1. মান নির্ণয় কর £ f (3655 --sin 25) dx. 


123 fax + | sin 2x dx 
-3х s7- =з eos 21 с 
= e?* — cos eu 
উদাহরণ 2. মান বাহির কর : fe +4) dx. 
I- унаи 


=% — gr 
5 ta te 


89185443. মান বাহির কর £ | 51705: dx. 
I= fia sin^x) dx 
-1| 8 sin x—sin 3x) dx 


-1(-3 cos x4 0638 Fo 


উদাহরণ 4. মান বাহির কর : | Ain ax. 


I= f / (cos +sin 5 dx 
= J (cosž+sin ž x; যেখানে (3+ sin?) > 0, 
72 sin 5—2 908 5+с. 
Фета 5. যান নির্ণয় wq: [E а. 


= fette 
(e +e) 


= ০০ 


) dx 


INDEFINITE INTEGRAL 1 
উদাহরণ 6. মান বাহির কর: f sin 2x cos 4х dx- 
I -ife cos 4x sin 2x) dx 
=} fisin 6x —sin 2x} dx 
METEO 


ak гея; 
4 cos 2x 5 cos 6x t c. 


প্রশ্নমালা 2 
মান বাহির কর š 
1. ficu 457) ах; 2, fee» dx ; 
8. Е dx; 4. f dx ; 
БЛ |юмх dx ; 6. ГЕ dx; 
T fes dx ; 8. f сс dx; 


9. | утэссов х dx; 10. f a= xdx » 


11. fiin х—соз х)? dx; 12. feo? 2x dx; 


13. [ча x cos x dx ; 14. feo? «x dx ; 

15. Ја x cos? хах; 16. Уза x cos 3x dx ; 

17. f т 4414) ахз 48. f (a7? +a") dx (420): 
055 


19. f (৪০০৪4 e*t) dx (a 7-0) ; 20. fried 


12 সমাকলন 
21, fox cos 3 dx; 22, f sin 2x cos 3x dx ; 
23. টি ও 24. [Тав 3x sin x dx; 
25. Јев s tin 2х sin з. dx; 36. feos x cos 2x cos 3x д; 
27. fein t cos*x)dx ; 28, f (sin*x-4- cos*z) dx ; 


29. f (24০65 20549) 30. f sin?x cos 2x dx ; 


31. Усова 25 dx; 32, (Cos 2«— cos 2x Es 
cos “соз <+cos x 


cos x—sin z ; : 
34. Газа d ond z 9*2 sin 2x)dx ; 


35. f cos (247) соз (2-2) dx; 86. | ০95 00522 dx. 


62 
33. Је: ах; 
5105509322৮ 


1-8. Method of Substitution for Integration : 
eal c 
মনে করি, Гат с. F=f). 


এখন, х= ф(2) ধরিলে, drag) 


= dL ds fui) 


অর্থাৎ, с), Ф'(2): 


š, Integration এর {| অনুসারে, 
Ys у А2642. 


J রিলিস, Ї Л: (:4г, যদি х= М) vx | 
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f f(x)dx-sz মান নির্ধারণে x= (z) ধরিলে, Integrand f(x)-« 


এ-এর পরিবর্তে $(2) এবং ৫৮-এর পরিবর্তে q'(z)dz লিখিতে হইবে। অবশ্য $(2)- 
এর আকার বিভিন্ন অক্কের জন্তু বিভিন্ন এবং এমনকি একই অঙ্কের জন্তও বিভিন্ন 


হইতে পারে। 
অবশ্য, অনেক সময়, Удача Wy, == (х) ধরিগে, সহজভাবে সমাধান 


করা যাইতে পারে। এখানেও, &(%)-এর আকার বিভিন্ন অক্কের es বিভিন্ন, এবং 


এমনকি একই অঙ্কের эээ বিভিন্ন হইতে পারে। 
sad d 1 1 
আমরা জানি, T бапа) с; у. fira бапта 


এখন) xetan 0 ধরিলে, dx=sec20 do. 
: I- fil. dx 
= а-ә ав 
= fà - o tinis. 
pe dx; 


কিন্ত, z=tan"lx ধরিলে, dz= 


I= f ria 4 


= fa, = = tan^!x. 


384): Integration-e4 সময় একই অঙ্কে বিভিন্নভাবে Substitution-s. 
জন্য বিভিন্ন আকারে উত্তর পাওয়া গেলেও» প্ররুতপক্ষে তাহারা একই অপেক্ষকের 
derivative হইবে; এবং তাহাদিগকে সরলীকরণ করিলে দেখা যাইবে 


Integral-efz মধ্যে কেবলমাত্র ঞ্রবকের পার্থক্য থাকিবে | 


үй: 
1 —sin 0 ধরিলে। 
লৈ I ৫:৮-এর জন্য x= sin 9 


1 
I= cos 0 40 
J = 


= [а =0+c=sin"1lx+c. 


সমাকলন 


আবার, I= т=п dest es x=cos ৪ ধরিলে, 


= fr (—sin 0 40) 


- -fa- 0+2 
= —cos 1x +h 


=sin-1x—5 +h, ads вп cos te=) 
= sini ( -7) 


—sin^ix-4c, (=k -2) 


1-9. Two Important Rules : 


а) / ax-log, | 8801. 


@ рет) +Р()у]4х=е'). 
সমাধান £ (1) ধরি, 2403): 2. /(©ах=айг. 
f(x), (d 
= aes 
=log, | z | =log | fix) |. 
(2) ধরি, z=e"f(x). 
. d Кужет): 
x 
“, dz=e*[f(z)+f'(x)]dx. 
СА f eU) f'Go)dx 


= Га =z=¢" f(x). 
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I= Гато 3e: 
= f e*[x? 3x dx 
^ Ја, (2=е®%:х%) 
=z+c=e*x° +c. 
1-10. Some Standard Integrals : 
(1) J tan x dx =log | sec х ae 
pc WA е SS : 


(2) | sot x dx log | sin x ! ` 


(з) Тес x dx-log | sec x+tan к) 
mI 
7) f cose х dx log Гсовбс x- cot | 
lo [nz] 


সমাধান 2 EG N 
(1) fe x ах= (sexus dx log | sec x | 


অথবা, Јав х dx [®®® dz 


COS X 

= -f& (z = cos x) 
2 

--10812| 


= —log | cos | =log | sec x |. 
(2) f х ах= f 85 dx=log | sin x |. 


О ot 
আবার, cot x de= (EET ds 
cosec x 


= - log | cosec x | =log | sin x |. 


16 সমাকলন 


3 = (sec х (sec x--tan x) 
S feo ন (sec x+ tan х) 


—log | sec x+tan x |. 


কিন্তু, sec x--tan 27502 
соз X 


(cosž+sin 27 cos ZL sin Z 
=— — 2 E 


cos? Z — gin? * Z sin Z 
57—98° 5 coz sin; 


215592 3 


হত men 2) 


СЯ fs x dx=log | tan (1-4) | 


= [соѕес x (cosec x — cot x) 
(4) J cosec x dx Ч, UD FPE E dx 


=log | ০০5৫০ x— cot x |. ০ 


কিন্তু, cosec x — cot х= 12008 x 
sin x 
2 sin? X 
x 
- tan =: 
2 


С. 7 х 
2 sin 5 ০০52 


охе х 4х=1ор | tan al 
বিশেষ аф: |Гаатхах-1Ї fm sin mz 4, 
COS mx 


= -L tog | cos mx | 


1 
m 198 | sec mx |. 


INDEFINITE INTEGEAL 
1-11. দৃষ্টান্তমূলক উদ্দাহরণ। 
উদ্দাহরণ 1. মান বাহির কর : IE ak 
ধরি, 1+2х%= гт; 
“+ 4 =4х 1855 ас-1. dz. 
у җҖ1+2х*74х= f (1283), x dz 
- ddz =1 аг : 14:14с 
= (14253 4c. 
зиз 2. মান নির্ণয় өч: TE dx. 
АХ 


পর: 
di 18695 Де “ode 


Jz iee = fe (Jx) нд 


dur dr 


cot z (2dz)-2 
V ee mis POMPES 


উদ্দাহরণ 3. মান নিৰ্ণয় কর £ f£ (1+ log x) dx, хээд. 


- f* (1x log x) dx= f (log +3) dx, 
ধরি, е logx=z; 2. ৫256? (log x 1) ах. 
I= }[4г=т+с=ё log x+ с. 


tan x 


bs. মান বাহির কর: jus dx 
ধরি, z -logcosx; (cos ৮৯০), 


4: -( (зво) ап х 


08 
tan x dx= dz. 


17 


18 


সৃতরাং» t= f ох: L >: tan x dx 


Eo- fia 


= —log z+c= – log(—log cos z) +c 
= —log(log sec x)+c. 


861584 5. মান নির্ণয় কর : f x" dx 


(1—х*)5` 
ধরি, I-xz*2ez 


S = —4x'; অৰ্থাৎ, x'dx- —1dz. 


. x'dx 4 
S. = f. dz - fau Gan 


ыг ( 


=4 fi> z lz 
-11-20144 212|--с 


B. 


Lu 81-03 “аар 


зета 6/ মান বাহির কর : J s 


+b sin x)" 
К. a+b sin x= z, 
dz — b cos x dx. 


Lcosxdx (1(42 
(а+Ь әп х)? b 25 


C Қатъ зш x) ° 
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উদ্দাহরণ 7. মান নির্ণয় কর ঃ ДЕЕ а= 


feto а: 3253. 


2(3x - 4)--1 


rte par dx 


=i facet 34, 
={х+1 log | rar | +c. 


үү 8. মান বাহির কর: | 


(a° sem) 
ধরি, x-asinó; |», dx=a cos do 
es a cos 0 49 
veiut су di E ৫০০১৪ 
- E f sec 29 


L. tan +c 


এখন, sin z+cos x= 4/2 cos (1) 
+, / w h sec(. -1) ёх 
E z dz, (z= =«-®) 


=} ১1০8] tan (1-2) + 


ийн L ов | tan (Z+ «gl +c. 


20 সমাকলন 


^ 1 


I= /[СУх+3-У; V x2) 
"(*-3)-(x42) 


= f v z38àx- f Jar ax 
23 G 33-3 (+2) +c. 
উদাহরণ 11. মান বাহির কর ঃ ২২ dx 


l«x* 
প্রদত্ত Integral e f =U tan") tan" А 


Јон) em fe 


= f sects চস ;c-—tan$;4$-tan^!z; 


= "E sece dt. ш 
tan x "mn tan x f 4 


=tan z—ó-Fc-tan xz —-tan^!z-rc. 
উদাহরণ 12. মান fae wa: f tan z tan 22 tan 32 dæ. 


ш = tan х+(ап 2x 
আমরা জানি, tan 3z=tan (2422) পি 


tan 34 —tan z tan 2z tan Зх = tan z-Ftan 2x 
tan z tan 22 tan 3r —tan Эх (ап 2x - tan л. 


г. প্রদত্ত Integral = f (tan Зх —tan 2z —tan 2) dz, 
1 
যেখানে fin mx dz-- log | sec mz |. 


»'* প্রদত্ত Integral 
=š log | sec 32 | —1 log | sec 2z | -1од | sec х | +c. 
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প্রশ্নমালা ও 
মান নির্ণয় কর : 
t forty 2 /[гЧа*+а'уде, 
8 
Mg, a (22d 
У1--а4 Fee 
gdr sd 
& Jar’ 6. f LEE; [put t=tan 9) 
z Z= =. f 22-9 Јад аг; 
(z+3) ds. 10. f 4х y 
У2:45 ° 4257 Ја)" ° 
cos х dz . sec?rdz . 
1. ]312snz' id 4i-tnz' 
18. cos z dx ; 14. (17০05 r) dx. . 
J еттү: Ve+sing ’ 
sin^!x dz соі iz 
MUR s d 16 Jig t 
cos log £ у. i dr , 
и. | 8 285ав, 18. J хов ан! 


епт i dr 
: 20. 
30 ft Er fa Tx!) Лепі 


sec z соѕес z dz , 


cot z dx 
2 log sin 27 к log tan z 
a sin2rdr  . 
23. IE z log (sec z +tan 2) qx. 24. аан: d 
25. = dx; [C.U. 1971] 26. Је atb qx ; (С, U. 1970] 
ax—5 3x—-2 
21. |2— 4х; 28. 
3e. J fers por. Ted 
dx К fai : 
29. f T+! 30. f etsin x--cos x)dx ; 


"i ° 
81. f e”(log sin x-Fcot x)dx; 82. f. e*(1+tan x'sec x dx ; 


83. унш x—logcosx)dx; 34. E 


e*(1-4-x?) 
"faut "fuer d 
3 * U. 1969] 
37. 3 Z*cosec(z*)dz ; 38. n dz; 
sec(sin"!z)dx e bz) Л 
3 / TER 39. | pom 85) 
41. adc | cos x dz . 
fA) д; ", (a+b sin x)? ” 
sin*a 51759 49 
48. LESS эү dz; 44. EI 
45. IE de; [C.U. 1974] 46. f since ০0559 40, 
47. [sine de; SEC и. 
fsin 9 40: 48. Удер? 
49. ! sin z cot?z dx 50. f cotš(2z)dz ; [C. U. 1972) 
51. f» x sec*z ах, 52. fe z cosec^gz 42, 
da Е 2 
53. fa; 54. f (ton z—a)tan?z dz; 
[put (tan x х) 2v]. 
55, 1 sec*x dr; 56. 14002) 2) dz; 
sin z cos x 


и. f f 45) 58. 
[VE pe 
[put х= а sin*$] (C. U 1969] 


dx ; dx 
59. fa: 60. x 


[put х? = sec g]. 


INDEFINITE INTEGRAL 


1-12. pes Standard Integrals : 


চিত -1Х, 

A E aH ал 
wo | x-a 
a J SSS E] 
E. —— 3 


eed ১০, 
Eu гай: та! বা, -sinh Is 


С еи — C log|x+ Jx*-a? | বা coh: А, 


© f Ee 


সমাধান 2 —n М 
(1 ধরি, х=аќап ө. . dx-asec*e do. 


f dx = 9৮৫ 
x? +a’ a*sec*0 


3১৫ QI eX -15, 
14-20 = an !^ 


dx 1 
@ Тал" са ха a 


-fS 20 "ue 


1 Za 
ёл 1 [iog | x-a | -log | х+а | 1-52 
(3) ধরি, z-loge yo xi ka). 
ах. D AER 
dz x+ J Fa’ х(1+; Jan 


L 1 gevara 1 
ын Vx? +a") Мх? Ға? Ja? 


x -5 z =l + х Ға?) 
r= fa z-log(x-- Jx*+a 
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বিকল্প পদ্ধতি ঃ 
ধরি, х=а 51179. 2, dx=a соѕЬ 49. 
а созһө 49 


"of qmm Mau 


cosho 40 40 
0989. -f de 


=0=sinh-1 Z. 
aƏ 
(4 ধরি, z=log(x+ /x*—a?). 


ут 
dx z+ тау =} নই —a? 
dx 
-dz 
/х*—а* 


অল] z+ Уйлах | 


বিকল্প পদ্ধতি £ 
ধরি, x—acoshóü; ~. dx-a sinh9 de. 
T dx -| a 510179 49 
Jx3-a3 J Vascosh*0—a* 
fes dà 
Je = fa 
-—6-cosh^! x; 
a 
(5) sfü,x-asing; ~. dx-a cos 6 ৫9. 
š dz a cos 0 49 
EN У az: — xš - = fa | 
Ё 
-0-5ш715. : 


আবার, x=a cos 0 ধরিলে, 


dz = — = —@ф= — -1 2, 
VE f? 8 = — cos 2 


১ তি 


সব а_ বহি 
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বিশেষ দ্রষ্টব্য £ 
(ü) cosh*z-sinh*z=1. 
(i) sin-12+cos-iz=5 
(iii) зіпЬ-1х = 106 (x+ vz +1). 
(iv) cosh“tz=log (z+ /z* 1). 


1-13. Some typical Integrals : 
dx 
(1) үэ кз bx d c' (a 740). 
b VY. , Jac - b? 
যেহেতু, ar? +bz+c=a|[r+2) + 4258 1 


fases cer ue 
| az'4bz4c aJz'ihb 
যেখানে, zx : 
pute 48, 4০৯৮৪ ; 
বা, ৮,০৮4 যদি, 4ac <b’. 
এখন, তাহা হইলে, $1-12-এর (D) অথবা (2)-এর নিয়মে ইহার মান বাহির 
করা যাইবে। 
(рх--а) dx 
(2) Тэн, (a, ০৮০), 
ধরি, pe+a=l E (ax? bxc) m 
অর্থাৎ, pz+q=l (2az +b)+m. 
ERN иар; 
তাহা হইলে, ng পা q 24 


(рл+4)4дх_ _ l(2az -b)3-m 
1% ах? brc ах? d bxc е? 


4,1 ((2ax +b) dx dz 
Bh) reis Pa зэвэг 


=] log | ах? -bx c | +ml ; 


26 সমাকলন 


যেখানে, 1-| ; এবং ইহার মান $1-13-এর (1)-এর নিয়মে 


পাওয়া যাইবে। 


® Јано 
(i) а>0 হইলে, 


FmRC fi 
ax* +br+c Wa Vz? b? 
b 


যেখানে, z=x+ —, 
2a 


р? e, যদি 44с» b* ; 


= 


2. 
০ 426, ft 4৫০৮০, 


এখন, তাহা হইলে, 81-12-64 (3) বাঁ (4)-এর নিয়মে নির্ণয় মান পাওয়া 
যাইবে। 


বা, k? 


(i) ৫০ হইলে, 
বিকল mita aita лө 
ах + bx- c - -a T=” b 


যেখানে, re) ; рз =®°—4ас. 0, 
4а% 


4 px+q 
o fJ EEE: Shen dx, (a, ৮৮০) 


ধরি, 2৮1৭1 75 d (ах! +Ьх+с)+т; 


অথাৎ, рх+ажш1 шин 


= дер, 
সুতরাং, 1 RE 2a 


px+q — dx 
Јах" -- bx c 
224৮ x 
=| | ———R d — wana 
Vax*+bx+c Tu" va 
-214 ах? bxc ml, 
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1 : 

yop» т=р= dx» -13-43 -q 

যেখানে f Aim ак যাহার মান $§ 1-13 (3'-এর 
নিয়মে বাহির করা যাইবে। 


E Кошо Чех, 


ধরি, ах+Ь=2%; 2. adx-2z dz 
dz 


MU d = ———M VVOA.  - - 0 
চা 
যাহার মান 8 1-12-এর (1) অথবা (2)-এর নিয়মে বাহির কর! যাইবে | 


e f (px+q) চলন 

এখানে, ৮৮+৭-] ধরিলে, ইহা $1-13-এর (3)-এর আকারে পরিণত 
হইবে। 

о Јен 

এখানে, Уах*{+с=хє ধরিলে, ইহা S$ 1-12-99 (1) অথবা (2)-এতে 
পরিণত হইবে 1 


(8) у ar: 

ax+b_ az+b CREE ESU 
aub "i сеа У (аса) Nace" (аа) t bd 
ইহার মান $ 1-13-91 (4)-এর নিয়মে নির্ণয় করা যাইবে 1 


1-14. দৃষ্টান্তমূলক উদ্দাহরণ। 
{ di 
উদাহরণ 1. аят: 72-60, 
dx 
err Erud" (24174 
8 কি 2*1+1- 


11 -12 
“аз 276 


P ik iacit 
= j tan 2৮+1)1+5 


28 


সমাকলন 


উদ্দাহরণ 2. মান বাহির কর: fede 


in x--cos?x 


1- 04. p" - fut ; (z=sin x) 
EL 
= fan ;(t2z-1) 
=- f ta ; а= J5) 


tà 
tta 


"web. 


- 1 tog 14551525৮21 
051% J5*1-24n2|'" 


উদাহরণ 3. মান নির্ণয় কর ঃ 525 


«fa, xl (x*4+3x+2)+m=1 (2x -3)-- m ; 


--3 log Tc 


dx, [ C. U. 1974 ] 


অর্থাৎ х=21х+ (3l4-m) 
2121 এবং 314 m- 0. 
I=; m= -4. 


Ia: = к=. ১৮৮৭৯ (2z+3)+m zs 
T3124 243242 
= 2x3 1 
г fs ах+т Jaa dx 
- 3 Mte TE 
চিক. + f Gy - (p° 


d 
=l log | x* -3x2 | +m ==" 


(r8 


` 


584 2 
=l log | z" +3x+2 | nxixlg| 1+, 
= log | x*--3x-2| -$ log |2+21+০ 

উদাহরণ 4. মান বাহির 54: Jem 

I= f ৪1327 etis 
599) о е 
ধরি, 2=25+$; 2. dz-2dx. 
I= 423 уна "ra? (6-48 


= logzT 2922) +c; 
.. / > — —- 1225 ц, 
Гаа Ja 98024408 44546548176 


2 

উদ্নাহযণ 5. чие: v TES 

2x43. — ৫. ( 2r*231 

V х? 2x--5 Ах 2x 4-5 

Qx42 — ax" f. 48:11: 

„Гк? ез сета о এ 
=2 Jx" +2x+5 3245+] S ii 


7-2 x! 2x54 -log(x-- 1)9- V x* -F2x 4-5E c. 


C. U. 1970 1 
উদাহরণ 6. মান বাহির v3: JS [ 
ধরি, Jx-amz co xme«Tz5 2. deala dz. 


2z dz 
"fam a) (8— x) -J =< 


সমাকলন 


ауа У 58-28 (а= AB— x) 


=2 sini +c 
=2 sin (/ 354) е 


উদ্দাহরণ 7. মান নির্ণয় কর ঃ Janz এ 


ধরি, ed 2. х+2=2*. 12. dx=2z dz. 


a 2z dz 
Erim (2*—1)2 


D V x42 
1০৫14 ult 

3 dx 
উদ্ধাহুরণ 8. মান বাহির কর লন 
ধরি, xal, dx= – = dz 

z 
1 
dx зү dz 


z g? 
= co tiem cos (1 Ес 
= sec" (x) +c. 


teen Ние Зах улдэх” 


Af, Jaaa 1. БЭРЛРРЕМЖК Р 
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— a*.zdz dx adz 
.. x dx (1—z2)3 x3 —q3 xz 
a 8'dz 1-z? dz 


ia 
eT IT У2-2 
=a 72 log ET 
= 1 . x J24- „х — a 
2a? J2 log [Et e Jet |+ 


д 4 
Seo. সান বাহির ক? [নি 


ধরি, Vx*ra*-xmn og x kata sys ion. sew. 
4 —a*z dz. 
.. хахеасүр 
নিন তা 0-4. 
Mx*-ka* xz (z*—1)*x* (z3—1) 


. 22222) үй 
E е 

4 dsl 12-42 
চা ЕЭ „2 

Nxt +a: —x J2 


1 
21415325238] 


[+с 


উদ্দাহুরণ 11. মান নির্ণয় কর £ J = 


ad 2 

ধরি, Уу#+а#=хш 2. 4145288287০ x= 
. Ї Ч. ‚ 38-17 
+. 21ogx-221oga-log(z*!—1) ,`, হা "P= 
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2°— 
—1 d 1 Ё 
== IE ০০9৮-72-40 
1 TE BUS 23191225), 
= — tan 1 Qe tan Vis 
esie 4 
মান নির্ণয় কর 2 
x dx x*dx | 
Tes fac 
1 ах. 4. dx 
৪ Јар EM 
dx : : Баг, Ç 
5 751 ^ ; lo se 
1 ; БАР ОЬ у 
* falis & faciet 
(C. U. 1972] 
f edx 10. [S .xdx — 
6৪০4-4৫-37 ` J 5sin?*x—12 sin x+4 ' 
(C. U. 1967] 
x dx | Uu ЖА, 
и. Ети. ЗА TETT e. 
[C. U. 19731 (C. U. 1971] 
1 : ах. 
18. Jaata MIS 2-Fcos*x ' 


(x* --1)x dx . 16 f£ +1) ах 
+I ° | Cai টু 


17. 


- 


19. 


21. 


23. 


25. 


21. 


29. 


31. 


93. 


35. 


Ll 


39. 


41. 


43. 


45. 


INDEFINITE INTEGRAL 


JE +2x dx; 


х*+х+2 


f l _ dk ; 
М 3x 4-9 


J 


dx ; 


[C. U. 1971] 


J: 


. [C. U. 1975] 


Í usr: 


J: (2x 4-5) dx 


SET 
f Js ч, 
fa 1522 
fede t 


Jaan’ 


Ji’ 


3 


INE 


x : 
Jaen Ç 


18. 


20. 


22. 


24. 


26. 


28. 


30. 


82. 


94. 


36. 


88. 


40, 


42. 


t> 


44. 


46. 


—x+1 
[535 x°" +x+1l vu 


dx এ 
«ml d 
f dx Т 

এ]? 


f dx Р 
A(x--2)8—x) 


/-===› 
М2ах—х*' 
J zde 
Јаз —xS8 ' 
f = х+1 
একি Султ ita 
2x41 . 
У3-2х- 


নর... 
+x) Vl- 


J: 
Jaa a 
faa Jr 
ЈЕ 

f ass 


de ; 
(8х*+3) এও 


dx ; 


ах; 
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dx 3 dx х 
“fos “ë aaa 
dx die | 
2” f Ја) pot. (ах 
dei“ 
i) е (ш) 
T АН 12 о 


1-15. Integration by parts : 


Rule : Ip = u, | ০৫ ёз Гађа 


যেখানে, ш =и1(х) 5 Маг и (3) » এবং ইহার্দিগকে যথাক্রমে 
অপেক্ষক ও দ্বিতীয় অপেক্ষক বল! হয়। 
erstes 


যেহেতু, 2 tfo) m а) РАА); 
17517 

ধরা যাক, 10) 3) ф(ш)=иу. 

তাহাহইলে, $(%)= / цайх" 

সুতরাং, ш Газах = In ЇЕ 3222 


ç ЛЭГ аа) 
দৃষ্টান্ত £ 
G) f: cos x dx 
== f cos x da= {5 т. f cos х 4৯৭5 


= x sin x- f sin x dx 


= x sin x+ cos x+c. 


প্রথম 


INDEFINITE INTEGRAL 
Gi) f: log x dx = f do x)xx dx 
= p — d 
(log x) X f: dx 112 (log x) x f: ађах 
а х* (1152 
(log х)х 5 füx 5 Jax 
=} x° logz—4- f dx 
=} x*log x —3 x° +c. 


Gii) f ৪:০৪ dz» f (sin-13) x 1 dx 


= (sin1)x f1 dx- f. (=. (sin-!)- [1 аах 


зүйгээ) ха f T° 
-=x 


x 


=g sin`1x+ V l- x* +c. 


Gv) | хех = x f eds - f (х)х f ёахїх 


= xe*— fes =xe*—e*+c 
=(x—1)e”+c. 


1-16. Some Standard Integrals : 

1 A127 29 

(1) [ууу +а dx E37 te log + Jx* Ya?) 
Чуй mm এ 2 

@ f азак E13 9 ор | x+ УУУ Та? | 

^) f 2 

সমাধান £ 

а) I= | Jx + ards 


ayx Fa f1ax - ||. ৮৮459] Ма х 


86: 200 সমাকলন 


=х Jta- f х? dx 
Jata 


xv gat ৩0226 ах 


=x 2° +a +a? та f YF dx. 


dx 
/х*+а* 


2I= x Jx? Fata’ f 


putas ass + ох ৮৪742). 


দ্বিতীয় পদ্ধতি £ 


ধরি, =a sinho, 2. dx-a cosho do. 
f }х*+а#ах=а* fcoshto 49 

০৪৭ 1 

Я f (cosh 29+-1)4) 


a*[ sinh 20 
- 2 ej 
৫৯14 
=y sinh? cosho +o 1 
= Мх? +a" уа! inhi 
5 +5 sinh 2 


Q) 1- f Js এ 


-— x? анха | =—. = চস x dx 
HE 


=% Jaa- | аз" dx 


ex [sicat ca? f TEs) Айсан ax 


INDEFINITE INTEGRAL 


এ =x Jaata" f 


26276 


=x Jx’ -a –а? log | x+ Jx* —a? | 


I= Vrimat d log амаа E 


দ্বিতীয় পদ্ধতি 2 


ধরি, x—acoshó; 2. dx-asinh6 d$. 
Л এত ৫5৮৫ fsinh*o do 


= © f cost 20 — 1) 49 


(sinh? coshg — 0) 


a? 
2 
A নিল 2 


2 а 


v3) ধরি, x-a ѕіп 0. .'. dx-a cos Ө do. 


J Ja? xs ёх-а! f costo 40 
=% J соз 204) do 


-7 : 2+] 


-5 (sin 0 cos 0+8) 


1-17. Some typical Integrals ; 
а) f Var bxc dx. 


ইহাকে Š 1-16 এর (1) বা, (2) বা, (3) এর আকারে প্রকাশ কর! যাইবে 1 


2 у 
ха "y совЬ-1 *. 
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Q) f Ффх+Фу ах Ье dx, ৫১৮৯০) 
ET ЛЭ 
ধরি, рх+а=1 Xe (ax? +bx--c)+ m. 
অর্থাৎ» px-- asl (2ax--b)+m. 


216, 
Ë 24^ T WW QA 


^ fox q) Jax" +bx+c dæ 
=! f @ax+b) Vax*+bz-+c dx--m 1) Мах" 3 bxc dz 


-3 (ax* +bx +08 ml ; 
যেখানে, -| Max! +bz+c dx, যাহা $ 1-17 এর (1) এর অনুরূপ ) 


1-18. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ | 
Staad 1. মান নির্ণয় wq: x tan^!x dx: 


f tan^!x dx 


= (апга) fx dx- [|4 (tan) x f: dx) dx 
=“ 08711 35 
фі. fiae 
е 3 -lfl4x*-1, 
2* tan^!x 2 “Граж” Xx 
B PTS 
2 Х ап x iff Los 


=} সত e tan?! xc 


si 2) tan714 1 
2'(1+х*) tan x 2586. 


INDEFINITE INTEGRAL 39 


উদ্ধাহরণ 2. মান বাহির কর : 22 
108 X dx 
РЫ 


= 3f Ñ, dx- {Fi dog f 1, ааг 


-logz, (1 
E24 fas 


.logx 1 


x x 


উদ্দাহুরণ 3. মান নির্ণয় করঃ fein 4x dx: 
= f e*"sin 4x dx 


=e" [ып 4х ёх-((зе | яа 4х dx) dx 


за COS 4х 4x ү 3 
PAT 


=-е &9*cos 4х dx 


ALT зх 3 szSin4x 3 эх 
i 6%*соз ed сүг ны S fe "sin 4x dx | 


srl ae 3 ах 223) 
4% соз 4:43, е sin 4х i! 


9! З. 5281 май 32 З 
0-2) 1 16° sin 4x 1° cos 4x 
„`$. ы 1 = . 
I 25 ° {3 sin 4x— 4 cos 4x] 


Jesin 4০ dre} e**(3 sin 4x —4 сов 4z)+-c- 


উদ্দাহরপ 4. মান বাহির কর: foort 1৮5 de 


ধরি, x=tan 0. 2. dx=sec%0 do. 


л foiz = dx-2 овес" 6 de 


-2[» ton 0— f tan o do] 


= 29 tan 0—2 log | seco | +c 
72x tan^!x—2 log (N14 25)+c 
=2x tan^! x — log (1--x?) c. 


উদাহরণ 5. মান নিপ্ঘ কর: | উহু dee 
f 4573x333 ds 
= f Jia ax 
-| 425423 dz ; (zx —1). 


iur eq +2, log {z+ И 3:22 H-c 


= («-1) J5-2x c r° +2 log {(х—1)+ арс. 


উদ্দাহরণ 6. মান বাহির কর £ хал) দিন dx 
ধরি, 3৮112 0+25-3৮4%) 


অর্থাৎ, 32-181 (2—6x)+m. 
32 —6; 1-214 m. 
l2-1;  m-2. 


^ fex» „7 2x — 3x* dx 
=] fe-so „М7 +2х — 3x3 dx +m f 47 2x 3x? dx 


-3 1 (1--2x 3x98 +m 431/7+8 x— x? dx 


--30+25-3৮০8+2 43 SARS 0.2) + 


алнан 
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ч 4 (142x335) +2 J8 Ë h-I) Tie 


8 
»-20+2*- 3৮)৯+8 Gx-D JT F2 3а 


d 3x— 


Ж 22 
35 9n Wm + 


প্রশ্নমালা 5 

মান নির্ণয় কর š 

1. fz sec?x dx 5 2. f= cosec?x dx ; 

8. J sec x tan хх: 4. | sin х cos x dx; 

5. @ flog x х, 6. f соста ds; 

Gi) fxdlog x dx; 

жэл 8. 50755 dx; 

9, fees dx ; 10. f cosec^!x dx ; 
11. f? cos x dx ; 12. fe sin 2z dx ; 
18. IE ; 14. js sin*x dx ; 
15. | ховх, ; 16. о: Зэр dx ; 


17. Ísin х1о (sec x+tan a) dx; 18 Јо («+ V x* ka?) dx ; 


fla- 9] dx; 29. f? log (14-57) dx ; 


o loggx (log x)* 


e 


21 


28. 


25. 


21. 


29. 


81. 


88. 


35. 


81. 


39. 


41. 


48. 


45. 
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fae 
Јев" ах; 


fan: i 
sin" (3x — 4x*) dx ; 
J 


эз 2x 2 
fs ijs 


наа / х dx; 


2x * 
= dx ; 


[put х=а tan*$]; 


fees 3x dx ; 
feos bx dx ; 

f М5+2х+ x° dx ; 

f 33x73 ах, 

fe 9 Мағаз dx; 
Је-0 Лаа, 


f N(x— «yx = В) dx ; 


x--sin x 
s 1+cos x bir cute 


24. ৮১৫ Ti de, 


х? 


-1 
26. (sin лет 


Чү-х* 


28. feo —3х) ах; 


30. [ тап! 31— 


32. feos x dx; 


, 


34. f "sn 2x dx; 


36. f 25 x dx; 
38. f 34-5x —2x? dx ; 


4. Гик dx; 


3 


42. fov 5-1 


4. 1 ০৮+1) 45-25-5৯45 
„72 x'dx 
49:4) ЈЕ sin z+ os х)? ° 


T Ом 
22—79 


dx 
sin x 


8 
x 
4 23 


12558 
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1-19. Some Special types of Integrals : 
Ї "n?"Hxdx; (2) I E cos?x dx. 

যেখানে, যে কোন ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যা এবং ? যে কোন মূলদ সংখ্যা। 
এইরূপ ক্ষেত্রে, z= cos x ধরিলে সুবিধা হইবে 1 
S. Е dx= | sin*x sinx dx 

= f. co^ o*sin x dx 

=- fa- za: ; (2=с05 x) 

=- {0-22 +2)4: 


5 
= -:+2 si. +c; (2=с05 x). 


(3) f cosx dx, (4) | sin?x dx 


যেখানে, m যে কোন ধনাত্মক পূর্ণসংখ্য! এবং р যে কোন цах রাশি 1 
এইরূপ ক্ষেত্রে, z= sin x ধরিলে সুবিধা হইবে 1 


দৃষ্টান্ত ঃ 


ГЕ сов х dx 
= f sin*x(1—sin*x)cos x dx 
= [@-:®; ০৮৪০০ 
= fe —z9)dz 


=} =5-} 216 


={ sin5x— $ sin’ x+c. 
(5) 2 cos"x dx ; 


р+а= —2n, যেখানে, n যে কোন ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা । তাহা হইলে এইরূপ 
ক্ষেত্রে, z = tan х ধরিলে সহজে মান বাহির করা ঘাইবে। 


= (01002555082 dx 
tan?x 


= [% +27) dx; (z=tan x) 


=tan x— cot хс, 


dx 
(6 1; cos x+ b sin x ic 


এখানে, с=с (sin? 27০০5 х), 


і і elt 
sin x—2 sia 2 cos 5 এবং cos х= cos? 2 sin : লিখিয়া, 


= = (ап 5 ধরিলে, সুবিধা হইবে। 
দৃষ্টান্ত £ 


dx 
3-Fcos x 


1 
д) (sin? 5 teost Z) + (cos? 2-sin* j^ 


2 2 
sec? * dx 
4+2 tan? 5 
-fa (ча?) 
т (৭৭ 
1 


চালে. (3 tan 2)+০ 
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А cos x- B sin x+ C 
a cos x - b sin x -c 
এখানে, А cos x+B sin <+ C 


=[(а cos x+b sin х+с)+т এ এ а COS x--bsin +с) пса, 
সহজভাবে মান বাহির করা যায়। 


Ix+m ' 
€) feu xxx rd) 


এখানে, 12477 “А 


(ax--b(cx--d) ах+Ь t ধরিয়া dX নির্ণয় কর! 


যাইবে। 
দৃষ্টান্ত ঃ 
2 118 (x Loop dr 1) 
এখানে, TATO acr B 


(х+2)(2х+1) x43 2061 
7х+5= A (2х+1)+В (х+2). 
7=2A+B ; 5=A+2B. 
А-3,8-1 


r f i ij. 
=з f.i. de [т ds 


-31og | x2 | EU +c. 


Ix?--mx--n 
(9) ахуа) 9" 


Ix? --mx n A B 
232 (ах +) (ск 4) cx+d +545 GRUT Чо, সহজেই 


মান বাহির কর! যায়। 
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Ix^--mxtn — 
ae ГС па কু: 


Ix? +тх+п Ах+В C ধরিলে, মান 
এখানে, (ах? TE сре) «x +bx+c xcd х 


বাহির কর! যাইবে । 


A emaa 6 
মান fada কর 
1. IE dx ; 2. feos dx; 
8. [es sin?x dx ; 4. J sins eost dx ; 
5. IE dx ; 8. 1০০০৮ dx ; 
7. Јах dx ; 3. f cesec*x dx ; 
TETTE 10. еа des 
(an [Кут Ч or x! 
18. [AES as; 1. J: 
15. Eo 16. STIR : 
5 "es e “ facete dt 
ai iem ф "fous 
2. Дек ку? EV Јенә 
B TTE ж. аан 


faciam waia 
BBefinite Integrals 

2-1. Definite Integral কে বোগফলের সীমারূপে প্রকাশ : 

মনে করি, [a চ]-এর মধ্যে &-এর যেকোন একটি নির্দিষ্ট মানের জন্য অপেক্ষক 
{(%)-এর কেবলমাত্র একটি স্বনির্দিষ্ট সসীম মান আছে এবং [এ, ]-তে f(x) 
585 (centinueus), যেখানে a এবং b সসীম ও ba. 

এখন [а, £]-কে %-সংখ্যক সমান ভাগে ভাগ করা যাক্‌। তাহা হইলে, প্রা তটি 
Sub-interval«eq 044) h হইলে, বিভাগ বিনুগুলি হইবে : 

4741152427১: , a+(n —-1)h. 
যেখানে, b-a-nh. 
তখন, Là [fla - b) -f(a -2h) +e +f(a+nh)] 


” 
অর্থাৎ, 14) D fatri- [a, &]-তে অপেক্ষক f(x)-« ‘Definite 
дыы” 1 


› 
Integral-«3 যোগফলের সীম!’ বল! হয়, এবং ইহাকে লেখা হয় f f(a)dx অর্থাৎ 
є 


b n 
f к» dx Lth атт; (>a); b-a-nh. 


« r=1 
«Ў ৰিশেৰ ys : 
G) а> হইলে, আমরা সংজ্ঞ| দিয়ে লিখিব : 
š « 
f Ка) dx=- f f(x) qx. 
. o aoc 3 


Gi) b-a হইলে, আমরা সংজ্ঞা দিয়ে লিখিব : 
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মন্তব্য 2 ‘Definite Integral as the limit ofa sum'-««q সাধারণ 


সংজ্ঞা এবং তাহার অস্তিত্ব (Existence) উপরের শ্রেণীতে আলোচিত হইবে। 


22. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ : 
উদ্দাহরণ 1. সংজ্ঞা єл মান নির্ণয় কর : 


4 3 b 
(1) 54х, (ü) 2xdx; Gü) |x?dx, (৮১৪), 
F Í di 


অমাধান 8 š 
"n এখানে, f(a)=5; а=2; b-4; 
& o b—a-24-2-2. |, nh-b—-a-2 


এবং fla+rh)=5. 


4 п/ 
г. f 5 dx= Lih 417) 
2 rsl y 


= Lt h(5n) 
h20 
= Lt 5(nh) 
h-0 
-14(5х2)-10. 
h»0 
Gi) এখানে, (х)=2х;а=1;Ь=3. 


" b—-a-23-122. -.". nh-b-a-2. 
এবং f (a+rh)=2 (a-- rh) - 2 (14- rh). 


3 n 
e 2x dx= Lth > f (a+rh 
J ae neh Seth 


n 
-14 h 5^2(l4rh 
h-0 2 idis 


= [4 2h [n+h (1424-43-55 +n) 
»эд 
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একী a4 je] 
h0 2. 


-14 [2(nh)-(nh)((nh) J- AY] 
h-0 


pr +2х(2+һҺ)]=4+4=8 


GH) এখানে, f(x)9x* ; b-a—nh; 


5.72 


Ñ 


f (a +rh)=(a+rh)°. 


n 
«ах h Уу (84-11) 


rzl 


= h [na* +2ah (13243-93534 7. +n) 
+h"(54+2"+3%+-.. ent) 
=L h [na* 4241,20 + pa nín+1X2n+1) 
h>0 2 6 | 4 
=Le (ачи) +alnhXnh +h) + nh + 29) 
Г) 6 
=L: (০*৮-০)+৭ (b-a)b-a+h) 
hx 
et 
eat 


=а%(Ь—-а)+а (b—a)* +3 (b—a)* 
T$ (৮০২), 
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উদাহরণ 2. ло ЯС | (2x+3) dx কে একটি যোগফলের সীমারূপে 
প্রকাশ কর এবং ЭГ | উহার “মান বাহির কর। 
সমাধান 2 
এখানে, Кх)=2х+3;а=0;Ь=1; 
f(a -- rh) 22 (a+rh)+3=3+2rh ; nh=b—a=1. 


1 n 
Я дан % 
fes кец 2f eem 


К 
=Lt h Zoe 

=Le h [m 25 042434 - НЭГ 
цирэа s: 

=L. {3 e) + нап) 


= Bx1+1+0+0)=3+1=4 
^0 


Фи(5 3. [ edx কে একটি যোগফলের সীমারূপে প্রকাশ কর এবং তদ্দার! 
উহার মান নির্ণয় কর?। 

সমাধান 2 

এখানে f(x)—- e"; 2. Қат) = е" = ga er^. 


b n 
x Л (а-и h 2! (4477) 


=Lth Хе, 
h0 


rz] 
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= Lt he fer tern ena] রে: +e} 
h0 


ied here" deeem ФАТ +619 


=14 Le ha e, I; nh= b—a 


a ৪৫৮০ এ 
БОРОГЖАГ 


"b, [е-е] 


-(e- ГА ah хе" 


= (et –е*)х1х1=е e^, 


প্রশ্নমালা 7 
{жул মান নির্ণয় কর £ 
4 
1. 15 dx ; 2. fs dx ; 
1 a 
3 b 
8. f: dx; 4 у= dx; 
1 a 
3 1 
dx ; ; 
5 f x 6 qu dx 
8 
2: 1253) dx ; 8. f ez» dx ; 
0 0 
1 3 


9. fea 2; 10. IET 


-1 б 
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52 
3 1 
11. f x*dx ; m Јат) dz; 
-3 0 
5 9° 
18. je +6х) dx ; 14. f x’dx ; 
-4 0 
: 1 
15. fea ; 16. | edz, 
[U 0 
3 1 
11 Ја xdx; 18. J sinh x dx; 
0 0 


2-3. Fundamental Theorem of Integral Calculus. 


বিবৃতি (Statement) : 
“মনে করি, [a,b] বন্ধ অন্তরাতে অপেক্ষক f(x) ATS, যেখানে a 


এবং b নির্দিষ্ট সসীম রাশি; এবং ধরা যাক্‌, 


0০) [ O dt. 


КОИ й 
তাহা হইলে, F(x)- f(x), যেখানে, а<х<Ь. 


অধিকন্ত, যদি f(x) = 9G) হয়, যখন ac x cb, তাহা হইলে, 


b 
f f(x) dx = 4(b) - 4(a).” 


DEFINITE INTEGRAL 53 
31847 5 
1%(6)-%(৫)1-কে সংক্ষেপে [4] এইরূপ লেখা হয়। 
weno К) Ф) হইলে, 


b b 
ff dx= (уд a 
b 
-[«2]-«5- а). 
wie: ধরি, =g). 


b 


b 
б 5 I а= 60) |+ 


а 


і 


- [atc] - [49] = 69 — а), 


স্থতরাং, Definite Integral- নি тош মানে কোন অস্থায়ী Бы (arbitrary 
constant) থাকিবে না। 
PE 


| 24. দৃষ্টান্তমুলৰ উদাহরণ : 
f 1 
i উদাহরণ 1. মান নির্ণয় কর: fit 


1 
f dz ;7 [1572] -tan7117 tan 70 =ї-0=л/4. 
x 


——— 
т 


SMS СЭР 
উদাহরণ 2. মান নির্ণয় কর: IE 
0 


fov ах-3| (14-сов 2x) dz 


- (z+; sin 25) 


সমাকলন 


wa 


е xdx-[1 (+3 sin zi 


=1(@+0)- 1(0+0)- =т4. 
উদাহরণ 3. মান নির্ণয় কর; хэй. 


| f de. 
—xe*—e*—(x—1)e*. 


1 1 
^ofseax- [ene] 
0 
-0-2e-0-D«-1. 


1 
উদ্দাহরণ 4. মান নির্ণয় কর : Јат ах. 
0 


f siot dx=x sinx- f x dx 
/1—х 
—xsin!x4 /ү—хз, 


r 
1 1 
ка fiios dx-[s sin^!xx JT Ed 
° 0 
=sin "11 — 1 
sin-1] 1-5 (т-2)- 
1 


উদাহরণ 5. 


23 Эрин Ys 


0 


=sin-1 ১-০-%/6. 
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উদ্দাহরণ 6. মান নির্ণয় ফর : IET ০9589 29. 
б 


Е сов20 do = 9০০8৫ — sin?8) cos 0 40 


z*(1—z?)dz,  (z-sin 0) 


т т 


IE ০0589 à»-[ s sinta- 51190 


0 0 
zi Pza; 
7 9 63 
5 
উদাহরণ 7. মান নির্ণয় ra: {зїп 2 cos 4x dx. 
0 


f sin 2x cos 4х dx=} ко 6x —sin 2) dx 


2 6 2 
ui rt 
zz cos 2x 12 cos бх 
т т 
2 i 1 3 
f'sin 2x cos 4х dx=[} cos 2x- 33 cos к] 
0 


সমাকলন 
45850500) 
"atp itil 
ЕВЕ 
3 


3 
3 dx 
উদাহরণ 8 মান fads 584: / = 


d 
f = me d "1 এ 
"fm শা 


=з! টির Сэ) 


3 3 
^ fag E 


75in^10— sin71 (2) 


এ 


৪ 
উদ্দাহরণ 9. মান নির্ণয় wq: f" 
2 


(x -2(3— х) dx- 
J "6-383 a= f s dx 


-SAG -(-5y « 
"2 (6-2) nig (৮3) 


-10х-5 Убг-3(3-:514-1 чагцаг -5) 
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3 


| dx 
2 


3 
Ë (2х-5) У0::23-2)44 віп -1 (2x—5)] 
2 


=1 
8 2 
3 3 
. x ( 
উদ্দাহরণ 10. মান নির্ণয় <q: [গল 
ধরি, х-1-1, ѓе dx=- 1 dz. 
2 2 
290 == dx 
GT == - x-)Vx-IF*-1 
T 
দি eria --| ë 
1 У1-25 


= —sin^!z = —sin^! (5 


3 3 
dx а) EIU! 
|Z 8-2х | acd =) 
2 2 
- -1 1 11171 
sin 27510 1 
= ue 14 7, 


3 
2৫ ৬. 
উদ্ধাহরণ 11. মান নি কর: [28 
0 


jeb রা 
4+5 cos х fi sea +5 (cos 


[77222 


os | 2 dz 
9-z* 
E sn 44 


1 
3 
-30০43+৭-1০4৩-) 
-i log 2:2) 


DE 


x 
ig А 1 3+tan 5 
4T5cosx | 3 


wa 


3 


প্রশ্নমালা 8 
মান নির্ণয় কর £ 
а PN +2 
dx 
8. Р 2; 2. EI 
0 -2 
1 1 
8. [ sds. 4 | хайх! с 
дыг È i 1738 
1 9 
— n t dx 
s (2-04; +120; в "n: 
0 1 
; : 
2 [sects dx ; 8. (созес®х ах; 
0 т 
1 
3 1 
9, [5০ dq; : 10. {аах ах; 
0 0 
4 | 2 
11. (кс dx DC. D: 1972] ; 12. [anto ѕес?0 do ১. 
0 0 
т т 
8 Š 
18. (os Ax dx ; 14. [sinza 40 , 
0 0 
т т 
5 d E] 
x dx 
15. ricos k P 1:2. ү 
6 
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17. 


19. 


21. 


28. 


25. 


21. 


"29. 


31. 


sin5x cos?x dx ; 


Oen 


[C. U. 1970] 


810190 сов20 d6; 


ке wa 


(С. U. 1974] 


(a ѕіп%6 +b сов29) do ; 


tq Ora th শ 


[sin 0 cos 20 49: 


(sec 6—tan 0) dj; ` 


O — ১৩ শী 


tan^!x х: 


x tan"! x dx ; 


Ce о. ~ 


1 
Í: log (x+3) dx ; 
0 
[C. U. 1972] 


18. 


20. 


22. 


26. 


30. 


32. 


81170 соѕ50 29; 


о. (৩1 সী 


[C. U. 1971] 


3 


2 
{сов Зх cos 5x dx ; 
0 


з„ 812. 
cos X sin x dx ; 


— t W 


সেন coa C 
a 
ч 


x*tan^!x dx ; 


৩৩ н 


[0 U. 1971] 


1 
E sin^!x dx ; 
б 


85. 


87. 


89. 


41. 


43. 


45. 
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| Eu s. 
* J2ax—x* ° 


|v 1(5—) dx; 
1 


[C U. 1973] 


dx 
ДТ ta) V1+2z— x* 


5 
3 
| LESE 
5+7 cos x! 
0 
cosxdx 


c. 014 


т 
à 
PET TES ভন x 
0 


E 


(1--sin x, 2-rsin x) š; 


86. 


40. 


42. 


44. 


46. 


2 


|=; 
1 4х3--х-2” 


3 


в 
| M(x «В x) dx ; 
2 | 


2a 
| J2ax — x ах; 
u 


dx 


JG@+2)Vx+1 ç 


{соз x dx ; 


x sin?x ах; 


6t 


সমাকলন 
2-5. Series represented by Definite Integrals : 


আমর! জানি, [a, 91-25 অপেক্ষক f(x) সম্ভত হইলে, সংজ্ঞান্যায়ী, 
b 


ро а= К ЭМД যেখানে, nh=b—a. 


0,71 
এখন, а=0 এবং Ь=1 ধরিলে, nh=1 অর্থাৎ, hl. 


ii 1১0 -|e x) dx- 


বিশেষ দ্ৰষ্টব্য £ 


যেহেতু, fla) এবং f(b) সসীম, সুতরাং, А(а)-»0 এবং hfib)>0 
যখন h-0. 


b n 
ye ৫৮০) Хач 


= Lt аьан 


r=0 
n-1 


-Lt hD für); যেখানে, nhmb-a. 
h-0 r-0 


সুতরাং, a-0 এবং b=1 হইলে, 


(= \ 
u ДЭ) -ЇР dx; 
এবং ы 1510) es 


DEFINITE INTEGRAL 63 


2-6. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ : 
উদাহরণ 1. যান নির্ণয় 94: 


Lt fiai ls аа зА Md а yë 
п oo në 


4 4 4 dos ... 
এখন, Lt LE m грим 
n> n 


С 
-u 150) 


r=1 
1 1 1 1 
= l> 4dy =| £ x5 1-2. 
үе БИ = 


উদাহরণ 2. মান নির্ণয় কর £ 


Pr pO „у, Pu TR А 
u [жү Ч, tae (С. 0.1 1973] 
প্রদত্ত রাশিমাল! 

Wat MEAM E 
u are নীতি ৮ 

1 1 


1 

EM cat tn 0m 

j [tan z] tan^!1 —tan^!0 i 
0 


0 
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প্রশ্মমাল। 9 
মান নির্ণয় কর š 
19--29--39 Hn? 
1. B AS 7 (p> —1); 
2 Pto 4-1], [C.U.1970) 
i n+l RUND 77771? 
9. ЖЭ zm “йл 3 
4 T гүйн C. U. 1975 
JU NL E анх)? 1С. U. 1978] 
5. L [J দি 47244 42758) 
п+1 , п+2 + 
6. Lh obs ৪7357 п? sint ара [C. U. 1974] 
21 1 n 
V МЕРТ PANES ; Sm <. MENDA ST 
тоо > ন 7৯০০ 2 
1 n-1 n 
& 2. 2 24М-8, i1. no iu 
Es PED поо сан Ч) É 
n n 
11. Lt п? 3 12. Lt 1 ta т . 
"уга 22422 no 22 a (2); 
3 1 
мй ШШ 14. চু 
fi со (nf) п оо < nr. 
1 1 
n n 8 " 


16 и. II (1+2) а II (147) ; 


DEFINITE INTEGRAL 65 


b b b 
2-7. f iG) +20x)ldx = f f(x)dx + f gG)dx. 
ч а и 
মনে করি, f(x) এবং go) অপেক্ষকদ্বয় la &]-তে "me এবং a ও b সসীম 
এবং ba. 
এখন [৫১ &]-কে n সংখ্যক সমান ভাগে ভাগ কর! 414, যাহাতে nh = р-а. 


n 
এখন, da (a er) dar) 


те] 
n n 
=Lt f h) x Lt h h). 
BIZ (a+r Bh enr ) 
4541), সংজ্ঞানুসারে, 


5 b b 
105 = ffo f gx)dx. 


দৃষ্টান্ত £ 


4 1 
f вес*х+-зп 2x)dx = f s dx+ | sin 2x dx 
J 0 0 


IE 


= [tan x +[-°%® 


০৮০ a 
c— a 


-(1-0)--(04- =. 
b с b 
2-8. 1 f(x)dx = f f(x)dx-- f f(x)dx, (a<c <b). 
মনে করি, К) 00). 02. J fax (O. 
b b 
3 Vois [09] 0) - а); 


5 
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J foie [e] -49-49); 
b 
এবং, $ j fe)dx- [st] « 40). 
үгэн Ї fa)dx= (otc) - (a (0) — «(сї 


= (b) — Ф(а). 
b e dm... 
дак одах f 1277 


vere: 
т š "T 
fin хас f sin ха f sin x dz 
0 0 т 
2 
3 
-| -cosx 4| -во х 
0 


t q এ 


2141-2. 
$ b 
2-9. f f(x)dx = | E) at. 


মনে করি, 0) = (x). তাহা হইলে, f(t) = 9 (t. 


b b 
"o ffexs- [9] 245-9; 
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b b 
ffoa-[«o]- «6-49. 


b b 
ffs - f f(t) dt. 


0 

1 d + 
шк 2 22 ёл ЭГ = =", 
[tan 4-4 Sire Jere i 


2-10. Method of Substitutions for Definite Integrals : 
মনে করি, (a, b]-co অপেক্ষক f(x) 9$, যেখানে, а এবং b সসীম ও ৮৯৫. 


» 
তাহা হইলে, (сайх এর নির্মান থাকিবে। 


এখন х= (0) ধরা যাক । 2. dx=q'tdt. 
মনে করি, t=< যখন х=а এবং t= যখন х=. তাহা হইলে, 


b 8 
Јада f tio OF 9 0 at. 
ইহার প্রমাণ পাঠ্যস্থটীর 4068 e বলিয়। এখানে দেওয়া হইল 41 1 


দৃষ্টান্ত £ মান নির্ণয় কর ঃ [বা 


ধরি, x=tan0. 2. dx-sec'0 do. 


এখন, ৪=0 যখন 5-0, 9৫9 যখন х=1. 


1 4 
4. (зөө 
Jitz” ә ৬০৪ 


+ r 


RS ৪ do = [los (sec 9 + tan Ald (1+ v2): 
Ü 0 
2-11. Some Important Rules : 
(1) }кегх- fia- x)dx. 
০) 1৭৭55 f f(x)dx, যদি f(7 x) - f) ; 
За 0 


অথবা, =0, যদি (-*)= - (x) 


G 


-— 


2a a 
IL =2 | f(x)dx, afẹ f(2a — x)= f(x) 
u 0 


অথবা, =0, aff f(2a -x)= - f(x). 


প্রমাণ £ 
(1) ধরি, £= v. dx= —dt ; 
এবং t=a যখন х=0;#=0 যখন, x—a. 


a 0 
2.7 | хИх-- |f(a-tdt 
f f 
о 3 3 : 
-/їе-дй» Їв-хдх. 
0 0 


0 а 
(2) үр (z)dx = ff (Х4х-- ff (odz. 
-а -а 0 
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«fü, x= —t ; তাহা! হইলে, 


Р f f()dx - к-а 
- соне [fo i 
х fins fric nies лан 
- fue fc x) dx 


= 21745 যদি fi- x)= f(x) 
б 


অথব1,-0, যদি f(—x)= - f). 


2а а 2а 
з едак Года дах 
0 0 


a 
“ধরি, х=2а—1; dx= —_ dt, 
“এবং t=a, যখন х=а;1=0 যখন x-2a, তাহা হইলে, 


2a 0 
ffod- — 1724-94 


2 f fla — t)dt = f f(2a — x)dx. 
0 0 


Ж f dx= f (x)dx + (нэ — x)dx 
0 0 0 


10 সমাকলন 
a 


= да х) а 
0 


72 f feeda, ай Коа) 
0 


অথবা, -0, যদি fa- x)= — flx). 


242. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ ঃ 
উদাহরণ 1. xe 


Г Меп x ас: 
Уяа соз x xt М cos x x 


Ja .. Ncos x dr, 
„соз x+ Jsin x 
š ч 


? 
Усов x 
21-- | Уяа a х 4 +Í A 
Jus S, 


Vcos x+ Ул x 
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юз 


sin x+ Асов х j ч 
sin x COS X q, 
= а-н 


д Asin x+ cos x 


1=т[4. 


Тегаи 


ü "snxt Vcosx 


2 
উদাহরণ 2. মান নির্ণয় কর ঃ ০০, dx. 


ধরি, f(x)-cos?x ; এখানে, f(-x)- f(x). 


т т 


@ 
f cos?xdx— 2 f cost dx 
T 0 
g 


т 


-2 f(1-sin*) cos x dx 
0 


1 
-2 fa - z*àz, z= sin x) 
0 
1 


Z -2 -5| 41-3)-48- 


0 
Бита 3. মান নির্ণয় কর £ Ї sin*xdx. 
0 


«fa, f(x) = sin?x ; এখানে, f(r— x) = Бл). 


ni2. 


7t 
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T 


T 2 
fs хах —2 | sin?xdx 
0 0 


т 


Š 
=2 f 1-co*) sin x dx ; (z=cos x) 
0 


0 
= হিল 
0 
থৃ--+1-4 
343 
0 


উদাহরণ 4. মান бй: f cos? xdx 


0 
ধরি, f(x) = cos?x ; এখানে, Fin- x) = = fx). 


Tenta 0. 
0 


T 


Би(5445. মান নির্ণয় কর £ f^ sin xdx, 


0 


I= fx sin? хйх= | (па) sin? (m— x)dx 
9 0 


- fa — z) sin? хйк= p | на xdz —]. 
0 0 


T T 


21-7 f sin? хах= | (1— cos 2x)dx 


প্রশ্মমালা 10 
মান নির্ণয় কর £ 
^ d 
L Јаз" i 
[Put x —a tan 6] 
а 
3. f 4 dx ; 4. 
0 
1 
du 
5. ; 
f, (Lu)? 
[Put u=tan 6] 
1 
Ч: . 
L Tnt - x 
[Put х+1= 2] 
f d. 
Xx 
9. / ==: 10. 
0 
r 
3 
11. fo» 040; 12. 
0 
т 
18. f sin o cos? o do; 14. 
5 
“288028. 2 0 
zy Tum sin 87605 ^ 15, 
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1 
f хайх оо 
е 51155 
[Put х=їап 6] 


а 


f< Ja? — х? ах; 
0 


(t 
T dx 2 
xx Ja! 
0 
[Put х=а sin ө] 


1 
E 
*45—2x—x* 
0 


{Put х+1= 2] 
8 
E on 
4 (x—1) Jx" —2x ' 


т 
2 
f sin? 0 40; 
0 


т 
5 
f sin? 0 40: 
T 
2 
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19. 


21. 


23. 


25. 


21. 


29. 


31. 


সমাকলন 
2 IE 
cot x dx 18. 
fa vcot x 
; d 
x 
fa 20. 
3 
Š * 
COS x—siox , 
2 1458 x cosx ^" 22. 
Jaa; l+sin xd E 24. 
í d 
x dx 
iz sın x+ cos x 26. 
0 
т 
2 
/ log sin x dx ; 28. 
0 
2 
f log tan x ах, 30, 
0 


S৩৭ 


x Sin x cos x dx 


(a? cos? x-Fb* зіп? x)* 


š 
пе vau 


соѕ хах 
sin x+ cos x 


০ eia 


[C. U. 1976) 


T 


T 
sin? x—cos? x 
fu a 
as x+ cos: 
[С. U. 1975] 


x dx 
1+соѕ° x 
0 


T 


x sing 
4 


I+cos д“? 


[C. U. 1974] 


og (1: (1+) ах dx 
пара р? 


log (1 +tan x) dx ; 


o — aia © 


ssa sas 


ক্ষেত্রফল 
(Area) 
3-1. ক্ষেত্রফল নির্ণয়ের সূত্র £ 
মনে করি, (4,5) বদ্ধ অন্তরাতে f(x) একটি একমানবিশিষ্ট 5785 অপেক্ষক” 
যেখানে a এবং b নির্দিষ্ট সসীম ও ba. 
অধিকন্ত, মনে করা যাক, a হইতে b পর্য্যন্ত x এর মানের অবিচ্ছিন্রভাকে 
(continuously) বৃদ্ধির সঙ্গে সঙ্গে অপেক্ষক fOe) এর মানগুলিও অবিচ্ছিন্নভাকে 
ক্রমবর্ধমান (monotonic increasing), এবং f(x) এর মান Я | ধনাত্মক | 


চিত্রে, [৫১ b) বদ্ধ অন্তরাতে у= f(x) এর লেখ CD বক্ররেখা, যেখানে, ОА=а, 
OB-b; АС={а); BD= f(b). 

яа y= £(%', সরলরেখাদ্বয় £-৫১ = b, এবং £-অক্ষ দ্বারা বেষ্টিত স্থানের 
ক্ষেত্রফল S ছার! (55 কর! sf 1 

এখন АВ রেখাংশকে সমান %-সংখ্যক ভাগে বিভক্ত. করি, এবং মনে করি, 
এইরূপক্ষেত্রে, প্রতিটি ভাগের দৈর্ঘ্য h. তাহা হইলে, nh - b —a ; অর্থাৎ a +nh=b. 
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মনে করি, XS 
5, = hf(a)-- hf(a + h)4- --- hf(a4-n-1) 


=h D Ka+ rh) ifa) — (a+ nh) 


r=1 
=h D fla +h) + ha) - Mf) ; 
FT 


S, hfla -h)--hf(a-21)4-. — +hf(a nk) 


- Уу (a -- rh). 


r=1 


চিত্র হইতে স্পষ্টতঃই দেখা যাইতেছে, S.<S<S,. 
এখন, যেহেতু, nh-b—a; অর্থাৎ 7-(-2)/%, যেখানে a এবং b নির্দিষ্ট 


সসীম রাশি, অতএব n এর মান ধনাত্মক রাশির মধ্যে থাকিয়! অনস্তের দিকে অগ্রসর 
হুইতে থাকিলে, অর্থাৎ n> = হইলে ॥০ হইবে। 


আবার যেহেতু (৫) এবং f(b) নির্দিষ্ট সসীম রাশি, 
` hf(lay>0 এবং hf(b)—0, যখন h—0 


п 
we, ৩৯710, 12 +rh)+hf.a) Mf] 
ч 
Lt 326 +ri)+ L hf(a) = Le MQ) 
n 
72 +%)+0—0 


b 
= ffo dei 


AREA Lui 


n b 
FESTA LEH » he 
БОЛОН tarn) f: f(x) dx ; 


а 


অর্থাৎ, যখন, А-0, 

b b 
Sx f №) dx এবং S, | о) dx. 

0( а 
কিন্ত, 54 45« Sa. 

b 
S= f f(x) dx 
а 

সুতরাং, জ্যামিতিক অর্থে, বক্ররেখা y= f(x), সরলরেখাদ্বয় = এ, এবং х= b, 


b 
ও-অক্ষ ছারা সীমাবন্ধ ক্ষেত্রের ক্ষেত্রফল | (+) ах কে 3318 ; এবং বিপরীতক্রমে॥ 
a 


[a, &তে fix) Y 
সম্তত ও ধনাত্মক হইলে 
এবং a হইতে b পর্যন্ত) 
х এর মানের অবিচ্ছিন্ন 
ভাবে বৃদ্ধির সঙ্গে সঙ্গে 
অপেক্ষক f(x) এর 
মান অবিচ্ছিন্নভাবে ক্রমশঃ 
কমিতে থাকিলে, অনুরূপ- 
ভাবে দেখানো যাইবে যে, ITAN у= f(x) 1591014188 z=a এবং x= b ও 
x অক্ষ দ্বারা বেষ্টিত স্থানের ক্ষেত্রফল হইবে : 


S= fro dx: 


এখন, মনে করি, Га, Ь]-С® f(x) সম্ভত এবং ধনাত্মক ; এবং [а, с105 f(x) 
monotonic increasing এবং [c, ]-তে monotonic decreasing যেখানে, 
a<c<b. 
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এইরূপক্ষেত্রে, বক্ররেখা у= f(x), এবং সরলরেখাত্রয় x=a, х=, у=0 দ্বারা 
বেষ্টিত স্থানের ক্ষেত্রফল হইবে, 


с b 
£ f(x) dx fft) dx; 


b 
অর্থাৎ, | fü) dx 
/ 


স্থতরাং а, Ы এই বন্ধ অন্তরাতে х এর এক একটি মানের 
Ww f(x) এর কেবলমাত্র এক একটি ধনাত্মক মান থাকিলে এবং 
00 সন্তত হইলে, যেখানে а এবং b নির্দিষ্ট অসীম ও ba, 
বক্ররেখা y-f(x) এবং সরলরেখাত্রয় х-а, এবং x-b ও у=0 
দ্বার! সীমাবদ্ধ স্থানের ক্ষেত্রফল হইবে, 


S= кв. 


3-2. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ £ 


উদাহরণ 1. y=3x*+2x IMIN, %-অক্ষ, এবং х=2 ও x-4334- 
রেখাদ্বয় দ্বার! সীমাবদ্ধ ক্ষেত্রের ক্ষেত্রফল বাহির wq | 


সমাধান 2 সংক্ষিপ্ত তালিকা : 
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OX এর দিকে একক -]1, OY এর দিকে একক = 01—48 হিসাবে ছবি 
fel হইয়াছে । এখানে f(x)-3x*-2x; a-2; b—4. 
নিৰ্ণেয় ক্ষেত্রফল : 


S- f: (х)4х 
2 


4 
= (ви «22 
2 


- e+e] 


2 
=(4°+4°)—(2*+2°) 
=80-12=68 বর্গ একক ৷ 


‚ উদ্দাহুরণ 2. বক্ররেখা y*— 12x, хоер, এবং সরলরেখ। х=3 দ্বারা বেষ্টিত 
সমতলের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 


সমাধানঃ 

এখানে, (%)= 412) 
а-0,5-3, 

fati ক্ষেত্রফল : 


4 


3 
s= f viz: dx 
0 


zi 


3 шилээр 
-213| Js dx Í 
0 


3 
=2 432৭] 
0 


-343| -0|-4 /зх3 43০12 বর্গ একক । 
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উদাহরণ 3. х+у=4, এবং স্থানাঙ্ক অক্ষত ছারা সীমাবদ্ধ সমতলের ক্ষেত্রফল 
বাহির কর। 

সমাধান 5 

х+у= 4 হইতে পাই, 
ys4-x. স্থতরাং, এখানে, 
f(X)-4—x. x+y=4 সরলরেখাটি 
এ-অক্ষকে А(4, 0) বিন্দুতে এবং 
9-অক্ষকে (0, 4) বিন্দুতে ছেদ 
করে। তাহা হইলে, এক্ষণে, 
а=0 এবং b—4. 

সুতরাং, ১১০১৭ 


3» f (4— x)dx 


4 
2 


-[6- r ]-axt- Duns বর্গ একক ! 
0 


উদাহরণ 4. প্রথমপাদ অবস্থিত বক্তরেখ| i'- Ry ат এবং স্থানাঙ্ক 
অক্ষদয়দ্বারা সীমাবদ্ধ স্থানের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 
সমাধানঃ 
х y! -a* হইতে 
পাই, 
=y+ Va" — x° 
সুতরাং, প্রদত্ত Bre, 
flx)= + Јата". 
তাহা হইলে, fehi 
ক্ষেত্রফল £ 


S NS dx 
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a 
এ Na* = x° +3 а? sini] 
40 


21.23 in^! al aff 
2^4 Xsin^!1 2৫ х5 


= lna বর্গ একক। 


দ্রষ্টব্য ঃ х*+у%=а? বৃত্তের পূর্ণ ক্ষেত্রফল: 4১৫ 5=4х {та = qa? qd 
একক | 

উদ্দাহরণ 5. বক্ররেখা :৭/০+৭/৮*-] দ্বারা সীমাবদ্ধ স্থানের ক্ষেত্রফল 
বাহির কর। 


সমাধান : 
x*/a* -y* |j? —1 হইতে পাই, 
>= +? far. 
Sieb хе Ala, 0) ও А(—а,0) বিন্দুতে এবং )-অক্ষকে 
B (0, b) ও B'O, —b) বিন্দুতে ছেদ করে। উপবৃত্তটি xww ও y- 
অক্ষ উভয়ের সাপেক্ষে প্রাতিসম ( symmetrical ). хэй প্রথম পাদে 


অবস্থিত এবং বক্ররেখা ০/4*+-/৭/৮*-] ও স্থানাঙ্ক অক্ষদ্বয় দ্বারা সীমাবদ্ধ 
6 
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স্থানের ক্ষেত্রফল 5 হইলে, নির্ণের স্থানের (অর্থাৎ, পূর্ণ উপবৃত্তের অন্তর্গত ) ক্ষেত্রফল 
4S হইবে। 


সুতরাং, নির্ণেয় ক্ষেত্রফল : 


a 
45=4х [мата dx 
0 a 


a 
-2f Ja? —x* dx 
0 


a 
BAT ECCE 
125৯ ] 
B. (65 ES 
: 45 (5 sin 1) 
—2ab хр = nab, বর্গ 861. 


উদাহরণ 6. IFAN y sin x, সরলরেখা = যা এবং অক্ষদবয় দ্বারা সীমাবদ্ধ 
ЗОН eman বাহির কর। 


Y 
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সমাধান š 
এখানে, f(x) = sin x; a=0; b=n ; f(x)>0 in [0, л]. 
স্মতরাং, নির্ণে ক্ষেত্রফল : 


ЭР х ёс-| ов j-2 বর্গ একক। 
0 0 


и(5847. বক্ররেখ! y 4 এবং সরলরেথ| у=х দ্বার! বেষ্টিত স্থানের 
ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 
সমাধান 2 
у%=4х এবং ঠ-% 
সমীকরণদ্বয় সমাধান করিয়া 
উহাদের ছেদবিন্দু .0 (0, 0) এবং 
P (4, 4) গাই 1 
y? = 4х হইতে পাই, 
у= +2 Jx. 
এখন, ITAR у= +2 Jx, T 
লরলরেখা х= 4 এবং x— CPI মধ্যবর্তী স্থানের ক্ষেত্রফল S, হইলে, 


4 4 

8, f2 Js dx -2[2.3] 

0 0 
=2х5х4#=3х8=32/3 বৰ্গ একক | 


সরলরেখাদ্বয় /-£ ; -₹4 এবং x-w দ্বারা সীমাবন্ধ স্থানের ক্ষেত্রফল Sa 
4 4 


হুইলে, Sa= fx а= [5 |-s বর্গ একক। 
0 0 


2. бсб ক্ষেত্রফল : 
$253,—5,-(32/3—8) বর্গ একক =8/3 বর্গ একক। 
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উদ্দাহরণ 8. »'-4x এবং %*- 49 বক্ররেখা ছারা বেষ্টিত স্থানের ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কর। 


সমাধান : 
y*=4% এবং 
x*'-4y ҸИ 


সমাধান করিয়। তাহাদের 
ছেদ বিন্দু O(0, 0) এবং 
P (4, 4) পাই। 


` সুতরাং, ис ক্ষেত্রফল : 


21x8— 4 64০16 
৪%৪-15 *64 3 বর্গ একক। 
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প্রশ্মমালা 11 
` 1. у=3х এবং х=5 সরলরেখাছয় ও £-অক্ষ দ্বারা বেষ্টিত স্থানের ক্ষেত্রফল 


বাহির কর। 

2. х13+7/4=1 সরলরেখা ও স্থানাঙ্ক অক্ষদ্বয় দ্বার! সীমাবদ্ধ স্থানের ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কয়। ; 

8. ॥=2%-4 এবং z=5 সরলরেখাদ্বয় ও £-অক্ষের মধ্যবর্তী স্থানের ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কর। 

4. বক্তরেখা ya^, সরলরেখাধয় х=1 ও x=4 এবং £-অক্ষ ЧЇ| সীমাবদ্ধ 
স্থানের ক্ষেত্রফল বাহির কর। 

Б. Ч у°=4х, সরলরেখাদ্বয় x—4 ও х=25 এবং £-অক্ষ দ্বারা 
সীমাবন্ধ স্থানের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 

6. ITAN y=x° এবং সরলরেখাছয় z=6 ও у=0 দ্বারা সীমাবদ্ধ স্থানের 
ক্ষেত্রফল বাহির কর। 
‚1. aR у!- ах, সরলরেখা х= да এবং хэвт দ্বারা বেষ্টিত স্থানের 
ক্ষেত্রফল বাহির কর। 

8. y-sin 2x ЧӘ], -IF এবং £-0 ও £-%/2 সরলরেখাছয় দ্বারা 
সীমাবদ্ধ স্থানের ক্ষেত্রফল বাহির কর। 

9. বক্ররেখা )- ০০5 x, x — অক্ষ এবং সরলরেখাছয় х= —7/2 ও л=л/2 
এর মধ্যবর্তী স্থানের Стафа বাহির কর। 

10. বক্ররেখা у= х, ও সরলরেখা х=9 দ্বারা সীমাবদ্ধ স্থানের ক্ষেত্রফল 
বাহির কর। 

ii. afge у*=4ах এবং ইহার নাভিল্ব দ্বারা বেষ্টিত স্থানের ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কর। 

12. чат] x°+y*=2ax ছার! সীমাবন্ধ স্থানের ক্ষেত্রফল বাহির wa | 

18. 3° =4х বক্ররেখা এবং ॥=2% সরলরেথ! ছারা সীমাবদ্ধ স্থানের ক্ষেত্রফল 
বাহির কর। 


14. বক্ররেখা 4»—x* এবং সরলরেখা уз দ্বারা বেষ্টিত স্থানের ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কর। [C. U. 19701 
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15. WAA x*--y'—2ax এবং অরলরেখা y=x দ্বারা সীমাবদ্ধ স্থানের 
ক্ষেত্রফল বাহির কর। 


16. বক্ররেখা y=x cos 2, LIF ও AITANA х=0 এবং т=л/2 
দ্বারা বেষ্টিত স্থানের ক্ষেত্রফল বাহির কর। 


17. বক্ররেখা у= 4x*(3— x) এবং (0, 0) ও (2, 16) বিন্দুদ্ধয়গামী সরলরেথ! 
দ্বারা বেষ্টিত স্থানের ক্ষেত্রফল বাহির কর। 


18. 9-7% এবং у= Jx বক্ররেখাদ্বয় দ্বারা বেষ্টিত স্থানের ক্ষেত্রফল বাহির 
কর। 


19, y*-6x এবং x*-6y বক্ররেখাছয় দ্বারা বেষ্টিত স্থানের ক্ষেত্রফল নির্ণয় 
কর। [C. U. 1972] 


20, y'—ax এবং x° + y° -2ax বক্ররেখা দুইটি ছার বেষ্টিত স্থানের ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কর। 


21. y'—-4ax এবং хї-4ау অধিবৃতদ্য়ের মধ্যবর্তী স্থানের ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কর। 


22, ১১-4৫৩ এবং x'—4ay বক্ররেখা দুইটি মূলবিন্দু ও P বিন্দুতে ছেদ 
করার ফলে একটি loop উৎপন্ন হয়। Integration দ্বারা এই 1оор- 4 ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কর এবং তথা হইতে দেখাও যে, বক্ররেখা দুইটি y-0, у= 44, х=0, 
x-4a  সরলরেখ! চারিটি দ্বারা বেষ্টিত বর্গক্ষেত্রকে সমান তিন অংশে বিভক্ত 
করে। 


28. y=x%(=OQP) заса উপর P (1, 1) বিন্দুটি অবস্থিত; P বিন্দু 
হইতে 4-অক্ষ ও /-অক্ষের উপর যথাক্রমে PM ও PN ач, যেখানে ОХ উপর 
M এবং OY এর উপর N অবস্থিত। দেখাও যে, OMPQO ক্ষেত্রের ক্ষেত্রফল 
এবং 0010 ক্ষেত্রের ক্ষেত্রফলের এক তৃতীয়াংশ । 


24. IAN x*/a*-Fy*|b'— 1 এবং সরলরেখা xja--y/b-1 দ্বারা 
বেষ্টিত স্থানের ক্ষেত্রফল বাহির কর। 
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3-3. অক্ষবর্তা KRITE ক্ষেত্রকলের সূত্র £ 

মনে করি, ««0«p-csf(0) wwe, ধনাত্মক এবং < হইতে ॥ পর্যন্ত 0-9 
মানের অবিচ্ছিন্রভাবে বৃদ্ধির সঙ্গে সঙ্গে অপেক্ষক floja cea" মানগুলি 
অবিচ্ছিন্নভাবে ক্রমশঃ বৃদ্ধি পাইতে থাকে। 

চিত্রে 0 মূলবিন্দু ; OX মুলরেখা ; AB час | тэ (6)-এর লেখ, যেখানে, 
Г ХОД -« এবং ZXOB- p. 

মনে করি, Plr, 9) এ লেখচিত্রের উপর যে কোন বিন্দু; তাহা হইলে OP-r 
এবং LXOP-0; P-এর নিকটে যে কোন বিন্দু Q Q লেখ-এর উপর লই, 
যেখানে OQ=r+ Ar এবং ZXOQ- ৪+ Ло. 


মনে করি, чака! += (6), ও সরলরেখাছয় ОА ও OP দ্বারা সীমাবদ্ধ স্থানের | 
ক্ষেত্রফল S ; এবং বক্ররেথা r= 70) ও সরলরেখাছয় OA ও OQ দ্বারা সীমাবদ্ধ 
স্থানের ক্ষেত্রফল S+ AS. 
তাহা হইলে, বক্ররেখা = (6) এবং সরলরেখাছয় ОР ও OQ দ্বারা সীমাবদ্ধ 
স্থানের ক্ষেত্রফল AS. 
চিত্রে, ON=0P =r ; OM=0Q=r+ 4r; 
2. AOPN =4.0P.ON. sin PON 
= фу sin ДӨ; 
AOQM -1.0Q.0M.sin QOM 
= (r+ Ат)? sin ДӨ. 
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"Ped, 
AOPN « AS« доом, 
বা, 875 sin Ae AS«3 (r+ Ar)’ sin Дө, 
2 sin A8 AS з Sin AB, 
বাঃ 47 T AS. < As art Ar) T 


আবার যেহেতু, 2৫০ шил 70 যখন, ৪-৯০১ 


Lt : AS dS 
সুতরাং, A620 лі" অর্থাৎ, AM 


2 S- улас 


=f FO do+C=F0)+C, 4 | 


এখন, $-0 যখন ৪=4. ধরি 5=5,, যখন ০.9. তাহা হইলে, 
O=FGO+C এবং S,=F0)+cC. 
. Sı = F(8) — Р(х) 


B 
- [ro ]- f 140. 
* « 


ক্ষেত্রফল £ 


B 
S=; Jr*do, যেখানে, ғ= 0). 


« 


দ্রষ্টব্য : 


9110 বক্ররেখা n f(0), সরলরেখাঘয় ОА এবং OB দ্বারা সীমাবদ্ধ ক্ষেত্রের 


*9৩/-তে (6) অন্তত, ধনাত্মক এবং < হইতে ? পর্যন্ত 9 এর মানের 
অবিচ্ছি্নভাবে বৃদ্ধির সঙ্গে সঙ্গে অপেক্ষক 709)-এর অমুরূপ মানগুলি ক্রমশঃ কমিতে 
থাকিলে, “аата দেখানো! যাইবে যে, чарга т= f(0), সরলরেখাদ্বয় OA ও 
OB দ্বার! সীমাবদ্ধ স্থানের ক্ষেত্রফল : 


৪ 
8-1 f г“, যেখানে r=£(0). 
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3-4. দৃষ্টান্তমূলক উদ্দাহরণ : 
উদ্দাহরণ 1. a একক ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট বৃত্তের АВ চাপ উহার কেন্দ্র 0-তে < 
'রেডিয়ান্‌ কোণ উৎপন্ন করে। ব্যাসাধ OA ও OB এবং বৃত্চাপ AB দ্বারা সীমাবদ্ধ 
সমতল ক্ষেত্রের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 
সমাধানঃ এখানে,?-43 0 মূলবিন্দু। OA বরাবর মুলরেখা ОХ লই | 
তাহা হইলে, Z ХОВ = < (রেডিয়ান্‌)। 
2. fcf ক্ষেত্রফল : 


заа 
0 


« 
=} fa*do=} a. NE 
0 


ТРЕЕ, 


উদ্দাহরণ 2. r=2a cos 0 বক্ররেখা দ্বারা সীমাবদ্ধ স্থানের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 
সমাধান 2 Y 
এখানে, মূলবিন্দু O প্রদত্ত 
বক্ররেখার উপর অবস্থিত। 
৪=0 হইলে, r = 2a ; 0 = 1/2 
হইলে, т=0; 0-0 হইতে 
6 ?/2পর্যস্ত 0 এর মানের ক্রমশঃ 
বুদ্ধির সঙ্গে সঙ্গে” এর Ас 
মানগুলি ক্রমশঃ কমিতে থাকে | 
তাহা ছাড়া, বক্ররেখাটি মূলরেখা 
OX এর সাপেক্ষে প্রতিসম। 
»'*  নির্ণেয় ক্ষেত্রফল : 


т x r 
2 


2 2 
5-21 749 - f? = fea cos 0)* do 
0 0 0 


= 24° 


(1+cos 20)d6 = 2a afo E s, 2) = 2'(2) па». 
0 


ci ৩) 
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প্রশ্বমালা 12 


1. {геа এবং উহার একটি জ্যা АВ দ্বারা সীমাবদ্ধ স্থানের ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কর। 

2. 99094] r=2a sin 6 দ্বার! বেষ্টিত স্থানের ক্ষেত্রফল বাহির কর। 

8. IFAN т = (14০০9 0) দ্বারা বেষ্টিত স্থানের ক্ষেত্রফল বাহির <q | 

4. TTAN r* —a* cos 20 দ্বারা যে দুইটি loop উৎপন্ন হয় তাহাদের একটির 
ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 

5. TAN r'— —a* cos 20, দ্বারা যে ছুই ছুইটি loop উৎপন্ন єв 
তাহাদের একটির ক্ষেত্রফল বাহির কর। 

6. বক্ররেখা r*—a* sin 29 দ্বারা যে দুইটি loop উৎপন্ন হয় তাহাদের একটির 
ক্ষেত্রফল বাহির কর। 

7. ҖИЗ ?-০+ ০০50, (৪৯৮১০) দ্বারা বেষ্টিত স্থানের ক্ষেত্রফল 
বাহির কর। 

8. বক্ররেখা r—a cos 30, (৫১৯০) যে তিনটি loop উৎপন্ন করে, তাহাদের 
একটির ক্ষেত্রফল বাহির কর। 


9. rca এবং r—2acos0 এই উভয় বৃত্তের সাধারণ অংশের ক্ষেত্রফল 
বাহির কর। 


=== sata 
অন্তরকলিত সমীকরণ 


( Differential Equations ) 
4-1. উপস্থাপন š 
নিরপেক্ষ চলরাশি (Independent Variable ), উহার সাপেক্ষে অধীন 
চলরাঁশি (Dependent Variable) এবং উহাদের অন্তরকলিতক 
(differential coefficients) лї সমীকরণকে অবকলিত (q 
অন্তরকলিভ) সমীকরণ ( Differential Equation ) বলা হয়। টৃষ্টান্তন্বরপ, 


9 D-xtyi i) dtr 0; 


Gii) ৫১) -4*20; (iv) (0) Е глу 


(v) (22) ) +3 4444 Фу". 


কোন অবকলিত সমীকরণের অন্তর্গত অবকলিতকের ( differential 
coefficient) জর্বোচ্চ ক্রমই Q সমীকরণের арч (order) নির্দেশ করিবে t 
উদাহরণস্বরূপ, (i) ও Gii) প্রথম ক্রমের সমীকরণ, (ii) ও (iv) দ্বিতীয় ক্রমের সমীকরণ 
এবং (у) তৃতীয় ক্রমের সমীকরণ 1 

কোন অবকলিত সমীকরণের সর্বোচ্চ অবকলিতকের ঘাত (power СФ 1) 
সমীকরণের মাত্রা (Degree) বলা হইবে অবশ্য সমীকরণের অন্তর্গত অবকলিতকগুলি 
qfi radicals এবং fractional ঘাত হইতে মুক্ত থাকে । ача, (i), (i) ও 
s মাত্র! এক ; Gii) ও (৮)-এর মাত্রা ছুই। 

. অবকলিত সমীকরণ 988: 

4 у%=4ах তত (1) 

সমীকরণে ৫-এর বিভিন্ন মানের জন্য н বিভিয় আকার হইবে। এইরূপ 
ক্ষেত্রে, ৫-কে অস্থায়ী 8845 (arbitrary constant বা parameter) বলে | 

y? =4ax-C# এ-এর সাপেক্ষে অবকলন করিয়া পাই, 


dy = ... ... 
292 = 44. (2) 
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এখন (1) এবং (2) হইতে ৫-কে অপনয়ন করিয়া পাই 
dy . 2. Е 
2x а у70; 


ЕИ x 8) 

ইহা একটি অবকলিত সমীকরণ। এই অবকলিত সমীকরণের সমাধান у? = Дах, 
কারণ, ইহা উক্ত অবকলিত সমীকরণকে fo করে। 

(b) »-A cos z--B sin x ө Ut (1) 


সমীকরণে A এবং В দুইটি অস্থায়ী ধ্রুবক | এই সমীকরণকে £-এর সাপেক্ষে 
অবকলন করিয়া পাই, 


Мэс АЕРЫ e (2) 
dx 


ইহাকে আবার £-এর সাপেক্ষে অবকলন করিয়| পাই, 
Py RA cos z — B sin x. w (3) 
এখন» (D, (2), ও (3) হইতে A ও B অপনয়ন করিয়া পাই, 
| “ун, а ra шэн (4) 
যাহা একটি অবকলিত সমীকরণ। স্পষ্টতঃই, у= A cos x--B sin x সমীকরণ 
(4) এর সমাধান, কারণ, ইহা অবকলিত সমীকরণ (4)-কে সিদ্ধ করে। 
সাধারণ নিয়ম : 
G) f(x y c)=0 e 2 01) 
সমীকরণে c একটি অস্থায়ী বক | এই সমীকরণকে £-এর সাপেক্ষে একবার 
মাত্র অবকল করিয়া যে সমীকরণ পাওয়া যাইবে সেইটি এবং প্রদত্ত (1) এর মধ্যে 
€-কে অপনয়ন করিলে (1) এর অবকলিত সমীকরণ পাওয়া যাইবে। 
Gi) f(x, y, ০২৯ ca)=0 e es (1) 
একটি সমীকরণ যেখানে c. এবং с, দুইটি অস্থায়ী ধ্বক। এখন প্রদত্ত 
সমীকরণ (1) কে х-аң সাপেক্ষে পর পর দুইবার অবকলন করিলে যে দুইটি সমীকরণ 
পাওয়া যাইবে তাহাদের এবং প্রদত্ত সমীকরণের মধ্যে €, এবং ০৪ কে অপনয়ন 
করিলে (1) এর অবকলিত সমীকরণ পাওয়| যাইবে | 
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অনুরূপভাবে, কোন সমীকরণে যত সংখ্যক অস্থায়ী (arbitrary) ধ্রুবক থাকিবে 
সমীকরণটিকে *-এর সাপেক্ষে পর পর ঠিক ততবার অবকলন করিয়া Q সমীকরণগুলি - 
এবং প্রদত্ত সমীকরণ হইতে অস্থায়ী গ্রুবকগুলিকে অপনয়ন করিলে, প্রদত্ত সমীকরণের 
অবকলিত সমীকরণ পাওয়া যাইবে 1 
মন্তব্য £ 
উপরোক্ত আলোচনা হইতে বুঝ! যাইতেছে, কোন অবকলিত সমীকরণ যত ক্রমের 
হইবে, উহার সাধারণ সমাধানে ঠিক তত সংখ্যক পরম্পর নিরপেক্ষ অস্থায়ী 
254% (Indepedent arbitrary constants) থাকিবে | 
কোন সমীকরণের সাধারণ সমাধানে অস্থায়ী раста মান নির্দিষ্ট হইলে, যে 
সমাধানটি পাওয়া যাইবে তাহাকে নির্দিষ্ট সমাধান (Particular solution) বলে। 
4-3. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ : 
উদ্বাহরণ 1. у= Де" + Ве" হইতে A এবং В এই at অস্থায়ী 
ধ্রুবক অপনয়ন কর। 
সমাধান 2 
এখানে у= Де" + Ве", - . G 
(1)-কে ход সাপেক্ষে অবকলন করিয়। পাই 
dy _ Ame"? — Bme "° জানবার, 
dx 


(2)-কে %-এর সাপেক্ষে অবকলন করিয়! পাই, 
4 ра = Ате mz | Bg e me 51 (3) 


(1) এবং (3) 4: Th 


4 р-тбу-0. 0 


উদাহরণ 2. »—A cos (4৭) হইতে А এবং < অপনয়ন কর। 


সমাধানঃ 
এখানে, y= A cos (nx + 4). А (1) 


хэвд সাপেক্ষে অবকলন করিয়! (1) হইতে পাই, 
Фу. — An sin (nz+ <) © (2) 
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আবার, (2)-কে х- সাপেক্ষে অবকলন করিয়া পাই, 


аэ = — An’ cos (пх +): (3) 
(1) এবং (3) হইতে А এবং < অপনয়ন করিয়া পাই, 

22 n'y-0, ЖЛЕ (4) 
যাহা নির্ণেয় সমীকরণ 1 


উদাহরণ 3. দেখাও যে, 2-28, Dp Pao কে fim করে; 


СА, B দুইটি অস্থায়ী eqe )। 


সমাধানঃ i 
এখানে, у= +в. M (1) 

(1)-কে ?-এর সাপেক্ষে অবকলন করিয়। পাই, 

dV. A гын, 

(524 (2) 
আবার, (2)-কে ?-এর সাপেক্ষে অবকলন করিয়া পাই, 

d? V А 

at c "0 
তাহা হইলে, 

d*V ,2 dV .2A,2| AY. 

qa rd; 5 ma) =0. 
উদাহরণ 4. দেখাও যে, x —e^ (a cos 2t +b sin 20), অবকলিত সমীকরণ 

ГЭЖ: কে সিদ্ধ করে। 

সমাধান £ 
এখানে, х=е7*.(а cos 2t+ b sin 2t). й (1) 
(1)-কে এর সাপেক্ষে অবকলন করিয়া পাই, 


d Le" (- 22 sin 2t + 2b cos 2t) 
— €^'(a cos 2t -- b sin 2t) 
=е”'(2Ь— а) cos 2t— (+24) sin 21. - 8 
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. 2)-কে /-এর সাপেক্ষে অবকলন করিয়া পাই, 
Ф m eL (0b —a) sia 2/-20+2০) cos 2t} 
—e"'((2b — a) cos 2t — (b --2a) sin 2t} 
=е74(4а — 3b) sin 2t — (3a -- 4b) cos 2t} .. (3) 
d?x , ০0 
=е-4(4а —3b) sin 2t — (3a-- 4b) cos 2t} 
--2e-'((2b — a) cos 2t — (b +2a) sin 21] 
+5e a cos 2t--b sin 2t] 50. 


প্রশ্নমালা 13 


1. নিম্নলিখিত সমীকরণগুলি হইতে a অপনয়ন করিয়া অবকলিত সমীকরণ 
5154 কর £ 


0) у=асозх; (li) »-—a sin тх; 
(iii) »-mxta; (iv) x?*-c»*-3?; 
(v) x*-5?-2ax; (vi y=a log x+5. 


2. নিয়লিখিত সমীকরণগুলি হইতে А এবং В অপনয়ন করিয়া অবকলিত 
সমীকরণ গঠন কর £ 


(i) y=Ae+Be"; (i) y= A cos x--B sin x; 
(iii) у=А cos mx--B'sin mx; (iv) Y= А coshmx--B sinhmx ; 
(у) »=(A+Bx)ew ; (vi) y=Ax+B+x* ; 

1 


(vii) y= A cos3x+B sin Зх-+2е%* ; (viii) у= ДеВ=, 


з নিয়লিখিত সমীকরণগুলি হইতে অস্থায়ী ধ্রুবক а এবং b অপনয়ন করিয়া 
'অবকলিত সমীকরণ গঠন কর : 


(i) х? +у?=2ах+Ь ; (ii) y-az? -bx ; 
GH) Уу=ах+Ьх?; (iv) x=a sin t+b cost; 
(v) - ae” Tbe $ (vi) xy- аг" --be^* ; 


(vii) ax*-by* —1; (vii) (у— 5)? =4А (x—a). 
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2 
+ দেখাও যে, у= Ав” cos 2л, অবকলিত সমীকরণ S+ 20 50. 
কে সিদ্ধ করে। 


5. দেখাও যে, d Puteo সমীকরণের একটি সমাধান x= a cosut. 
6. দেখাও যে, x° + "= এ, অবকলিত সমীকরণ э›=х@+а HE) 
` এর সমাধান। 


з 
7. দেখাও যে, х=а cos (0089, অবকলিত সমীকরণ dote 
কে সিদ্ধ করে। 


8. দেখাও যে х=А cosh (t Jute), অবকলিত সমীকরণ 17 ис 
কে সিদ্ধ করে। 


9. দেখাও যে, G) х=А cos(ot- 4 А 


o3 р? 


sin pt, 
(ii) x= À cos (ote) - 2E COS ot, 
সর্বদাই, А এবং є এর যে কোন মানের জন্য, যথাক্রমে 
O отл sin pt qt (i) нса sin of কে সিদ্ধ 
ТЫ dt 
করে। 


10. s=exp (-МДА cos ut--B sin ий, A এবং B এর যেকোন মানের 
эт, দ্বিতীয় ахаа যে অবকলিত সমীকরণকে সিদ্ধ করে তাহা নির্ণয় কর। 


11. দেখাও যে, « এবং ৪ এর যে কোন মানের 59, (৮-৭)+(-8)*-৫ 
সর্বদাই Í (Qr -(443) কে সিদ্ধ করে। 


24 


12. যে সমস্ত অধিবৃত্তের নাভিলছ্বের tw 4a একক এবং যাহাদের অক্ষসমূহ 
*-অক্ষের সমান্তরাল, তাহাদের অবকলিত সমীকরণ বাহির কর | 
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44. প্রথম ক্রম ও একঘাত বিশিষ্ট অবকলিত সমীকরণের সমাধান 
প্রণালী š 

প্রথম ক্রমের একটি অবকলিত সমীকরণের সাধারণ সমাধানে কেবলমাত্র একটি 
অস্থায়ী ্বকথাকিবে। 

4-5. (Variables Separable )* 4(х)4х--/(у)ду--0 

আকারের অবকলিত জমীকরণ জমাধান প্রণালী £ 

এইরপক্ষেত্রে, প্রদূত সমীকরণের সাধারণ সমাধান হইবে : 

Јах + f vay = с 
যেখানে, ৫ একটি অস্থায়ী ধ্রুবক 1 
4-6. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ : 


উদ্দাহরণ 1.. সমাধান v2: 
(х®++х+1)4х+(›* +y+ )dy=0. 


অমাধান š 
প্রদত্ত সমীকরণকে Integration দ্বারা পাই, 
fe eMe fo* y Ddy=c ; 
x? xt 75 এ? рр. 
বা, GEM (ME) €; 
বা, 2(x9-F y*)- 3(x* - ›*)+6(а+ y) - b 0, 
যেখানে b একটি অস্থায়ী বক | 


উদ্দাহরণ 2. সমাধান কর £ 
d» ,l4»* _ 
de 133 ч 
সমাধান 2 
প্রদত্ত সমীকরণ হইতে পাই, 


Не Ср та БРИ 


T 
14x 1+у* 
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ইহাকে Integration ছারা পাই» 


1 1 m 
fase f iet 5) 
বা, tan-lx+tan"ly=tan lc. 


tan" XJ Stanic 
T= zy 


жу A 

weno 17-6 

অর্থাৎ, х+у=с(1—ху); 
ইহাই fac সমাধান, যেখানে с একটি অস্থায়ী 4849 1 
উদ্দাহরণ 3. সমাধান 93: 

(ух? + y)d» — (xy* + x)dx = 0. 
সমাধান £ প্রদত্ত সমীকরণ হইতে পাই, 

y(1+x°?)dy=x(1+y")dx ; 


dy _ X dx-Q. 
"b 3798 ys о 
ইহাকে Integration দ্বারা পাই, 


ভিলা 


2 
M f ta dy- f oras me 
বা, log (14-»?)—-1og (1+x°)=2k ; 


বা, log (1355) с 


1+x*=c(1+>°); 
ইহাই নির্ণেয সমাধান, যেখানে c একটি অস্থায়ী 4849 | 
উদ্দীহরণ 4. সমাধান কর ঃ 
x dx-r ye'cos?x dy 0 
সমাধান ° 
ека সমীকরণ হইতে পাই, 


x sec?x ах+ yedy= 0. 
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ইহাকে Integration দ্বারা পাই, 


fs ѕес2х dx+ | ye'dy-c ; 


বা, fx tan x- fan x ах е- ечдур-с 
বা, tan x4 log | cos x | --ye'—e"— c. 
ইহাই নির্ণেয় সমাধান । 


উদ্দাহরণ 5. সমাধান কর £ хах-уду-0, 
দেওয়া আছে, y-0 যখন x—2. 
সমাধানঃ প্রদত্ত সমীকরণ হইতে পাই, 


[+ dz- f» 4у-с, 
з 
3l, 5 -Z =c; Н ЫГ х? —9? 26, 
ате শর্ত অনুযায়ী, (7. у=0, যখন х=2), 
4-0-522, 2: 652 
সুতরাং, নির্ণেয় নির্দিষ্ট সমাধানঃ 2*-9*=4. 


উদ্বাহরণ 6. যে বক্ররেখাটি (а, 0) বিন্দুগামী এবং যাহার উপরিস্থ যে কোন 
বিন্দু (20 у) এ তে উহার নতিমাত্রা -/% তাহার সমীকরণ বাহির কর | 

সমাধান : 

প্রদত্ত শর্তীন্যায়ী, 9 ৫9 —zl[y ; 3l, x dx+y dy 0. 


f: ie dy-c; 

বা, х°+у*=2с. 

E TW 0 যখন хаа. 

+ a2+0=2c; বা, 2с=а?. 
নির্ণেয় বক্ররেখার সমীকরণ : 
az? 4 y*-a*. 


100 : সমাকলন 
ёр эе 14 

সমাধান gas (185309530)? 
1. 3x°dx+2y 4у-0, 2. z*dx—y'dy-0; 
8. (х41)4дх4(94-14У-0:: 4. (x* —1)ах= (»* — 1)dy ; 
5. е“ду+е'йх=0; 6. хе"4х-уг4У-0: 

+ cos'ydx- cos'r dy-0; 8. x(y*+1)dz-—-y(x*+1)dy=0; 
9. (1+y°)dx—zxy 4у=0; 10. ২/] _ 25494 V ү-у#4х=0; 


11. y dz—-xdy-zy dy; 12. y'dz-cx'dy-x*y*dy ; 
18. Pas dx-tan*ydy—0; 14. z cos*ydz— y cos?zdy- 0 ; 
18. 1-১,- 16, Gü) 9/-৪৭-4+1 
245" 9 dr ৮7971) 
(ü) (dy/dx) —-(y* — у-+1)/(х* —z41); 
dy | Уу-1) dy lx»* 
17. videa HET) -0, 18. det iv ro 
dy | 21--»9) dy_ 14y* 
| 01০44, ; — 
š dx yl422)! 2. de (1 + x*)xy ° 
[C. U. 1971] 


21 x 41—-y'dz4y/1-z'dy-0; (С. U. 1974] 
22. (x*— yx*)dy --(y* c a5*)dz -0 ; 
28. y 8158 tan^!x dy-0; 
94. 20449 ১+১*1+৯)-০, 
26. 3e” tan y dr +(1- e”) sec*y dy -0 ; 
26, (e&"--1)ydy—(y--1)*dx-0; [С О. 1975] 
d 
27. (7-42)-4» Е 2); 28. xy'dy— y' dab y!dy- dx ; 
dy „/(х* —1)(у# — 1) тай ЖР ду „1+ 
29, тарта —— =0; 30 29৫ iroltetat ; 
81. দেওয়া আছে, у=1 যখন х=0; সমাধান Ф: 
(1--»*)dx-F (1+ x*)dy — 0. І | 
82. দেওয়া আছে, у= —1 যখন х=0. দেখাও যে, | 
xz(y° +1)4х+ y(x* +1)dy=0 সমীকরণের সমাধান (14+ х*(1+ »*) = 2- 


সস Й ате аа হি, a „лы улу Ml SR RC 3৫ 


"x^ 
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33. যে বক্ররেখাটি (2, 1) বিন্দুগামী এবং যাহার উপর যে কোন বিন্দু 
Р(х, ঞ)-এতে স্পর্শকের নতিমাত্রা х/у, তাহার সমীকরণ বাহির কর'। 


. মুলবিন্দুগামী যে বক্ররেখার উপর (x, у) বিন্দুতে 4 Ht D 
তাহার সমীকরণ বাহির EI 
85. (0,2) বিন্দুগামী কোন একটি বক্ররেখার (x, v) বিন্দুতে উহার নতিমাত্রা 
e“ হইলে, বক্ররেখাটির সমীকরণ বাহির কর। 


36. একটি বস্তকণ! কোন সরলরেখ। বরাবর চলিতে থাকিলে যদি t সেকেণ্ড 
সময়ে উহার বেগ 4১--১/*+4 হয় এবং s=3 সে. মি. ধখন 1-0 হয়, তবে г=3 
সেকেণ্ডের সময়ে বস্তকণাটি মূলবিন্দু হইতে কতদূরে যাইবে 1 

37. t সেকেণ্ড সময়ে সরলরেখায় চলমান একটি বস্তকণার বেগ নিম্নলিখিত 
সমীকরণ দ্বারা স্থচিত : К зз +2+5. 


Det Sure দেওয়া থাকে, তাহা হইলে, 3 সেকেণ্ডে বস্তকণাটি কতদূর 
যাইবে ; এবং তখন উহার ত্বরণ এবং বেগ কত হইবে? 


4-7. Method of Substitution : 


কখনও কখনও কোন বিশেষ ধরণের অবকলিত সমীকরণে চলরাশির পরিবর্তন দ্বারা 
উহাকে রূপান্তরিত করিলে, সমাধান করা সহজ হইবে। নিয়ের দৃষ্টাস্তগুণি লক্ষ্যণীয়। 


4-8. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ š 


উদ্দীহরণ 1. সমাধান wq: Way- 3. 


সমাধান : 
সমীকরণটি £ 4৮-(১-৯)*, s 2 а) 

LAG ДУ de; de 
4, у-х=0, .. দা =T t 
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তাহা হইলে, (1) হইতে পাই, | 
Ф 1-0"; ЫГ P=] | 


বা, dx= zj ৫৮ 
ইহাকে সমাকলন দ্বারা পাই, 
1 
с+х= f AL 4, 
"fld veri 
= log [»-1]| -log | v-1|! 
EE 
үа 
xcci |221 x-1 


y-xtl 


বা, [2l х- аки 


বা, (у= х= 1) =(у- +1) ket”, 
ইহাই farta সমাধান, ч ব্রার নাকে 


উদাহরণ 2. সমাধান কর = sin SS 

সমাধানঃ 

সমীকরণটি : 2) — sin (৮+১) 4, ез (р 
“Н, 21১7৮, 2. 27ы25-1.. 

তাহা হইলে, প্রদত্ত সমীকরণ (1) হইতে পাই, 


9" -1- sin v; 41, 4 - Lsin v 


2 M di v. 
5 d ERIS 
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ইহাকে Integration দ্বারা পাই, 


Ж 1 

xen тазу 

-fii - жа, = Ге v) 2 
1-—sin?v cos?y 


= весе sec v tan >} dv 


= tan v-—sec v. 
x+c=tan (y4-x) —sec (y+ x). 
ইহাই নির্ণেয় সাধান। 
eee 15 
সমাধান কর £ (1 হইতে 10): 
РА dorty; 2. 9 = Чугу 5; [C.U. 1976] 
dy 
8. 2- xy 4. d; 0t» 
d. ї на ৫) : 
5. loe (2) ХТУ) 6. cos (2 X49; 
з Угсаа, ২০১৭ 
7. (x+)) 227474 8. (x-y) dx? 
[ C. U. 1972) 
dy Stan? ৫4] t 
9. 45 tan*(x4-») ; 10. ৫৮1 e*t, 


11. যে বক্ররেখা মূলবিন্দুগামী এবং যাহার উপরিস্থ যে কোন বিন্দু Р(х, у)-4С® 
উহার নতিমাত্র! (/+2%), তাহার সমীকরণ বাহির কর। [ C. U. 1967 ] 


104 Тетя 


4-9. (1) এ -Кулх) r4 58 0) 
х а », 
আকারের অবকলিত সমীকরণ সমাধান প্রণালী £ 
এখানে, ১-% অর্থাৎ у=ух, ... ... (2) ধরিলে, | 
Porteg 26 01 ы (3) হয়। 
(Rt সমীকরণটি দাড়ায় : vus БТ 
dv dx , 
বা, (রি ... rt (4) ; 


যাহা 14-5 অনুযায়ী সমাধান কর! যাইবে। 
(2) মনে করি, Мах -Ndy -0 সমীকরণে M এবং N উভয়েই সমমাত্রা 
dy_ 
বিশিষ্ট (x, y) এর অপেক্ষকঘয়। এইরূপক্ষেত্রে, সমীকরণটিকে 327 (ঠ)আকারে 
অতি সহজেই লেখ! যার ; তখন к= অর্থাৎ 9 — x, ধরিলে সমীকরণটিকে অতি 
সহজেই সমাধান কর যাইবে যেমন, 


dy a;x-cbiy a, +b, (у/х) ? 
a.x+b.,y а, +, (yix) 


এখানে, y= xv ধরিলে, d oux Ф $ এবং তখন প্রদত্ত সমীকরণটি দাড়ায় : 


dv. a, bay 
А: dx 2৪702 


dv a,+b>_ 
রা, Хайх a b 


S dab. —as) v - 99৭ ^ 
aa t b,v 
diz (a,+b,v) dv : 
х aití(b,—a.)v—b,v* 
ә 4, (as --b,v) dy 
+ log | cx | Sarpa т , 


যাহার মান সহজেই জানা যাইবে, যদি Gis Gas bi, b, এর মান পূর্বেই দেওয়া 
цай A 


v 


» 


pc 


DIFFERENTIAL EQUATIONS 


4-10. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ : 


42... 53৮42), 
উদ্দীহরণ 1. সমাধান কর £ dim 


2x—3y 
সমাধান š 


dy. 3х-4-2у 
সমীকরণটি : dx 2x 3y 


= 3 dy _ dy 
ধরি, y-vx ৮, d rtc 


তাহা হইলে, (1) হইতে পাই £ 
dv 3-2». 
24 


4» 342v 3(1--92) , 
195 “83879878 25) 


dx | 2-3» 
TU es un БУЕ 
ইহাকে Integration atai পাই, 


ktlog|x| "ares dy 
22 — 
£3 гб» fs 


কোর 2 ° 
5 tan v 21০80 +1); 


বা, 2h-logx*-Flog (v! +1) = $ 0202 ; 


বা, 2h-log {x° x(1--»*))-$ tan!» ; 
বা, 21104 (x* -- 5?) = $ tan71(y/x) ; 
বা, 3194 (x* - »*) +с=4 tan^1(y/a). 
উদ্দাহরণ 2. সমাধান কর £ 
d e +tan2 (C. U. 1975) 


সমাধানঃ 


dx x x 


0) 
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(D 
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সমাকলন 
ধরি, y[x mv; অর্থাৎ, Y=. 


তাহা হইলে, প্রদত্ত সমীকরণ (1) হইতে পাই 


эх = уза у; 
ах 


d. 
বা, xS tan » বা, x =cot v dv. 


log(cx)— |Ha- log | sin» |. 


сх? = sin?» অর্থাৎ ০8:৮9 = sin *(y/x). 
সুতরাং, নির্ণেয় সমাধান £ cx? —sin*(s/2) ; 
বা, sin (y/x) 2 kx. 


49. 2х+3у . 
উদ্ধাহরণ 3. সমাধান কর: p 
সমাধান $ 


প্রদত্ত সমীকরণ হইতে, (2x--3ydx — ( 3x +2y)dy=0 


“, 2х 44 3(Ydx- xdy)-2» dy» = 0. 
se 2x dx 3d(xy) -2y dy - 0. 


ইহাকে Integration করিয়া পাই : 

x* -3xy — »* =c. 

ইহাই ferc matuta 1 
উদ্দাহরণ 4. সমাধান কর: (554390-ху 
সমাধান £ 

প্রদত্ত সমীকরণ হইতে পাই, 

৫. 

dx х*+у* 

- . dy а ау 
ধরি, y= vx .. i vix 


(1) 
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তাহা হইলে, (1) হইতে পাই, 

dv v (লালা ভি 
irm 7777 বা, "x ins 
ах_ ЫЫ 
x y* 
ইহাকে Integration করিয়া পাই, 

2 
log(cx) = = Lt d 
-1 у= 53 a —log |» | 


log (cxv) = E Р 


বা, log (cxv)? 2-2, বা, log (су) =(х/у)* ; 


বা, (ese. 
সুতরাং নির্ণেয় সমাধান : 


c3y* — e" P^, যেখানে с যে কোন 999 | 
‚ ду tx), 
উদাহরণ 5. সমাধান কর : ^r gie coms) 
সমাধান $ 
সমীকরণটি $ dy 9+), 


dx хул! 
AE P= dv 
ধরি, у=ух; .. эта" 
তাহা হইলে, প্রদত্ত Put (1) হইতে পাই, 
ръб К+) 
ах ъ-1 
বা, (ду avt tv 2v 
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(y 


মমাকলন 


2108 | cx | - = 


= /{1-1=»-1ов 1৮1; 


বা, 2196 | сх | 419৫1 v| =v; 
বা, 191 ৮১:০% | =>; বা, log | ০৯) | -ylx 


c* (xy 9 = ghuls 
স্থতরাং, নির্ণেয় সমাধান : Ь#у%у# eula 
প্রশ্ঈমালা 16 
সমাধান কর ঃ 
1 d». 3y 2 dy . 3x | 
` dx 5у+Зх’ rd. 2x4 y! 
з. dv2xt2y, 4 dy. 2x43y. 
dx 2x4»! dx 3x42» 
5 dy += 1x-3y_ ыу, 6 dv. 3x-F8y. 
: ёс” 3x47» “° um rS 5x+6y° 
7. x'dy-(xy y*)dx -0; 8. xy dx— (x* --»*)dy-0 ; 
9. Wyar 10. 47205-25), 
` dx x x?) dx хх —3y)? 
11. (x*-»*)dr-2xy» dy=0; 12. х Зу dx -(x* + y)dy=0 3 
18. х4у-удх Муза; 14, уз Bay, 
dv vay 1 dy Et 
15. 2+2=0: 10. L +=, 
[C. U. 1976] 
17. ১৯145 dy. op HP, 18. y'"dx--(xy--x*)dy 0 ; 
dr dx 
19. y'dx-(x*—xy)dy-0; [ C.U. 1971 1 
29. (*+৮০০ 2) dx = xcos 2 dy; 
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21. E sin > +cos 2 dy.» ০০5 3 


22. { sin 9 — cos 2} x dy= [x cos 2 +y sin ? : 
> 2 х cos Ž} х dy х cos > +y sin 2} y dx; 


28. (1--369/”)4у--3с9 (1- y/z)dx=0 , 
24. (ax-Fhy-- g)dx-(hx-- by f)dy- 0. 


4-11. dy | ax+by+c 


dx Ах+Ву+С 
আকারের অবকাঁলত সমীকরণ 81 প্রণালী š 


১০ y. ax-by-tc . 
(1) А b হয়, তবে সমীকরণটি : 9 che 


2(ax t c)dx --2b(y dx-- x dy) — 2(B» +С)ау=0. 
2(ax-- c)dx --2bd(xy) — 2(B» + C)dy = 0. 
ax* --2bxy — By* -F2cx - 2C» 4- К =0. 


. dy, Зх+4у+5 
উদ্দাহরণ 1. সমাধান কর £ dx —4x+3y+6 


সমাধানঃ এখানে, সমীকরণটিকে লেখা যায় : 
2(3х + 5)4х + 8(ydx--xdy)— 2(3y + 6)dy =0 
3х* +10х+8 f d(xy)— 3y* — 12y = c. 
3x*--8xy—3»*--10x—-12y-c. Ans. 
A = (ax by) +c 
АВ ( E кал. 
(2) ч, кый = Ках+Ьу)+С` 
u NEP Даш... সহজেই সমাধান করা 


Р (২ 


110 সমাকলন 
উদাহরণ 2. সমাধান কর £ 
(2%-2)+5)4)- (x — » 4- 3dx = 0. 
সমাধান £ প্রদত্ত সমীকরণ হইতে পাই, 


dy_ (x-y)+3 23 ЯГ 
dx 2(x—y)+5 ч) 


ধরি, x-y-2V; -. lem mas 


তাহা হইলে, প্রদত্ত সমীকরণ হইতে পাই, 


1222 HFS. 
dx RICT 


বা, du V+3_ из 
бак 20-45 2V45 


dx= 37 +5 ар, 


_ (275 +, (20/+2)+1 
х+с= f 772 4৮ fe: 4р 


-f Р +715) dV -2V +log | V+2 | 
*oxXc-2(x—)--log | x-»42 |. 
"estt কা log | x-»42 | 22»—x-4c. 


dy =. axt+by+c 
GO EBFC) 


এই সমীকরণে যদি A —b এবং হয়, তবে 


xz=X+h;y=Y+b 
MEL HUE SI T. 1 তাহা! হইলে, 
‚ dy 28У: 
4х-4Х ; 4у-4ү, .. dz = x` 
তাহা হইলে, প্রদত্ত সমীকরণ হইতে 98: 
dY | (aX-bY)--(ah--bb--c) 


dX (АХ+ВҮ)+(АҺ+ВЕ+С) 


DIFFERENTIAL EQUATIONS 


মনে করি, h ও k এর মান এমন যে, 
ah--bh 4-c— 0, 
এবং Аһ+ВЕ+С=0. 
এখান হইতে পাই £ 


h h op 51 
БС-сВ cA-aC aB-bÀ 


এখন, Y =X ধরিলে, সমীকরণটিকে সহজেই সমাধান করা যাইবে। 


উদাহরণ 3. সমাধান কর : 
(2x—y+1)dx -(2» - x - 7)dy = 0 
সমাধান š 
ewe সমীকরণ হইতে পাই, 
dy _y—2xz—1 
dx 2ytx—7 
ধরি, х=Х+Һ; у=Ү+Ё; 


dx-dX; dy-dY. .. ৫. 


তাহা হইলে, প্রদত্ত সমীকরণ হইতে পাই, 
dY _ (Ү-2Х)-(28-341) 
dX сү-Х)4(8428-7) 
মনে করি, 2h-k+1=0 ) 
এবং h--2b— 7 — 0. 
উহাদের সমাধান করিয়া পাই, h=1 ; 873. 
তখন (2) হইতে পাই, 


dy Y-2X, 
dX^ 2Y4X 


এখন ধরি, Y = VX. 


dY dV 
аж” =VYV+X ах 
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a) 


(2) 


(3) 


(4) 
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তাহা হইলে, (4) হইতে পাই, 
V+ বট 
xydV.V-2 y.Z-1-v* 
dX 25-1 (2V --1) 
১4 
2X рыу o 
ইহাকে Integration ছারা পাই, 
2log X+log (U*+1)+tan 1 = C, ; 
বা, log (YV*+X°)+tan1(Y/X)=log С". 
Х*+Ү*%=С* e-ta (Y ; Х-(х-1): Ү=(у-3). 
2. (x—D* (y —3)* 2 C* e-tan7 {ty -8)(G—1), 
ইহাই fac সাধান। 


বা, 


প্রশ্নমালা 17 
সমাধান কর ঃ 
dy. x+y dy .xctycl. 
E de xty-1l! д dx х+у—1' 
3 dy _ х+у+1 4 d» 6х-2у-7 ` 
"dx “Əx+2y+1 £ r4 dia Зх =у+4 ' 


(x—»—2) dx - (2x -2y— 3) Фу-0 ; [С. О. 1972] 
(Зу+2х-Е4) ME dy=0 


7. (2х+3у- 54৮ +2x+3y—-1=0; 


8. (7y—5x) dx--(x— 3y+4) dy=0 
9. (6x+4y—4)dx+(4x+5y—-5)dy=0; 


10. (3y+2x+4)dx-(4x+6y+5)dy=0; (0, 0. 1965] 
T ду. 2-1 12 dy .ar-by—a. 
* dx 3550, 2 dx - 87858" 
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4-12. S. Py-Q আকারের অবকলিত সমীকরণ সমাধান 
প্রণালী, যেখানে Р এবং Q উভয়েই x এর অপেক্ষক। 
এখন, 9? +Py=0 হইতে পাই, 


dy. _ P dx. 
y 


log (/c)  — (Р dx. 


2. у/сзет!Р4 ч, „Рад. 
স্থতরাং, দেখা যাইতেছে, 
£ (১০৯*)-০ А 


অর্থাৎ, (ру) ০৮ =o. 
তাহা হইলে, 9) + P= Q এর উভয় পক্ষকে ef P da দ্বারা গুণ করিয়া পাই, 
2 +2)০/৮৭০- QufPàs , 


বা, £ (ye P dz) = Qe! P dz, 

ইহাকে x এর সাপেক্ষে Integration করিয়া পাই, 
yel P ds [109৭৭ dx c, 

ইহাই প্রদত্ত সমীকরণের সাধারণ সমাধান। 
দ্রষ্টব্যঃ 61৮45 কে Integrating Factor বলে। 
4-13. দৃষ্টান্তমূলক উদ্দীহরণ। 
উদ্দাহরণ 1. সমাধান 94: 2+? =з. 
সমাধানঃ 

ете সমীকরণটি 2 +Py-Q আকারের, 
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যেখানে, ৮7 Q=. 


এখন, |? dx- Ё 4х-Їофх ; x70. 
el P їс дова v 
স্থতরাং, নির্ণের সমাধান £ 
yel Pn o (01৮4545+68 
বা, ух= [৮ ৫+৫-প্র +c. өз 
TTS х<0 হইলে, ০]? ৭% 14-4) — x, এবং সমাধানটি : 


-ухээ co ах+с' ; 


3l, аи —с', যাহা (1) এর সঙ্গে একই আকারের | 


বিশেষ দ্রষ্টব্য 2 е" toys 
উদ্দাহুরণ 2. সমাধান কর ঃ 


dy y cot x —2 cos x. 
dx 


সমাধানঃ 
প্রদত্ত সমীকরণটি : P +Ру=0 আকারের, 
যেখানে, P=cot х, Q=2 cos x. 


এখন, 


ЇР dx= (24 dx=log | sin x |. 
sin x 


2, ЇР с = dog [sina] = [sin x | 
সুতরাং, নির্ণেয় সমাধান £ 


ৰা, 


yel Pda _ Lm j 
у. | sin x | = {2 cos z. | sin x | dec. 


y sin æ= (sin 2x +С, যখন sin x0. 
ysin х= — cos 2x+C, যখন sin x»0 ja 


ইহাই бол mateta 1 


0) 


(1) 
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দ্রষ্টব্য £ sin ৮০ হইলে, -ysin z= - [sin 2x 4C". 
узіп x= — cos2x—C' ; "eb, (2) 
যাহা (1)-এর সঙ্গে একই আকারের | 
উদাহরণ 3. সমাধান өч: 
x D -2y= rte", 
সমাধান £ প্রদত্ত সমীকরণ হইতে পাই £ 


dy 2 A 
dx x". 2", 


যাহা ау +ру=0 আকারের, 
“যেখানে, Р=—2/х; Q=xš%e*, 
এখন, ЇР den - 2 dx= —2 logx. 


el P ds = ¿ -2 log =x" R 


"rests, facfa সমাধান : 
X1)- K x е^) 1 |4х+С= (praec 


=хе*— ЛО ; 


অর্থাৎ, — ye (x* — x*)e*-F Cx". 


উদাহরণ 4. সমাধান কর : x d paye suy 


‘সমাধান £ প্রদত্ত সমীকরণ হইতে পাই, 


dy. l 29349) 
2 3x*»* ; 


বা, Lg (=з. E ‘s (1) 


` 


()-:. Y k= -Т 


116 


তাহা হইলে, (1) হইতে পাই, 


যাহা S+ P.z=Q আকারের, 
যেখানে, P= -—2/x; Q-2-3x*. 


এখন, ЇР dx= -2р dx=- 2 log х. 


তাহা হইলে, (2) হইতে 918: 
zł- (32%) x ас 
=—3х poe с 


=—3хх%/3+с= —х%+с. 
= —x5 cox; 


= — х5 +сх" ; 


ч, 1 
y 


বা, уб—х%)х*®=1. ইহাই নির্ণেয সমাধান । 


উদ্দধাহরণ 5. সমাধান কর ২ 


dx 
সমাধান : 
প্রদত্ত সমীকরণ হইতে পাই, 


sec*y 4১425 tan у=х 


x 
з, dy ас 


tan у= 2. .. с ЗЭЭ ০০০৬ 
ধরি, £e we dr dx 


. তাহা হইলে, (1) হইতে পাই, , 


E barzez, 


n e[P 06-2105 taya], 


У L x sin 2y = x cos*y [C. U. 1968] 


(2) 


O 


(2) 
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যাহা б +Р:=0 আকারের ; 

“যেখানে P-2x ; Q= x. 

এখন, eÍ P йа eld da са, 
সুতরাং, (2) এর সমাধানঃ 
zee = f xea"dx +c | 


=} fedt+c $. [x* zt] 


тл жут bu. 
2976 25 Tc 


নিৰ্ণেয় সমাধান : 
бапу,ет" =} ет" +c; 
"wie 2tan /- 14720 6-%* 


eren 18 
সমাধান কর E 
dy = dy _2 LS" dH 
1. dx x; 2. az Pid x; 
aD 1,2, аз Sog, 
8. 7৯ 2) 4. di: 25) 
& cost Z xsintel; в. арх. 
dt dy y 


7. (4-4) B +2xy=4a" ; [C. U. 1966] 


dy,1-2x „мү. зу dy L = etan7tg 
8. এ y=1; 9. (1x ) 2677 е ; 
dx, x tan y, dy | 2». 8 
10. g 145" 14-37 11. — তল (х+1)#; 
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০] যখন х=0; [C.U.1971) 


dy ০৮৪; dy = š 
i 435 E 1, КАЛЫ”. 
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, 


14. xD yu хуз ; [C.U.1971] 15. Z- 15 ; [С10.1972] 


dx 
dE dE o dy 11, ss, 
16. ST ERU "E 17. FPES & КАН 
4 : 
18. de m. xy; 19. tx sin 2y= x0 cos*y ; 


Gi 29: 47 e ? 
20. E х cos*y; [C. U. 1973] 


at. Utr) £9 E ay = гуз, [C. U. 19701, 


22. SPAD y (1-2) esec y; [C.U. 1969] 


28. (x° —.) P- (x° -1)5-35-239--x; [C.U. 1975] 


dy y zin з 
24, 25 х 08 m (log 5)*. 


4-14. যে কোন ঘাতবিশিষ্ট প্রথম ক্রমের অবকলিত সমীকরণের 
কয়েকটি বিশেষ দৃষ্টান্ত £ 
(A) মনে করি, ' 
(P-R) - R;)(p- R;)----(p-R;)-0 


যেখানে, 224 Ris Rs, Rai প্রত্যেকটি x এবং у-ч অপেক্ষক। 


যেহেতু ইহা একটি প্রথম ক্রমের অবকলিত সমীকরণ, ইহার সাধারণ সমাধানে 
কেবলমাত্র একটি অস্থায়ী aree ( parameter ) থাকিবে 1 


এখন, p-R;-20; p-R;-0; ...... ›р- Кь= 0-49 সাধারণ সমাধান 
যথাক্রমে $1(%, 9, c) 7 0 5 hal, у, ০)৮০/..--:১$৯(১ 9, c) = 0 হইলে ете ` 
সমীকরণের সাধারণ সমাধান হইবে : 


41(Х, у, ০) ১৫ ése, y, C)X ০৮০০৭ Хфи(х, y, c) =0, 
যেখানে с একটি অস্থায়ী атт! 


DIFFERENTIAL EQUATIONS 
উদ্দাহরণ 1. সমাধান কর : 
8 8027 uU, 
p'—5pt6-0; р RÀ 


প্রদত্ত সমীকরণটি ঃ (Р-2Хр-3)-0. 
এখন, p-2-0 হইলে, 4у-24х-0, 
অর্থাৎ, »—2x—c-0. 
আবার, р-3=0 হইলে, dy—3dx-0, 
অর্থাৎ, у-3х-с-0, 
resto প্রদত্ত সমীকরণের সাধারণ সমাধান £ 
(y - 2x — cy — 3x —c) 20, 

যেখানে, с অস্থায়ী ধ্রুবক | 
উদ্দাহরণ 2. সমাধান কর £ 

у 


i d 
з - = . = . 
р*-(х+у)р+ху=0; р de 


প্রদত্ত সমীকরণ হইতে পাই £ (?-х)р-у)-0. 
এখন, р-хэ0 হইলে, dy-xdx-0; 
অর্থাৎ, y—x*/2-c/2; বা, 2y-x*-c-0. 
আবার, p -y-0 হইলে, 9৮0, 
অর্থাৎ, log | » | 7x—c-0. 
সুতরাং, প্রদত্ত সমীকরণের সমাধান : 
(2у—х*%—с)йов | y] —х-—с)=0. 
উদ্দাহরণ 3. সমাধান কর £ 


dy\* 492 
(2) Ax* y*. 
প্রদত্ত সমীকরণ হইতে পাই, 
dy_ 
ds +2ху 
4, Y= ১2৮৫৮ 


Integration «tz! পাই, 
log | cy | =x"; 


বা, (log| су | —zx*Xlog | су | -x?)20. 
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(B) Clairaut's Form : 


у=рх+Ңр); p=% Eu то 
প্রদত্ত সমীকরণকে х-ч সাপেক্ষে অবকলন করিয়া পাই, 
pept +f, 


7 dp _ 
i 3l erf oT. 0. 
এখন, 490 হইলে, pc, যেখানে c অস্থায়ী ধ্রুবক | 


তখন, প্রদত্ত সমীকরণ এবং p= c হইতে,? অপনয়ন করিয়া পাই : 
y-exÉc)..-(2); ইহাই প্রদত্ত সমীকরণের সাধারণ সমাধান। 
, আবার, প্রদত্ত সমীকরণ এবং х7 (0) =0 হইতে р অপনয়ন করিলে 
408, y)=0 এইরূপ একটি সমীকরণ পাওয়া যাইবে, যাহার মধ্যে কোন অস্থায়ী 

গ্ুবক থাকিবে না ,কিন্ত, ইহা өте সমীকরণকে সিদ্ধ করিবে। এইরূপ ক্ষেত্রে, 
$(%, y)=0 কে প্রদত্ত সমীকরণের Singular Solution বলা হইবে। 

মন্তব্য £ 

(z, y)=0 এর লেখটির parametric equations আমর! {y=tx+ f(t) ; 


х= f) « {z= Р): »-К0-4Р(0-(3, আকারে লিখিতে 
পারি। 


s Ф 
=(4 (al ООА О! 
ew E NN ME 
t 
"^ р) i) (or - £0 дво. 
` (3) অথবা, plr, у) = 0, সমীকরণ (1) কে faa করে। 
উদ্দাহরণ 1. সমাধান কর : 


=рх+ 1+р?; a d», 
у=рк+а খুন раф 


ате সমীকরণটিঃ y=px+a Лу... .. *৮৫) 
ইহাকে x এর সাপেক্ষে অবকলন করিয়া পাই, 


apti 1 4 
р Ptag, ауру ৯৫ 


ар 
বা, (52 (2) 
এখন, 40-0 হইলে, р=с® (8) 
(1) এবং (3) হইতে р অপনয়ন করিয়া পাই, 
у=сх+а /1+с?.-: (4) 
ইহাই প্রদত্ত সমীকরণের সাধারণ লমাধান। 
আবার» ix, -0 হইতে পাই, 
1 
x=- (4) 
_ _ ap! үайї+р?) 
তখন, (1) হইতে, y Vispt! এট 
== h .. (5) 
2 T a*p* ГА 
(4) এবং (5) হইতে, х*+у*=ү с DEL =a"; 
অর্থাৎ, x*4-*-a* e (6) 
তা কক Siete solution: x'--y*-a* 0-6) 
প্রশ্নমাল! 19 
সমাধান কর £ 
1. р?-7р+12=0; 2. (ру+х)(р—2х)=0; 
8. p?—(a-b)p-ab-0; 4. (p+2x)Xp+2y)=0; 
5. р(р+®)=уу+х); 6. p*-2xp-3x*-0; 
dy, dz 3l dy y 4 dx 20 
2: 25743 33; 8. 25৮4১৫54245) 0; 
dyV* 4১90; enr T 
9 (2 4x9? —0; 10 (2) ax* ; 
4у\* _ 29950. 3 74у 
11, (2) x*y* -0; 12. V2-2, 
18. »-px-alp ; 14. урх-Ер-р" 
15. У=рх+ Ja*p* -b* ; 16. у=рх+ ар =". 
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122 , সমাকলন 
d'y , p dy 2 ZERU Y РА (1 
4-15. FRE ах ТОУ 0 ) 


আকারের অবকলিত সমীকরণ যেখানে P এবং Q উভয়েই аваар | 
ধরি, Дэр, iË 2 - Dy: 
dx* dx 
তাহা হইলে, সমীকরণ (1) দাড়ায়, 
ГР у--РРу--О»-0, 

অর্থাৎ (D*--PD--Q) y - 0. .. ... (2) 

প্রদত্ত সমীকরণ দ্বিতীয় ক্রমের বলিয়া, উহার সাধারণ সমাধানে পরস্পর নিরপেক্ষ 
দুইটি অস্থায়ী বক (two independent arbitrary constants) «ffs | 

মনে করি, y-u(x)9u: y-»()e» উভয়েই প্রদত্ত সমীকরণের সমাধান, 
যেখানে uz) এবং v(x) পরস্পর একঘাতে নিরপেক্ষ (linearly indepen- 
dent), x এর অপেক্ষক ) অর্থাৎ পরম্পর নিরপেক্ষ দুইটি অস্থায়ী qw С, এবং C, 


এর єз, С, =C,=0 ভিন্ন, যদি х এর যে কোন মানের wy 04004705৮05) 
580 হয়। ; 


এবং ৫:/- d (2) = DDy- D*y. 


QU, y u(x) এবং у= оба) প্রদত্ত সমীকরণ (1) এর ЦОРЖ ЖӨ উহারা 
সমীকরণটিকে সিদ্ধ করিবে; 


LJ 
অর্থাৎ, и PO 4. Qu-0; 


(3) 
এবং, পি 1 4 Qv - 0, (4) 
ধরি, у= 0544 C,v. (5 


d'y | pdy 
di Paz О» 
а? а 
চা, (Gu+C;e)+P £ (Ciu-- Csv)2- Q(Ciu Cv) 


=G, ЕР олс, e +৮৫, +0} 


-С.х0-С,х0, [(3) এবং (4) হইতে] 
= 0. 
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তাহা হইলে, у= Cau d- Cav 

єрєє সমীকরণ (1)-কে সিদ্ধ করে। সুতরাং» (1) এর সাধারণ সমাধান £ 

9=0:॥+০:৮-ইহাকে (1) এর পূর্ণ সমাধান (Complete Integral বা 
ое яа! 

মন্তব্য 80) sin nz এবং cos nx পরস্পর একঘাতে নিরপেক্ষ x এর, 

অপেক্ষক। 

Gi) е" এবং ৫৯, (ab), পরস্পর একঘাতে নিরপেক্ষ x এর অপেক্ষক। 

(i) е" এবং%**, পরস্পর একঘাতে নিরপেক্ষ х এর অপেক্ষক। 

(v) e” cos bx এবং е? sin bx, পরস্পর 'একঘাতে নিরপেক্ষ x এর 
অপেক্ষক। 


d'y , рду 2 3 23 
4-16. Заг "ах ОУ 0 (1) 


এর সমাধান প্রণালী, যেখানে Р এবং О উভয়েই араар | 
মনে করি, = ৫"* ewe সমীকরণের একটি সমাধান। তাহা হইলে, ইহা: 
(1)-কে faim করিবে ; অর্থাৎ, meme -Рте" --Qe"^ —0 ; 
অর্থাৎ, m° +Pm+Q=0, 2 98217471112, 
(s 67550), 
সমীকরণ (2)-কে (1) এর সহায়ক সমীকরণ (auxiliary equation) বলে t 
(2) হইতে পাই, 


টি আজে р5-40 A ts (3) 
মনে করি, me KC P4 45740), 1 RANT HL ӨҢЕ 
ms-1(7-P— JPF —aQ) / 


(a) বদি 7,৯4৫ হয়, তাহ! হইলে, ma এবং m, বাস্তব এবং পরস্পর 
অসমান হইবে। এইকপক্ষেত্রে, етат এবং.০%৯%, পরস্পর একঘাতে নিরপেক্ষ» 
хэлд অপেক্ষক হইবে; এবং узета ও у=етах প্রদত্ত সমীকরণ (1)-এর 
সমাধান হইবে। তখন, (1)-এর পূর্ণ সমাধান বা সাধারণ সমাধান হইবে : 

у= сүе”, -с,е”эй M (5), 
যেখানে, са এবং Са, পরস্পর নিরপেক্ষ, যে কোন গত. 

yag: এখানে, সমীকরণটির আকার ঃ 


935 (m, +.) ЗҮ mm,y- =0: (А). 
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(b) যদি P* — 4Q হয়, efe] হইলে, mi এবং т, বাস্তব রাশি ও সমান হইবে, 
এবং ту = mx = –Р/2. তখন P= —2m, ; Q =m. °. তাহা হইলে, (1) দাড়ায় 


2 
4-7-2 ЧУ т, Зу 0. Uu UN (6). 


এইরূপক্ষেত্রে, অবশ্যই y = ета, (6)-এর অর্থাৎ (1)-ч একটি সমাধান 1 
এখন, 5 2256 ধরিলে, 


ын ema + xxm4 emit = (1 + ті х)етх 3 


d*y 


এবং di =m.emiz + (1 + xm, )m em% 


= (2m; +m, ° x)emaz, 
2 
এবং, তখন, 4:3-2т, Pim, 2 
= (@т, + т, *x)emiz — 2m (14117554)675904-705557250 
=0, 
তাহা হইলে, у= xeme, সমীকরণ (1)-এর আর একটি সমাধান। কিন্তু, eram 
এবং хета, পরম্পর একঘাতে নিরপেক্ষ, এর অপেক্ষক | সুতরাং, এইরূপ ক্ষেত্রে, 
(1)-এর পূর্ণ সমাধান বা সাধারণ সমাধান £. 


y ল ০3888409266 5 t ; 
অর্থাৎ, у= (с‹-+с,„х)е'”:т, хэц (7), 
যেখানে, 6, এবং са, পরস্পর নিরপেক্ষ, акен ен 
“«) যদি P*<4Q হয়, তাহা হইলে, m, এবং m, পরস্পর প্রতিযোগী অবাস্তব 
রাশিহইবে। মনে করি, mai-«iB; m.—«-iB, যেখানে i= J—]. 
তাহা হইলে, 2х=т,+т„=-Р; 
«* 4-0? — mim, = АР? _ (P? — 4О)}= Q. 
তখন, প্রদত্ত সমীকরণ (1) দাড়ায় : 
z dyz SY «y -0. in 2 8) 


s у=е*® sin fx, 
P aen sin fx - (е<2).В cos fix. 


—(x sin fx + 8B cos fx)e** ; 
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22 = («B cos Вх — B?sin 02062 
+(x sin Bx-F B cos Bx)<e<z, 
তাহা হইলে, 45 24 d» (ep? у 
22 cos Bx — B?sin fx)e«? 
+ («?sin Bx+<B cos Bx)e<@ 
—2« (x sin Bx-- B cos Bx) exw 
TF («? +B?) sin Bx.exz 
=0. 
সুতরাং, y=e sin Вл, সমীকরণ (8) এর একটি সমাধান। অনুরূপভাবে 
দেখানো যাইবে যে, y= e<z cos Bx, সমীকরণ (8) এর আর একটি সমাধান | কিন্ত 
esm sin Вх এবং eX? cos Вх পরস্পর একঘাতে নিরপেক্ষ x এর অপেক্ষক। তাহা 
হইলে, (8) এর, অর্থাৎ, (1) (P? < 4Q) এর পূর্ণ সমাধান বা সাধারণ সমাধান হইবে £ 
y =e% (c, sin fx сс cos fx), (9). 
যেখানে, с: এবং ০2» পরস্পর নিরপেক্ষ, EPA পা 
4-17. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ : 
উদ্দাহুরণ 1. সমাধান কর £ 


d'y _9% € 
Te 9৫414% 0. 


সমাধান 2 সমীকরণটি : 
d* d = ... ... 
Лин O 
মনে করি, y= e", (1) এর একটি সমাধান। 
তাহা হইলে, dy - met পর), 


স্থতরাং, ama সমীকরণ হইতে পাই, 
(т? — 9m -14)e"* = 0 ; е" 0 ; 
বা, m*'-9m414-0; 
বা, (т-2(т—7)=0. í, т-2,7. 
1, নির্ণেয় সমাধান £ 
ye cse" слет", যেখানে ci এবং ০৪, পরস্পর নিরপেক্ষ, যে কোন 
অস্থায়ী anm t 
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উদ্ধাহরণ 2. সমাধান কর £ 
৫ 


э... =(0 : ис 
(D*-6D--9) у=0; Dm. 


সমাধান : প্রদত্ত সমীকরণটি : 


43-64 +9у= 0. ЕУ TM ৫) 
মনে করি, উহার একটি সমাধান : уте". তাহা হইলে, উহা! প্রদত্ত 
'অমীকরণকে সিদ্ধ করিবে ) 
অর্থাৎ, m*—6m--9-20, (6৮৮60), 
МИ 


স্থতরাং, নির্ণেয় সমাধান £ 

у= (ci +сгх) ৪৪৮১ 
যেখানে, CL ca, পরস্পর নিরপেক্ষ, যে কোন অস্থায়ী ধ্রুবক | 
উদ্বাহরণ 3. সমাধান কর : 


d'y 4 dy m 
24-4 2550 


জমাধান 2 
মনে করি, у=е””, প্রদত্ত সমীকরণের একটি সমাধান | 


তাহা হইলে, m?*—4m--1-0, (2 6৮৮৫0). 
2. m=2+ 4/3. 


স্থতরাং নির্ণেয় সমাধান £ 

ym cie + 3 tezel- /3)z, 
যেখানে, с, এবং ca, পরস্পর নিরপেক্ষ, যে কোন অস্থায়ী 4849 | 
উদ্দাহরণ 4. সমাধান та: 


Ф549 42-+13у=0, 


সমাধান 2 
মনে করি, агь সমীকরণের একটি সমাধান £ -৪%*, তাহা হইলে, ইহা! 


সমীকরণকে সিদ্ধ করিবে ; 
অর্থাৎ, m*—4m-4-13-20, [o е" <0). 
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Л та 2 N-S ayi Ne кў 


farf সমাধান : 

у= е?*.(с‹ sin 3x+cs cos Зх), 
যেখানে ০, এবং ০০, পরস্পর নিরপেক্ষ, যে কোন অস্থায়ী PTF 1 
Зија 5. সমাধান wq: 


d*x , c dx 
d +6 +25х=0, 


দেওয়া আছে, х-0, dt 4, যখন t=0. 


সমাধানঃ 


айтиб: 94469842520, 00 а W 


মনে করি, т=е”' (1) এর একটি সমাধান। তাহা হইলে, ইহা সমীকরণকে 
সিদ্ধ করিবে: অর্থাৎ m?-6m-25-0, (7^ e"740) 


m= EL —344i, i= 17. 


সুতরাং, (1) এর সাধারণ সমাধান : 
x= e °t.(c, sin 48470500540, T (2) 

যেখানে c, এবং са, পরস্পর নিরপেক্ষ, যে কোন অস্থায়ী anms | 

আবার, দেওয়া আছে, <=0 যখন t=0; £795. 

তাহা হইলে, (2) হইতে х cie "sin Atoe e ...(3) 

এখন, (3) হইতে, d a ds e^?! cos 4t —3c4e79* sin 4 844) 


fes, দেওয়া আছে» ds 4 যখন 1-0. 


wx (4) হইতে পাই £ 4-46. — 02. ael 
"regie, сб সমাধানঃ хэс" sin 4t m (5) 
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প্রশ্নমাল। 20 
সমাধান কর : š 
3: dx? 4y 0; 2. ау Зу 0, 
8. S$ +9у=0; 4. d 45-0: 
5. (D'-m?y-0; - 6. (40% —5)у=0; 
7. (40% +3)у=0; 8. (D*+D)y=0; 
—2\)з 30; d°y_ dy m1 
9. (D 2) > 0; 10. dx? 8n» 0; 
2 

11. d -42 -6»-0; 12. (D*—2mD+m°)y=0 ; 
13. don 14. (D°+2aD+a")y=0; 

d?x , dx 80: а?у + - 
15. 48140 8x- 16. 125 4945, 0; 

[ C. U. 1968. 3 

17. (D*—4D+5)y=0; 18. (D'-D41»-0; 
19. (0%+р+1)у=0; 20. (D* -4D-2)5-0; 
21. И +0%у=0; 
22 HE +ux=0; Ь%<4и; пи ; . 
1 dt ы 
23. Pty যখন х=0, y=4; যখন x75, у=0; 
24, ৫ ds 4x70, যেখানে z=4, 88.6, যখন 1-0, 
25. гуйхыг যেখানে, $= 3, 8-0, যখন t-0; 
26. a 22 455-0, যেখানে, y=0, 47 =4, যখন x=0, 


[ C. U. 1975. ] 


30. 


39. 
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উত্তরমালা 


প্রশ্নমাল। 1 (পৃঠা__৪) 
гах 2. Жаз ЭЕ +2; 
xir MÀ ly 4. Зюк+%-+3к-1; 
23445, 6. а? Hog x; 
6 iet 7 8. SDN 
юм эй, 10. 2572458154355 ; 


4 1 

AUS 12. 5x42cosx; 18. 2W4x—sin х+2х; 
з 

log | х | cot x; 15. ভু te +tan x; 

з 

37-3со8к-2х, 17. tan60—0; 18. -со:0-0, 


tan 0—0; 20. x—cos x; 21. tan x—sec x; 
sin 0— cosec 0; 28. - —cot x-Fcosec x ; 
—cotx-—cosecx; 25. . sin z—CcCOS x; 

J2sinx; 27. sin x-+cos z; 28.. — J2cos х; 

0; 80. —cotx—tanx; 81, 0—tanh ө; 


$ 
. o=cothg; (88. ®х+2#увух-:2. 
5 Jk 


০৮4৪ ৭8০48 ah + АС Р : 


2792 
Гм 8 ১ 
Z —5x<x; 37. х°+х; 98. 245 2৮১ 
2 3 t 2 2x; 


201 কটি За 
tan ` 40. 29 t 
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41. sec x—cosecC x; 42, sec x—cosec x ; 
48. x+2sin х; 44. 38 
p 
45. f(x =% —cos x+l; 46. у=х%—2х%+х2-1. 
প্রশ্নমাল| 2 (01—11) 
1 —e**/|34-5"/log 5; 2, e*"|A--e*" +x; 
8. l(x-sin x cos x); 4 ঠ (4510 x cos х); 
5. 2(38 x--j sin 32); 6. 1 (3—2 81 2х+{ sin 4x); 
1 . . ч . x x 
1. 4(3x+2 sin 2x+ł sin 4x); 8. 2 sin («2 cos Ө 3 
9. 2⁄2 sin 23 10. -2,2со82, 11. x44 cos2x; 
12. 4(x+ł sin 4х); 13, —icos2x; 
1 TAa р 2 799 ° 
14. 385: sin 2০) 3 15. 2 (х—{ зіп 4х); 
5 s „4.282: 22799. 
16. i (2 cos 25 — соз 42) ; 17. 31og2 10:27 
vot ТЭЙ . ийн wd хэлд “1635, 
18 giga 216647 Wo ps aH M 1615, 
91. 18 4х441805: 22, Ф cos x— о cos 5x ; 
23. yosin 5z+Q& sin 3х; 24. Xsin2x—]sin 4x ; 
25. 1 (Ë cos 6x— 4 cos2x—1 cos 4x) ; 
26. łx+} sin 2x+ sin 4x-F ya sin 6x ; 
21, i(sin x—cos x)-- dg (sin 3x4-cos 32) ; 
28, 1x35 зіп 4х; 29. $x--2sin2x-] sin 4x ; 
80 ł sin 25-45— 1; зіп 45; 81  —icos2x—4, соз 4х; 
32. 2х cos <—2 sin х; 83, — соё x+tan x—3x ; 
94 sin 2х 35, 14 CUN | 
; 1 sin Art; T’ 
86. lx+ És зіп 2x+ sin 4x-- 43, sin бх. 
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প্রশ্নমাল! 3 (*5—21) 


Tr 1 | 
4. Bom 2. 15 (x3 +a8)5 3 
3. 141455, | 4 4(55-2)У ZTFI: 


5. 8108 12:22:21 6. tan" (xf); 


1. s (8x"-—8z+32)VZT2; 8. d (бх—31х+4)°, 


: YER 47 ' эй 
9. $4 4275, 10. E 
11. #10 (3+2 sin x); 12 -2J/i-tanx; 


43. 2 JITsin x; 14 8 (1780 z)? , 15. 2 (sin^14)* ; 
=l 


2৯ -1,ү8, 1 . : 
46. —£i(cot!x)'; 17. іп (Іо х); 18. 12:57 


49. 6078) 20. 2 JITtan IRs 
21. —log (log соѕес x); 22. log log tan x; 


"28. log (sec x--tan x) ; 24. = log (a sin°x+b cos?) ; 


'25. x—2 log (2x--3); 26. bz (ad К) log (с--4х) ; 
E 88-29 log (324-7) ; 28. /3у#—4х+5; 


29. A+- (х- би ; 80 e“sin x; 

81. e”log (віп x); 82. e“sec х; 88. ৪৮1০৫ (sec x) ; 
-2, BET х-1 | 

34. e", 85. i 86. (De, 

87. $log|tanix?| ; 38 2194 | вес ২/ | ; 


39. #16 |22, 40. log | tan 4 (ze?) |. 


A -zla)- 55, call: ) 
41. а Cos"! (za) Ма х, 42, batb sin x) ° 
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4 24 cos ө Зэс AR 40) ১ 
8. cos x--sec x; 44. ——45 (18 cos'o 45-59 cos*0) 5 


45. jtan?o—tan 0-F0 ; 46. 1 sino —$ 81090, 

A7. —cos 0+8 соѕ%0 — Ф ০০959) 48. logtanx; 

49. —(cosec x+sin x); 50. —1 соѕес?(2х) -3 log sin 2x ; 
51. ў tan?x-FX tantx ; 52. —icosec*x; 


53. $ log tan(ž- 2)» 54, ғап x—2)* ; 


55. ঠ tan?x--3 tan?x; 56. 2Vtan x; 

diy н WEST А, а 524 
х а gra Jaat 
59. এ) 60. {sec Mx). 


প্রশ্নমাল। 4 (91—32) 


1 ў 0207202)5 2. $log E 

и 1৪185 ias 4517 4 апл); 

s ne ই 6. log| 281 32; 

7. & = ; EY 2 471, 
* 55141282571) ао Sol 2-5 sh | 


11. 31061 х43| 2108 | x2] ; 
12. eT еа 


18. | ы b 1 tan (x/6)- 3 = tan^! (ча) ) 


5 xar UR 15. i log (5441) 44 tan"! (x°); 
16. } 102 (x9 +1)+ j tan^!(x) ; 


wa 


— m. 


17. 


18. 


19. 
20. 


21. 


23. 


25. 


21. 
29. 
80. 
31. 


32. 


38. 


35. 


31. 


89. 


42. 
43. 


44. 


উত্তরমাঁল! 


x3 log (x° +х+2)- Z 3) tan^! 


x—log (x° +х+1)+ 2 tan”! 


log {(х+%)+ кы эк ; 
log +) + /х®+3х+3}\: 


(554), 


(== "Ë 53), 


sini 1), 38, Ту log (621230: xF I]; 


sin? 


=) 3 24. 2sin^! 


х+2; 
5 


log | (х+а)+ Jx*-F2ax |; 26. 2sin N 2 ; 


1 log (x° + / +a) ;' 
ух -- a? +b log (x + Nx’ +a’); 
Vx Fx l4 log (x+4+ V z° x41) 


TxT1); 


2a 


28. 2 ѕіп- (4/44) ; 


2,/х5-2х--2-:7 log {(х—1)+ Jx* 2+2} ; 


-2 18826383 sint (5); 


- Jizz; м. 
log | pE 451, 86. 
al 20-4?) 

J los (52+ (39 ÁO 


1 
Wà log 


| yi-x-42 
У1-х4 2 


41-55-1|,. 
in J1-cx41|' 


2i, 


1+х” 


HES 40. `> si "1 [x a 41. i cos |); 


4 


sinx- J1—-x*; 


1+:/? 


1./2:13/3:52)-5 % log | J2x3-- У/2х+ М3 |; ` 


Мха+х)+а sinh"? Nxla 5 


ыг š log | 


4x+ Jax* —3 
їх— Уз =31` 


134 


48. 


z 


21. 


23. 


সমাকলন 


3 2х P 1 af 242 i 
EI NEC EXE ১76 (225) 
77874 J2 49. 21 түс ЧИ үлвэгүүй 
aM EL og ( /x—<+ V x— B)» 
x 
NET. de 00 mS 


! (এ জানা 
(ш) (ас—Ь%) Jax’ +2bx+c 


প্রশ্নমাল! 5 (01—41) 
x tan x—logsecx; 2. —x cot x+log sin x ;. 
x sec x — log (sec x--tan x) ; 
4 хіп? х} (x—sin x cosx); 5. G) xlogx—-zx; 
(ü) фх° 10р х-5х3; 6. 4х"соё1х44544 Der 


. 4 2910-52-28 sin"!x--1ixV1—x5; 


„ xtan"*a—1 log (1-x?); 9. xsec^!x-log | x-- V x?—1]| s 


x cosec^ !x--log | z+ Jx*—1 |; 


. x° sin 17226 cos x—2 sin х; 


, —{ x° cos 2x--3 x sin 2x+1 cos 2x ; 
‚ e? (x° -2x2); 14. 1х"-41х8ш2х-4сов2х, 
. 1z"92(0g2)* - 2 log x+1}; 
1 
SES - xx 17. x- cos xlog (sec x+tan х); 
x log (x+ „х +а -Vx rg? 19. 


EE 5, 
` logx ' 


, $ (1442) log (1-:57)-4 x* ; 


x tan 5—2 log sec 2; 22. xtan 3) 
x(sin-1x)* +2 J1—x*-(sin1x) - 2x ; 


45. 


46. 


: adi 
; 39 Mx? +2х+5+2 log(x-F 1)--. Jz* 2+5}; 


2 8У2 
Я авт, E +4 (ю-0)У2ах-х ১ 


উত্তরমাল! 195 
- £975 pog | 27৮5 4174. ;25. 2xtan^!x-log (1+х°); 


— JI-x? xsin"1x--x; 
3x.sin^!x-F3V 1—x* ; 28. 3xcos!x-3y1-x'; 
2xtan^ix—log(1--x?); ` 80. 3xtan*!x—$log(142?); 


(х+а) 2/2 Мах: 


. 4 е(соѕ x-Fsin z); 33. Ён ৪:৮2 cos 324-3 sin з); ; 
j + aos 2х--2 cos 2x) ; 


নি (৫ cos bx+b sin bx) ; 


2 {104 2) sin. x—cos л}; 


A /ен- -1(5-44/3858-23, 


(74387758555 4 ncc p ын 9) (у-4(8:3 CU 


^ partait? ০ ЯГ 


‚ $ ০7081 ০4557878০০2 | 
‚ Rotae DE - EG /#-—х+1- sint (2) 


—4(к+1) /8:28::45-2 маг (531)-4 9-722 -4*97 


57479 Де=<==й-©$° cosh? |27 


sin x— x cos х, (ii) x sin x+cos x. 
x sin x+ cos x x cos x—sin х’ 


9 
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সমাকলন 

মালা 6 (58-46) | 
$ С088Х-008 x ; 2. sin x—8 sin?x4- T sin*x ; 
—š соз х} cos5 x к. 4 4 sin*x—1 sin?x ; 
4 sec x tan x+š log (sec x--tan zx) ; 
—š cosec x cot ++ log (cosec x — cot x) ; 
tan x+ tan?x ; 8. —cot x—$ cotšx—1 ০০৮৮ 5 
3 (tan?x — cot?2) --2 log tan х; 10. $ 2079) ` 
$ (tan?x —cot?2) --3 (tan x- cot х); 
tan x—2 cot x—$ cot?x ; 


—2Vcotx--$tan?x; 14. 2 ৭0278 Jcotszx;: 


5 (ап 2+4 
8 tan“ - jo 16. tan tan $ x); 


x+log (2 sin x+3.cos x) ; 18. 4 x+# log (sin x+cos х); 
2log | х+3 | –10 | х+2 |; . 


ба ঢ 8 108 | z+a | —b log | xb |}; 


х— 8 log | х+2 | -$ log | х441, 
log | z+2 | -log | х+1 | =- 


x41! 
х-4106| х+1 | 81081 x*--1] —4 tan7!x ; 
—?2ax--2a* - 
ix £ Z 2 tan (©); 


Ria (4 tan 22-23 


ł tan” + tan 54010 an z |; 


18. 
17. 
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প্রশ্নমালা 7 (01—51) 
15; 2. 3(b—a); 8. 4; 4 14(55-а7), 
9; 6. 0; q 0; . & $atb: 
32; 10 9; . 115718555 12:4 28712 
90; 14 4; 15. в-1, 16 1-e7; 


1; 18. cosh 1—1. 


প্রশ্মমাল! 8 (98-59) 

73 п. 1 ^ 

497 2 р 8. 31082; 4 42-1; 

T ; 

nti! 6. i2; 1 15 8. 1; 

7. гай: 

4) 1. 1-5 1 4/3; 12. 1/7; 

1; 1 4; 15. 1; 16. 2; 

vis; 18, Tho 19 тї; 20. 0; 

i (a+b) 3 22, $8 Н 28. -$ ; 

80 T 

1 : 21, s=: $ 

573: 25. log2; 96. 4; 1 21982 
7 1l, 7.1,1 | 

1; 2. 21-27 80. i5 єєд 082) 

8103-8 106244: 32 89 33. CUL 
т. ла". ЭЛ 

1063, 85. 2! 86. 27 87. 27; 

- 1 Яг. Л (a 9. 

2tan?(j; 39. 418 4. $0 «)*; 

1 46--1ү, E. i 

261 (JED) 42. e g” 43. 1088) ; 

т 46. Z, — 46. 41160449) 


42 245 
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11, 


15. 


সমাকলন 


enter 9 (পৃষ্ঠা_64) 
1, Р 1 : 
PI 2. 108,2; 8. x 19691 7-7%) ; 
1 3 A a NR 7,1 
3 log,2 $ b. 3 (2 42 1) H 6. 4*3 1082 3 
т Туулай п. 2 
4? 8, 2 loge 2 H 9. 4) 10. $” 
y 12. 2 торд 2০148 Les 18 8, 
(т-4) 
4/е ; 16. 2e ? , 
প্রশ্নমাল! 10 ( 51—73) 
a 2. J2-1; 8. 145 4. ia? 

l T. - টি রকি 
co ME Y. | ^ og (85)! 
шав” (2,2- /5); ` 9,. tan-1e- 75 10. ЫГ 
3$; 12. i$; 18. 0; 14. 0; 
л т. 7 T. 
4! 16. 4! 17. 27 18 4 
E -20 blog J2); 21 0; эз O; 
7 9$. s 25 т log(1+ 42): 

; * 2, . 27 og«1-- 42); 
т EN 2, 7 1062. { 
т! 27. 2 192; 28. 8 982, 29. 0, 
Л т 
8 log 2 ; 81. Aab*(a +b). 


t 
» 
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প্রশ্নমালা 11 (1—85) 


1. 375 বর্গ একক) 2. 6 বর্গ একক) 8. 9 বর্গ একক ; 

4. 2] বর্গ একক ; 5. 156 ব. একক ) 6. 324 4. একক ; 

1. Se^ < একক) 8 1 বর্গ একক; 9. 2ব. একক ; 

10. 36 বর্গ একক; 11. баг ч, একক) 

12. па? ব. একক ; 18. 15. একক ; 

14 $3499: 15. G) বৃহত্তর ক্ষেত্রফল = (3л+2а°* বর্গ একক ; 
Gi) gaoa maa=} গে -2)৫* বর্গ একক ; 

16. (7—2) ব. একক; 17. 1 বর্গ একক ; 

18. বব. একক ; 19. 12 ব. একক ; 


20. G) ক্ষুদ্রতর ক্ষেত্রফল = (37—-8)a* ব. 4%; 

Gü) বৃহত্তর ক্ষেত্রফল= $ (37 +8)а* 3. একক ; 

16a? 
3 


21. 165 ব. একক ; 22, 1625 ব. একক; 


28. 391 একক; 20. (i) тиет ক্ষেত্রফল = (п— 2) ab বর্গ একক ; 
(9) বৃহত্তর ক্ষেত্রফল= 4 (3? + 2ab 3. একক | 


erami 12 ( 91—90 ) 
1. {ла%—}а* («зіп 4) বৰ্গ একক ; 


2, па? বর্গ একক ; 8. Эла বর্গ একক ; 
а? а? 
4 চি বর্গ একক ; * C বৰ্গ একক ; 
2 2 
e % বর্গ একক 7. nla +003) একক; 


8. та বর্গ একক ; 9. 3(4л-3436" বর্গ একক і 
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প্রশ্নমালা 13 (পৃষ্ঠা_95) 


i ey =); li RE =U >» 

1. (i) iy tan x=0; (ii) а my cot тх=0; 
111 —= . : punt = . 
(iii) Р т ; (iv) ву +2 0; 


d › 
(v) (x* -»* 2x50; (vi) (x log 3) S -y- 5. 


2 2 E 2 
20 72-0; G) Фз+у=о; 
° 2 
(iii) d an'y-0; (iv) $4 -n'y-0; 


d*y dy % TES H d*y 20. 
(v) dj © »=0{ (vi) de 270; 
зА 2 5 з > es E 
(vii) $9» = 900" (viii) э3-(2 , 
a d? ау\? 3 а? а 
, аар =0. ০০ y m (j^ 
8. (i) A +1 0; (1) х di? 35255 0; 
T 5 : з 
Gii) ৮৫1254242১0, Gv) $5420; 
s 2 
280127 vi) 29442922; 
i) худ. (4. ১৫, ш) (4y) 121 d*» 9. 
G) 244৭4) тэдэ» ш (9) дэл) 
ЗЭ, 7২2০ সতর্ক 
10. 22420104৮৯0) — 19. (৫) зах Дун ња. 


Е 


ёр ээ 14 ( 951—100 ) 


1. x*-5'-c; 2, х%—у%=с; 

8. z*+y'+2x+2y=c; 4 х°*—у°%—3х+3у=с; 
5. etet-c; 6. (z—1)e*+(y-1)e=c; 
7. tan x-tan улс, 8. (x*41)2c(9* 3-1; 
9. z*-o5'41); 10. sin-!x-Fsin"!ysc; 
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11. Іор х" =105 y"+2y+c; 12. ye 


13. tan x+tan у=х+у+с; 
14. .2(х tan &— y tan y)+Iog cos*x — log cos*y=c ; 
15. зіп-їх+8іп-1уес; 
16. (i) 243—3x*-F6x-225? —3y*-6y tc ; 
(i) 2(xy--1)— (xy) (к-у); 
17. (к-1)%у-1)# =(сху)#; 18. (z+ Jx* ly Jy +1)=c; 
19. х*+1=с(у?%+1); 20. (х2+-1)(у°+1)=сх ; 


21. Ji-x* Jl1—y =c; 22. log (5 .)- 2 PE 

28. (усаа а)? =с° ; 24. log (х?у?)–2 Hec ; 

25. (1—e7)*-(c tan »)* ; 26. {(у›+1)(е®+1)}#=с?е?”; 

27. (ttal ay 2l); 28 G*-D*-i-D*P; 

29. yii 4x*-1-se =c; 

30. log(j?--1)-1og z* +2 tan"! xc ; 31, (z+1Xy+1)=2; 
83. х*—у*=3; 34. х*+у°%+2х+2у=0; 

85. у=е°+1; ; 36. 42.9; 

37. qw: 51 একক; G: 38 একক ; ত্বরণ £ 20 একক | 


প্রশ্মমাল। 15 (গৃষ্ঠা_103) 
1. (৮++1)-০৫৮ ; 
2 2 /y-xtlog (Jy 7x7 D' exc; , 
3, 2 xy log (xy D' axe; 4 x+y=tan (хс) 
5. ete"mc; 6. tan d (ху) =х+с; 
1 y-a tan: [E22]; 8. tog (৫552) е 


9. sin (x+y) cos (х+у)=х—у+с; 
10. e” "=c; 11, (y42x4-2)*- 4e. 
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সমাকলন 
্রশ্মমাল। 16 ( 51—108) 


510615 | ej 2 (+3) ст 
(у—х)%=с%(у+х)#; 4 (y-2)9—c*(y4-3)5; . 


—6 tan~? (У š - 
(x? - 5?) 2 ce к 9, 6. (y—2)**—c*(2y4-2)* ; 


22 а" 
xet =с? ; 8, y* 2 c*ey* £2 
-2s 2r 
. x*ecte9 5 ' 10. y%ev —c?x*; 
25* 
‚ (97-33) (с); 12, у%=с*%%*, 
x* 2 Ak(y +k); 14 (y—2)*-(Czy)* ; 
» (»-23)* «(C x*5)* ; 16. (p? T3x*y 248) 2 C9; 
7 
550৫9 , 18. x*y*eC*(x--25) ; 
y 
ху e C*(2y—-3)* ; 20. ec) ; 
{у sin (3/0) =C? ; 22. {xy соз (y[z))* = С°; 


5৬ B 4 


. ax" +2hxy+by* +2gz+2fy+C=0. 


প্রশ্নমালা! 17 (91—112) 


2(y—z)=log | с2х+2у-1)|; 
(y —x)=log | cx» |; 


+ бу-3х-1од | ০3৮+3+2) |; 


(2z—y)=log | c(3x— y--19)!5 |; 
(x 25) log | c(z—5—1) |; 
x+2y=log | c/(2x 4-3y — 2) l; 
(z+y)=log | c2x--35)* |, 


m һр = 


উত্তরমাল! 
(3у—5х++10)#= | ০৫-%+1) |; 


. Б(х#*+у*)+8ху—8х-10у=с; 
. 72y—2)-1og | с(14х+21у+22)# |; 


| @—-4)5(›— 5х—3)* | = |с[; 
|(z+y—1)2-0—zx+1% | = |c]: 


প্রশ্মমাল! 18 ( *5—117 ) 


y-ce-? +5; 2. y—x*(c-log| x |); 
узсетэл 842, 4 s=ct+t5 ; 
А LI y? 
. Xx-ccost-sint; 6 x—---—; 
y 4 


А X14-x*)e c4 1. ; 8, S RUSA; 


3 


. 2y-(1 G1; 12, i, =c-log | «| : 
1 1 শশার, 
xy etia 14. PHT ек 


дес e**—xl; 16 (142)5 ৮০184185185 ১ 


реса! 18. Jy-d1-3*35-31-25); 


. tanysce-71(x*-1); 20. хап y=c+](55; 
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„ yzce-tan-izg-letantiz; 10. zx-ce-tan^'y--tan^1y—1; 


J mte log (14:55) (1+#)-1; 22. siny=(1+2Xc-+e2); 


l. egit 
x log y ০425 


প্রশ্নমাল। 19 (পৃঠা_121) 


»-(x?—xYc-log| x|); 24. 


(7-3х-с(у-4х-с)-0, 2. (у*+х*—с){у—х%—-с)=0; 


(y—-ax—c)(y—bx—c)-0 ; 
(y+x*—clog | у | +2х-с)=0; 
flog | y | ^x-dilog | у+х-11 +x-c=0; 
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সমাকলন 
(2y =x" —e)(2y+3x°—=c)=0; т, (y-3x- 3y —4—c)-0; 
(v x* —c)(log | y | Tas dos 9. 25(y—c)* = 16x5 
5-80/) +: п. Jy rss, 
1 
зугт 22^ bc 3 
у=сх+а[с; singular solution : "y*24ax ; 
9— cx-Fc — c° ; singular solution : 4y— (x4-1)? ; 
у=сх+ „Јас? +b ; singular solution: жа? *»'b- 


+. уэ=сх+ „аса ba; singular solution: z?/a? "og 


প্রশ্নমাল! 20 ( 51—128) 
Уг С:622-Всав-88, 9, 9 —6162N9-E coe -uN3 ; 
9—031 соз 3x t-c, sin 3x ; 
37€; COS (x ,/5)-Ес, sin (545): 5. у= ciema-Fcse - ma , 
у= A cosh (x J5/2)--B sinh (x ,/5/2) ; 
у= с, cos (x ,/3/2)--с, sin (x 43/2) ; 
y—6;-cse72; 9. y=(ci--csz)e22 ; 
y суе®®-Ьс„ебл . 1l. у=суе$®+с„е-9л, 
у= (ex -cax)ema ; 13. у=(А +Вхђе-32 ; x 
y=(A-+B<x)e-az; 156, y=e-2t(c, COS 2t-Fcs sin 26) ; 


+ y7e-? (ci cos 2x--cs sin 2x) ; ` 


у=е?® (c, cos x-Fca sin х); 
у= ес, cos (x ,/3/2) c. sin (x 43/2) ; 


. у=е-%{А cos (x J3/2)--B sin (x 54312); 


y=c,e(2+ м2) ®-Ьс„е@- 4/2) 2; 
у= (A cos bx +B sin bz) ; 


. хж=е-ФМ\(сү cos ni-cFcs sin nt); 28. std COS x ; 
+ X=4 cos 2t+3 sin 2t; — 25, s= de7i—g - dt; 
„ y-2e" sin 2x. 


পরিশিষ্ট 


P-L লমাধান করঃ 9০-০, ৮ A. 0) 


ежа সমীকরণের উভয় পক্ষকে 299 ঘারা গুণ করিয়া পাই, 


dy d'y, одзуду, ... "s 2 
245 ৫:৮০ 46 ৩) 


ইহাকে x এর সাপেক্ষে Integration দ্বারা পাই, 
(4) - -n'y!' +C. 
dx z T 
=n*(a*-y*); [ C, =n*a* L 


дэ +n Ја? у? ; 


ч, = Tn ах cx e (3) 


s #@ 
ইহাকে Integration ছারা Ж 


cos! ža +пх+С,. 


3 =сов (xnx-C;); 
বা, у=а cos 2212 К m (4) 
P-2. সমাধান কর 2 22 y - n'y. Ял at Ф 


ইহার Зар পক্ষকে 2 92 ছারা গুণ করিয়া পাই, 


dy ৫2 Ф. .. x: | 
Бана e 


ইহাকে x-aq সাপেক্ষে Integration ছারা পাই, 
Gal = n'y’ +С. 
=n(y*-a*); [C i= —a"n"] 
10 


146 সমাকলন 
2- +n J»*-a*; 


d ра a ৪৮55 
বা, পা +n dx. (3) 


ইহাকে Integration ছারা পাই, 
cosh^! A +nx+C>s. 


3 Z= cosh(+nz+C3); 


বা, у=а cosh (пх+‹). ys ds (o 


প্রশ্নমাল। 

+ d +n'y=0 হইতে দেখাও ফে(৫2)৮৮*৫*-5) এবং এখান 
হইতে প্রমাণ কর যে, ya sin(nz--e). 

2. dei n'y-0 হইতে antea, (2) 25565455; এবং এইখান 
হইতে প্রমাণ কর? у=а sinh(nx--e) 

3. সরলরেখায় চলমান কোন একটি-.বস্তকণার £ সেকেণ্ড সমরে উহার গতি- 
সমীকরণ: FE —ux, ৫৯০) যদি t=0 তে xa হয়) এবং তখন বস্তকণাটি 
স্থিতাবস্থায় থাকে, তবে দেখাও যে, х=а cos t Ju. 

4. সরলরেখায় চলমান কোন একটি বস্তকণার গতি-সমীকরণ : з= n", 
যেখানে £ সেকেণ্ডের সময়ে এ সরলরেখার উপর O fir হইতে উহার দূরত্ব x ফুট (О 


বিন্দুতে 2-0) যদি t=0 এতে х=а এবং 454 হয়, তবে দেখাও যে, опсео 


О হইতে উহার দুরত্ব £ =a cos nt" sin nt. 
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T-3. কতিপয় প্রয়োজনীয় সিদ্ধান্ত : 
৮৮7 
;0 
ПО 53:83 


8 3 
i oig, 
«(3) sin* ф dym feodi ই 27 


: j 531 
4) fs ав fors ве ইত? 
-0 4 ` 
8 3 
4G) o2 Jinges Төмө, 3. (mestre Эбу) 
0 
Лас 2m — 1 ,2m-3 


28-3,....5,3,1л. 
"2m 2m-2 6422" 


С: 18 
| адын (০৮৭০7, 
E 
2 3 2 
(D fn 4470০০44581 ; 
0 
1 2 
SE s dsm [оно ща EE 


ө fe ТЭГДЭГ 3-1, 
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ао) / sin!" & d4- j ০০৪%+:% 46 ; (m ধনাত্মক পুর্ণ সংখ্য। ) 


22m 2m-2. 64 

2m+l 2m-1 ` 75 

P-4. (Mean Value ) বা মাধ্যমিক মানের সংজ্ঞা 
মনে করি, t একটি নিরপেক্ষ চলরাশি (independent variable), এবং K(t) 
একটি ₹- সাপেক্ষ চলরাশি (dependent variable). তাহা হইলে» t এর 


সাপেক্ষ, tı <<» 584105 ( interval ), K(t) এর মাধ্যমিক মান 
t 
f K(t) dt 


=ч 

{ . 

fa 

3 

উদ্ধাহরণ £ মনে করি, ta <t<t, প্রদত্ত সময়ের WW, এবং m— ভর fefe 

একটি 49991 একটি ewe সরলরেখায় গতিশীল, যেখানে u=t, সময়ের গতিবেগ». 
yt, সময়ের গতিবেগ, f সময়ের পূর্ণ অস্তরাব্যাপী সুনির্দিষ্ট (44) ত্বরণ। তাহা 
হইলে প্রমাণ কর যে, গতিজ শক্তিবিকাশের ( Kinetic Energy ) মাধ্যমিক মান 


44. 


WIN 


=}m (u* uv v*). [ C. U. 1975] 
আমরা জানি, = ত্বরণ Vat সময়ের গতিবেগ ; 
এবং গতিজ শক্তি বিকাশের পরিমাণ K = 3mU? ; m= ফ্রবরাশি। 
এখানে, Eef Gf) | ৫/-৫%+ 0) 


1 “ич " 
jz 2 su 
f 
u 
“22 )фөсэөнээ 


Statement : 
у= Қ), x=a, х=, এবং у=0 দ্বারা সীমাবদ্ধ স্থানের ক্ষেত্রফল S একক 
Sen Prnt бит weit 


5= f f(x)dx= f y dx 
2281১105175 2৮+2)172 (57551175575) 
+4(у,+у,+ e уза) 


যেখানে, b—a-2nh, ?%-ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা 3 এবং уз, Уа, Yat Yanpi 
যথাক্রমে =a, (a +h), (a --2h),-- :--(а+2пһ) এতে f(x) অর্থাৎ у এর মান 1 
[ ইহার প্রমাণ উপরের শ্রেণীতে দেওয়া হইবে 11 


adi (0, 1] অস্তরাটিকে সমান চার ভাগে বিভক্ত করিয়া সিম্প্‌সনের নিয়ম 
sa fis এর মান আসন্ন চার দশমিক স্থান পর্যন্ত বাহির কর, এবং 
দেখাও 5, п= 31416. 

এখানে, п=2; লগ, 2. h=025. 


আবার, = fé) os 


2. у= 0)=1; y.-/(025)-094118; »=/0'5)=08; 
y. f(075)- 064000 ; У5-1(1)-05. 
1 


. fiae to: r2 vl 
0 


epe 5--1'6 -632472]2:078539. 


কিন্ত, JER - сэн š 


0 
`. 7/[42:0785393; বা, 72:314162:22/7. 


2 অন্তরকলন 


B. The rule to obtain— 


b 
(i) The volume of revolution : У = f. Ty dx. 
f а 


b 
(i) The surface of revolution : S = гуа, 
1 - 2 


LU 
0097 


দৃষ্টান্ত 1. эч বৃত্তাকার চোঙের আয়তন ও বক্রপৃষ্ঠের ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় : | 


চোঙটির উচ্চত-০07-17 উহার vm ব্যাসার্ধ =0&=৭; АВ এর 
সমীকরণ пуна; DC এর সমীকরণ ২. y-—a. АВ এর উপর Р(х, a) একটি 
বিন্দু) PQ ব্যাসবিশিষ্ট বৃত্তের ক্ষেত্রফল - nx PN’ =ла". 


h 
G) ABCD বৃত্তাকার চোঙের আয়তন : V= [ла'4х=ла'Ь; 
0 


h 
G) উহার বক্র পৃষ্ঠের ক্ষেত্রফল : S= 12724. 278. 
0 


| 
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গরিলা চারার NER гч, *. হানা ym 
CE š 


AB- ভূমির яїл=2х AL-2a ; OL- ets উচ্চত!=h ; 
2 АОГ=<= LBOL. ОА এর সমীকরণ £ 9= бап 4; 
ОА এর উপর Pix, у) а কোন বিন্দু। 
РО ব্যাসবিশিষ্ট বৃত্তের Ста = лу? = пх? tan*«. যাহার পরিসীম1-27%, 
: , 
G) АОВ শুর আয়তন £ V= ла? tan*« dx фт tan*« 
0 


—jna'h;[': tan«-a/h] 
= X (area of the base) x height. 


Gi) উহার বত্রপৃষ্ঠের ক্ষেত্রফল ঃ 


h 
S= Јалу" A 14 (2) 45 [yx tan <] 
0 


h 
-2л f x tan < sec < @х=тА? tan < sec < 
Ü 


={х(2лһ tan <)X (h sec <) =} х (27a) x1 
=} х (circumference of the base) х slant height. 


4 অন্তরকলন 


দৃষ্টান্ত 3. a একক ব্যাসার্ধবিশিষ্ট গোলকের আয়তন ও বক্রপৃষ্ঠের 
ক্ষেত্রফল নির্ণয় : 


ABCD বৃত্তের সমীকরণ : x° +yt=a2 অর্থাৎ z= cos 0, у=а sin 6. 
Р(х, у) উহার উপর যে কোন বিন্দু যাহা প্রথম পাদে жа | 
РО বৃত্তের ক্ষেত্রফল-গ x PN? =): ; যাহার পরিসীমা =2лу 

G) এ একক ব্যাসাধবিশিষ্ট গোলকের আয়তন : 


a а 
Š V-2x | nytaz=2n f (a* — x")dx 
0 0 


= 27 ЕЕ паз. 
Gi) উহার ча” ক্ষেত্রফল : 


зах fans 5) ах, [х yt a*] 
Uu EM Pa e 
cin ff (aeu an E 


a 
- Ana | dx = 4ла?. 
0 


বলবিদ্যা 
উপক্রমণিকা 


0-1. 0) পদার্থ (Matter) : 

যাহা আমাদের কোন না কোন ইন্লিয় দ্বারা অনুভব করা সম্ভব এবং কিছু স্থান 
অধিকার করিয়া আছে তাহাকে পদার্থ বলে) যেমন, ইট» কাঠ, পাথর, মাটি, 
জল, বাতাস, প্রভৃতি পদার্থের দৃষ্টান্ত । few, তাপমাত্রা» শব্দের প্রকার, বর্ণের 
প্রকৃতি, গন্ধের বৈশিষ্ট্য, ইত্যাদি পদার্থ sc i 

(2) 49 (Body): 

সকল দিকে সীমাবদ্ধ নির্দিষ্ট আকার ও আয়তনবিশিষ্ট পদার্থকে ЖЧ বলা হয়) 
যেমন, একটি টেবিল, একথানি quu, একৎও প্রস্তর, একটি বল, সুর্য, ve, ч, 
প্রভৃতি প্রত্যেকেই এক একটি ҸИ 

(3) ভর (Mass): 

কোন বস্তুতে যে পরিমাণ পদার্থ থাকে, তাহাকে d বস্তুর ভর বলা হয়। 

(4) কণ! (Particle) : 

কোন একটি বস্তর আয়তন যদি এমন qx হয় যে, তাহাকে একটি বিন্দু মনে কর! 
যাইতে পারে, তবে তাহাকে একটি we] বলা হইবে। সুতরাং, একটি কণাকে 
তরযুক্তএকটি বিন্দু ভাব! যাইতে পারে। 


0-2. রাশি ও তাহার একক ঃ 

পাচ গজ কাপড়, ছুই কিলোগ্রাম চা, দশ মিনিট সময়, ভূতি কথা আমরা 
নিয়তই বলিয়া থাঁক। পাঁচ গজ, ছুই কিলোগাম, দশ মিনিট_ ইহারা এক একটি 
aw রাশি (Concrete quantity) I ইহাদিগের মানগুলিকে (8415, পাচ্‌, 
ছুই, দ*কে ) সরল ব শুদ্ধ রাশি (Simple, or, abstract quantity) হলা হয়। 
এইরূপ, আরও বিভিন্ন বদ্ধরাঁশি আছে। 

তাহা ছাড়া, যে কোন সংখ্যাকেও রশি বল! হয়। ইহাদিগকে শুদ্ধ রাশি 
(Abstract quantity, or, number) বলে 1 যেমনঃ 2, 5, 3/2, —3, efs 
শুদ্ধ রাশি। 

গতিবিষ্বা-1 


2 тгл 


কোন বন্ধরাশির মান নির্ণয়কালে সেইজাতীয় একটি নিদ্দিষ্ট বন্ধরাঁশি লইরা 
প্রথমোক্ত রাশিটি এ নির্দিষ্ট রাশির কত গুণ বা কত অংশ তাহা ঠিক করিতে হয়; 
এবং তখন, ওঁ নিদ্দিষ্ট রাশিকে এ সমঙ্গাতীয় রাশির একক (Unit) বলা হয়। 

বলবিগ্যায় (in Mechanics) দৈর্ঘ্য, ভর ও জময়-ইহাদের একক 
প্রাথমিক বা মৌলিক (Fundamental) একক 1 অন্যান্ত বন্ধরাশির একক 
এই প্রাথমিক একক হইতে পাওয়া যায় বলিয়া, তাহাদিগকে উদ্ভূত (Derived) 
একক।বলা হয়। 

দ্রষ্টব্য ঃ বলবিগ্ভার সংজ্ঞা $. 0-4 এতে আছে। 

484554 পদ্ধতির একক প্রচলিত আছে £ 

(1) সেটিমিটার-গ্রাম-সেকেও পদ্ধতি, বা, সংক্ষেপে সি. জি.এস্‌ (C.G.S.) 
পদ্ধতি, যাহা, ফ্রেঞ্চ (French) 41 বৈজ্ঞানিক পদ্ধতি ; এবং» 

(2) ফুট-পাউগু-সেকেও্ড পদ্ধতি বা সংক্ষেপে এফ.. পি: এম্‌ (F.P.S.) পদ্ধতি 
যাহ। পূর্বে ব্রিটিপ পদ্ধতি ছিল। 

fa. Їй. «л, পন্ধতিতে, দৈর্খোর একক (সন্টিমিটার (Centimetre) ; ভরের 
একক গ্রাম (Gramme) ; এবং সময়ের একক সেকেণ্ড (Second), 

че. পি, এম্‌ পন্ধতিতে, দৈর্ঘ্যের একক ফুট (Foo); ভরের একক 
পাউণ্ড (Pound) ; এবং সময়ের একক জেকেণ্ড (Second). 

মন্তব্যঃ স্থবিধার 89 যে কোন পরিমাপের দৈরধ্যকে একক হিলাবে ব্যবহার 
করা যাইতে পারে। ` 

বিশেষ ий: 

(а) (1) 100 সেট্টিমিটার (সে, মি. )=1 মিটার (মি.)) 

1,000 মিটার= 1 কিলোমিটার (কি, মি.)। 

(2) 12 ইঞ্চি] ফুট) 338-199; 1760 গজ-.] মাইল। 

mia: 1 সে, মি.=0'3937 ইঞ্চি (প্ৰায় ); 1 মি.=39'37 ইঞ্চি (etu); 
1 কি, মি.=0'62138 মাইল (etw); 1 ইঞ্চি=254 সে.মি, (প্ৰায়); 
1 ফুট=30'48 দে. মি. (etu): 1 মাইল= 16093 কি. মি. (প্ৰায়); 

0) (1) 1,000 গ্রাম ( গ্রা.)=1 কিলোগ্রাম (কি. গ্ৰা, ) ; 

100 কি. 21,21 58 016 , 
1,000 কি. 41.=10 কুইণ্টাল = 1 মেট্ৰিক টন (metric ton). 


উপক্রমণিকা 3 
(2) 16 আউন্স =1 পাউও (পা.)) 28 পা.=1 কোয়ার্টার; 
4 কোয়ার্টার =1 হন্দর ; 20 হন্দর-1 টন (ton) 
194-2240 পাউণ্ড; 1 স্টোন্‌ (stone) =14 9188 | 
Чу: 1 কিলোগ্রাম =2'2046 পাউণ্ড (প্রায়); 
\ 1 পা. = 4536 গ্ৰা. (প্রায় )। 
(с) 60 সেকেণ্ড=1 মিনিট ; 60(মিনিট=1 ঘণ্টা; 24 «81-1 fis | 
0-3. স্কেলার ও ভেক্টর ঃ 
যে সমস্ত প্রাকৃতিক রাশির (Physical quantity) মান (magnitude) আছে, 
কিন্তু, উহীদের rection) নাই, তাহাদিগকে স্কেলীর (Scalar) বলা 
হুয়। যেমন, ভর ও সময়। БИЛЭН Tu 


cmm প্রতিক রাশির মান ও দিক উভয়েই আছে, তাহাদিগকে ভেক্টর 
«V. ector) বলা ав fr TS রেখাংশ (directed Tine-segment). 
মনোনীত এককের সাহায্যে একটি দিকৃনির্দেশিত রেখাংশ দ্বারা একটি 
ভেক্টর রাশিকে হুচিত কর! যাইতে পারে, যেখানে  রেখাংশের দৈর্ঘ্ই ভেক্টর 
arfaa মান নির্দেশ করিবে। I 29 
ধরা যাক, < একটি ভেক্টর রাশি, যাহার মান এ একক । মনে করি, AB. এর 
পরিমাপ а একক এবং < ভেক্টরের দিক্‌ Л 
АМ ৪ এর দিকে । তাহা হইলে, GRO ৫ _ — — —9$ 


(БОХ লেখা হইবে <= AB যেখানে < অর্থাৎ এ 
এর মান a এবং লেখা হইবে 
(OAM ва ра 

АЗ сїў A কে rfi বিন্দু এবং কে অন্তিম বিন্দু বলা হয়। 

যে ভেক্টর রাশির মান এক একক তাহাকে একক ভেক্টর (Unit vector) 
বল৷ হয়। "Я 

যে ভেক্টরের মান "s তাহাকে শুষ্য ভেক্টর (Null vector, বা, Zero 
vector) বল! হয়। 

ছুইটি седа সমান হইবে, যদি তাহাদের মান সমান হয় এবং তাদের figa একই 
ЫП 

দুইটি седот মান সমান, কিন্ত'তাহাদের একটির দিক্‌ অপরটির বিপরীত হইলে 
উহাদের একটিকে অপরটির খাণাত্মক ভেক্টর বলা হইবে যেমন, BA ভেক্টর, AB 


Б — -> > 
CEIA ФЧ এবং লেখা হয় ВА= -A8; [вА | = [Ав |. 


4 š чаг! 
ভেক্টর-যোগের ত্রিভুজ সূত্র (Triangle Law] of Addition of 


two vectors) : 


AB এবং Bc দুইটি ভেক্টর হইলে, 


উহাদের যোগফল হইবে £ АС ভেক্টর 
এবং ইহাকে লেখ! হইবে £ 


За А В 
АВ -FBC = AC. 22 


0-4, বলবিদ্া (Mechanics) š 

কোন বস্তু স্থান পরিবর্তন করিলে, তাহার গতি (Motion) আছে বলা হয়। 
কোন বস্তু এইরূপ স্থান-পরিবর্তন না করিলে, তাহার সেই অবস্থানকে ГЇ 
(Rest) বল! হইবে। 

qa বস্তুর бей жш গতির পরিবর্তন ঘটায়, বা, ঘটাইতে চেষ্টা 
করে, তাহাকে বল (Force) বলা হয়। 

বিজ্ঞানের যে শাখায় বস্তুর গতি ও বল-প্রয়োগ বিষয়ক নানাদিক্‌ আলোচিত হয়, 
তাহাকে বলবিদ্যা! (Mechanics) বলা 51 1 

বলবিগ্ভার দুইটি শাখা আছে : 

(1) গতিবিদ্য! (Dynamics) এবং (2) স্থিতিবিদ্া! (Statics). 

গাতিবিষ্যায়, গতিশীল বস্তুর আলোচিত হয়। ইহা কাইনেম্যাটিকৃষ্‌ 
(Kinematics) এবং ক (Kinetics) —«X )--এই ছুই অংশে বিভক্ত | 

ичишке "বেল দাতি প্রকৃতি বা ধর্মই আলোচন! করা হয়; গতির 
কারণ ই sat সহিত বলের verf এই সমস্ত বিষয় আলোচিত হয় না। E 

заса ыла কারণ এবং বস্তুর সহিত বলের সম্পর্ক__-এই উভয়েই 
আলোচিত হইয়া থাকে 1 s= 

স্ফিতিবিদ্ভায়, বলসমূহের প্রয়োগে qaa স্থিরাবন্থার fas বিষয় আলোচিত হয়। 

wu: যে কোন, বস্তু অসংখ্য কণা দ্বার [রা গঠিত। ап কণাগুলির 
আপেক্ষিক жга সকল অবস্থাতেই অপরিবর্তিত থাকে, তাহাকে কঠোর Ч 
үр বা, অনুমনীয় বস্ত (Rigid body) বলা হয়। sika" a 

— 


গতিবিদ্ধা 
এন weg 
To ও বেগ 
( Speed & Velocity ) 

1-1. উপস্থাপন। 

মনে করি, একটি qu (বা, কণা, বা, বিন্দু) ОРО বক্রপথে о অবস্থান (position) 
হইতে Q অবস্থানে t অবকাশে (interval of 
time);effnm| তাহা হইলে, t অবকাশে বস্তুটির Q 
হ্সতিক্রান্ত পথ (path described) এর পরিমাপ et: 
ора বক্ররেখার দৈর্ঘ্যের সমান । এইরূপ ক্ষেত্রে, ০ P 
о এবং а যথাক্রমে 1 অবকাশে চলমান (moving) 
яча প্রারম্ভিক (initial) এবং প্রান্তিক (final) অবস্থান হইবে। 

যদি কোন বস্তু (বা, কণা, বা, বিন্দু) £ অবকাশে o হইতে o এতে সোজ৷| পথে 
বাইত, তাহা হইলে, এই অবকাশে 
жайа অতিক্রান্ত পথের পরিমাপ হইত О P Q 
бо এর eG সমান। 
` বক্রপথে অথবা সোজ৷ পথে কোন এক অবস্থান হইতে যাইবার সময় চলমান 
ৰস্তর পথ অতিক্রমের হার বিভিন্ন অবস্থানে বিভিন্ন অথবা 'একই থাকিতে পারে। 

1-2 দ্ৰুতি (Speed) 3 

একটি (8089, নিদ্দিষ্ট মুহূর্তে (at a particular'instant) একটি চলমান qg (বা, 
কণা, বা, বিন্দু) এর এর পথ অতিক্রমের হার (rate of description of path) 
কে দ্রেতি বলা হয়। 
Би аас অবকাশে একটি চলমান qua বিভিন্ন অবস্থানে উহার afa বিভিন্ন 
হইতে পারে, অথবা, একই থাকিতে পারে। 

জমদ্রেতি (uniform speed) š 

কোন নির্দিষ্ট অবকাঁশে, একটি চলমান বস্তু ( বা, কণা, বা, বিন্দু ) যদি সমান 


c^ aisi he না কেন) সমান সমান দৈর্ঘোর পথ অতিক্রম 
রে, তাহা হইলে, Q অবকাশে উহা জমদ্রতিতে চলমান বলা হইবে। 


6 গতিবিদ্যা 

অসম দ্ৰুতি (Non-uniform speed) : 

কোন নিৰ্দিষ্ট অবকাশে, একটি চলমান বস্তু ( বা, কণা, বা, বিন্দু) সমান সমান 
সময়ে অসমান দৈর্ঘ্যের পথ অতিক্রম করিলে, ও অবকাশে উহার fs яд হইবে । 

দ্রব্য £ 0) কোন অবকাশে একটি বস্তু সমদ্রতিতে চলমান হইলে, Q 
সবকাশের প্রত্যেক মুহূর্তে оя পরিমাপ একই হইবে 1 

Gi) কোন অবকাশে একটি বস্তু অসম দ্রুতিতে চলমান হইলে ওঁ অবকাশের 
বিভিন্ন মুহূর্তে fsa পরিমাপ বিভিন্ন হইবে। 7 

গাড় দ্রেতি (Average speed) š 

একটি (йй অবকাশে, একটি চলমান বস্তু (বা, কণা, বা, বিন্দু ) যে পথ অতিক্রম 
করে, সেই পথের দৈর্ঘ্য ও সময়ের পাতকে উহার 950805 বলা হয়। | 

ছা রক্তে দাও чач অতিক্রান্ত পথের бб s ফুট হইলে, 
ওঁ অবকাশে গড় бе হইবে ২ প্রতি সেকেণ্ডে s/t ) ফুট। 

2053 পরিমাপ (measurement of speed) š 


(а) কোন নিদ্দিষ্ট অবকাশে, একটি বস্তু (বা, কণা, বা, বিন্দু) সমদ্রতিতে 

চলমান হইলে, এ 'অবকাশের গড় দ্রুতিই উহার প্রতি মুহূর্তে бея পরিমাপ &ইবে। 

মনে করি, সমদ্রতিতে চলমান একটি qqi6 ঘণ্টায় 90 মাইল পথ অতিক্রম করিল। 
তাহা হইলে, ও অবকাশে, বস্তুটির গড় fe ঘণ্টায় 90/6 মাইল অর্থাৎ, ঘণ্টায় 15 
মাইল, বা, মিনিটে 440 গজ, বা, সেকেণে 22:48 | 

এইরূপ ক্ষেত্রে, যে কোন মুহূর্তে 5805 সেক্ডে 22 ফুট, বা, মিনিটে 440 গজ, 
বা, ঘণ্টায় 15 মাইল’ বলা যাইবে | 

(b) অসম ভ্রতিতে চলমান বস্তুর ক্ষেত্রে, 
কোন এক নিদিষ্ট মুহূর্তে тї পরিমাপ 
হইবে “কোন Cx অবকাশের অন্তর্গত সেই 
মুহূর্ত হইলে, সেই ক্ষুদ্র অবকাশে অতিক্রান্ত E 
পথের দৈর্ঘ্য ও সময়ের অনুপার্তের ар 
মান (limiting value)’. 

মনে করি, একটি বস্তু t সেকেণ্ড সময়ে s ফুট ° 
দৈর্খ্যের পথ এবং t+ At সেকেণ্ড সময়ে (At খুবই 
NU) 4825 ছুট দৈর্ঘ্যের পথ অতিক্রম করে, যেখানে ০৮ বক্তরেখার Dn 
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s ফুট এবং оғо বক্ররেধার দৈর্ঘ্য $+ 5 ফুট ॥। তাহা হইলে, At সেকেণ্ডে 
чаб As ফুট দৈর্ঘ্যের পথ (-£ও чаа) অতিক্রম করে, এবং Q At 
সেকেণ্ড সময়ে বস্তাটর গড় দ্রুতি সেকেণ্ডে ( As/At) ফুট 1 

P অবস্থানে, অর্থাৎ, t সেকেণ্ড সময়ের মুহূর্তে, চলমান বস্তুটির 205 সেকেণ্ডে u 
ফুট হইলে, সংজ্ঞান্গসারে, 


u- ৫৫১০2. 29 (এখানে As এর আক্কিক মান লইতে হইবে )। 


দ্রুতি পরিমাপে একক : ; . 
গতিশীল 'বস্তর (বা, কণার» বা, fem) এক একক সময়ে সমভাবে 
(uniformly) এক একক দৈর্ঘ্যের অতিক্রান্ত পথকে দ্রুতির একক ধরা যাইতে পারে 1 
সাধারণতঃ, G) দি. জি. এস্‌. পদ্ধতিতে দ্রুতির একক “প্রতি সেকেণ্ডে এক 
সেন্টিমিটার”) ইহাকে সংক্ষেপে 1 জে. মি./সে. বা, 1 সে. মি./সেকেও, 
বা সেকেও্ডে 1 সে. মি. লেখা হয়। 
Gi) এফ, পি. এস্‌. পদ্ধতিতে wfsq একক “প্রতি সেকেণ্ডে এক ফুট” ; 
ইহাকে সংক্ষেপে 1 ফু./সে., বা, 1 ফু./সেকেণ্ড, বা, সেকেও্ডে 1 ফুট লেখা হয়। 
বিশেষ.দষ্টব্য 2 
(1) беч কেবল পরিমাপ )আছে। উহার কোন দিক্‌ নাই। ea ws 
ক্ষেলীর রাশি। 0006 
(2) mfo সর্বদাই ধলাত্মক। 
মন্তব্য? সমদ্রেতি বা অসম দ্রেতি উল্লেখ ন! করিয়া কেবঙ্গ ‘দ্রুতি’ 
শব্দটি বল৷ থাকিলে, উহার ছার! জমদ্রেতিকে বুঝাইবে। U 
20 চলন্ত গাড়ীর wfo ঘণ্টায় 30 মাইল ঝলিলে, ইহার ছার! বুঝায় : 
G) গাড়ীটি সগ্রতিতে চলিতেছে ; এবং. 
Gi) উহা 1 ঘণ্টায় 30 মাইল পথ যাইবে। 


এককের পরিবর্তন : 
абе: ঘণ্টার 30 .মাইল= মিনিটে 20951760 яд 
отте 301760533. 


60x 60 


8 765991 ; 
অর্থাৎ জ্রুতি £ ঘণ্টায় 30 মাইল-মিনিটে 880 গজ ; M, 
= সেকেণ্ডে 44 ফুট । РА 
G) 815: x মাইল/ঘণ্টা -দ্রেতি ১ хх22 quin; 


(8) 5: a ফু./সে. = mf: ах13 আইল/ঘণ্ট।। 


1-3. 44 (Bisplacement) : 


একটু, АКО অবকাশে, একটি চলমান বস্তু ( বা, কণা, বা, fet) এর প্রারস্তিক 
ও প্রান্তিক жаа সংযোজক দিক-নির্দেশিত রেখাংশকে এ অবকাশে উহার 
সপ s 


яа বলা হইবে। 


মনে করি, একটি বস্তু £ অবকাশে, 
А অবস্থান হইতে АСВ বক্রপথে অথবা 
АСВ সোজা] পথে в অবস্থানে আসিয়াছে | 
তাহা হইলে, এখানে t অবকাশে A ও ৪ 
যথাক্রমে বস্তটির erafgw ও প্রান্তিক 
অবস্থান, AB রেখাংশের দৈর্ঘ্যই সরণের 
পরিমাপ এবং এই সরণ А হইতে B এর С 


দিকে। স্থতরাং, দেখা যাইতেছে, সরণের মান ও দিক্‌ উভয়ই "আছে? অর্থাৎ, 
সরণ একটি ভেক্টর রাশি। এইরূপ ক্ষেত্রে, t অবকাশে, qa সরণ AB. 
———— 
দ্রষ্টব্যঃ কোনও অবকাশে, একটি বস্তুর সরণ জানিতে হইলে, এ অবকাশে 


উহার প্রারম্ভিক ও প্রান্তিক waaa সংযোজক রেখাংশের মান ও দিক 
উভয়ই জানিতে হইবে। š 


একটি АО অবকাশে, কোনও কণার সরণ 15 মিটার বিলে, তুল বল! হইবে; 
কারণ, এখানে কেবল সরণের মান উল্লেখ করা আছে) দিকের উল্লেখ নাই। ইহা 


উত্তরদিকে 15 মিটার সরণ, বা, পূর্বদিকে 15 মিটার সরণ, অথবা, অপর কোন faf 


দিকে 15 মিটার সরণ হইতে পারে। 


fa fa এদ্‌পন্ধতিতে সেট্টিঘিটার এবং এক, পি. এম্‌ পদ্ধতিতে ফুট чч 
মানের একক হিসাবে ব্যবহৃত wz | 
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দৃষ্টান্তঃ (a) একটি চলমান কণা 12 সেকেণ্ডে a অবস্থান হইতে ace 
ববক্রপথে B অবস্থানে আদিল, যেখানে АСВ 


Цас দৈর্ঘ্য 25 ফুট এবং AB এর দৈর্ঘ্য 18 > 
XP! তাহা হইল, 12 সেকেণ্ডে А হইতে ৪ 
এর দিকে কণাটির সরণ 18 ফুট। ^ 5 


(b) একটি চলমান বিন্দু 10 সেকেণ্ডে A С 
অবস্থান হইতে ABC বৃত্তপথে ঘুরিয়া পুনরায় A 
অবস্থানে ফিরিয়া আসিল। তাহা হইলে, 
এইরপক্ষেত্রে, 10 সেকেণ্ডে কর্ণাটর яа А 
হুইবে "I | 
দ্রষ্টব্যঃ দুইট সরণকে সমান বলা হইবে, B 
বদি উভয়ের মান একই এবং দিকৃও একই হয়; অন্তথায়, তাহারা সমান সরণ হইবে 41 1 
মন্তব্যঃ একটি চলমান বস্তুর বিভিন্ন অবস্থানে, সরণের পরিবর্তন-হার বিভিন্ন 
হইতে পারে, অথবা, একই থাকিতে পারে। 


1-4. বেগ (Velocity) : 

একটি নিদ্দিষ্ট মুহূর্তে একটি চলমান ча (বা, কণা, বা, fet) এর সরণের 
нгө বেগ emen 

একটি (882 অবকাশে, একটি চলমান বস্তুর বিভিন্ন অবস্থানে উহার বেগ বিভিন 
হইতে পারে, অথবা, একই থাকিতে পারে। 

সমবেগ (Uniform velocity) : 

কোন নির্দিষ্ট অবকাশে, যদি একটি বস্তু (বা, কণা, বা, বিন্দু) একই সরলরেখা 
বরাবর একই দিকে চলিতে থাকে,এবং Q 549104 সমান সমান সময়ে (সে সময় যতই 
ক্ষুদ্র হউকনা কেন) সমান দৈর্ঘ্যের পথ অতিক্রম করে অর্থাৎ, Q অবক্কাশে সমান সমান 
সময়ে উহার সকল সরণ সমান হয়, তাছ হইলে, তখন উহ। সমবেগে চলমান বল! হইবে 1 

আসম বেগ (Non-uniform velocity) : 

কোন নির্দিষ্ট অবকাশের সমান সমান, সময়ে চলমান বস্তু ( বা, কণা, বা, বিন্দু ) 
এর সরণ অসমান হইলে, এ অবক্কাশে উহ! অসম বেগে চলমান বল! হইবে। 

হৃতরাং/কোনও 'অবকাশের সমান সমান সময়ে একটি চলমান বস্তুর Я (44 মান 
জা দিক্‌ অথবা উভয়ের পরিবর্তন হইলে, এ অবঙ্কাশে বস্তুটি om বেগে চলঘান হইবে 1 


10 afe fast 
দৃষ্টান্ত ঃ (1) মনে করি, একটি কণা কোন সরলরেখা বরাবরপূ্বদিকে চলিতেছে,. 
এবং সমান সমান সময়ে উহার সরণ সমান এবং তাহা প্রতি সেকেণ্ডে 25 ফুট 1 তাহা' 
হইলে, কণাটি -সমবেগে চলিতেছে, এবং উহার বেগ “পূর্বদিকে মেকেণডে 25 ফুট”, 
অর্থাৎ, কণাটি পূর্বদিকে প্রতি গেকেণ্ডে 25 ফুট দৈর্ঘ্যের পথ অতিক্রম করিতেছে। 
(2) মনে করি, একটি ক্ষুদ্র প্রস্তর «o একটি зея এক প্রান্তে থাকিয়। বৃত্তাকার 
পথে এমনভাবে খুরিতেছে যে, 8 বৃত্তাকার পথের ব্যাসার্ধ 10 ফুট এবং সমান 
সমান সময়ে উহা সমান সমান দৈর্ঘ্যের পথ অতিক্রম করিতেছে, এবং তাহ! প্রতি 
সেকেণ্ডে 5 ছুট | তাহা হইলে, উহা! সমদ্রতিতে চলমান, এবং উহার ক্রুতি প্রতি 
সেকেণ্ডে 5 1 কিন্তু, উহ। সমবেগে চলমান নহে; কারণ প্রতি মুহূর্তে উহা দিক্‌ 
পরিবর্তন করিয়া।চলিতেছে। এইরপ ста, উহা অসম বেগে চলিতেছে। 

‚_— মন্তব্যঃ একটি ча কোনও নির্দিষ্ট দিক্‌ বরাবর সমদ্রতিকে চলিতে থাকিলে, 
Фа সমবেগে চলিতেছে বল! যাইতে পারে; কিন্ত, কোনও qu সমক্রতিতে চলিতে 
থাকিলে, উহ! সমবেগে।নাও চলিতে পারে। 

(A) গড় বেগ ( Average velocity ) : J 

একটি А অবকাশে, একটি চলমান বস্তু ( বা, কণা, বা, বিন্দু ) এর সরণ ও. 
সময়ের C  অবকাশে উহার গাড় বেগ বলা হইবে। KUY 

সুতরাং, t সেকেণ্ড সময়ে একটি চলমান বস্তুর সরণের পরিমাপ $ ফুট হইলে, 
এবং সেই সরণ дв হইলে, এই £ সেকেণ্ড অবকাশে বস্তুটির গড় বেগ প্রতি সেকেণ্ডে ^ 
slt ফুট এবং'তাহা A হইতে B এর দিকে হইবে। 


(B) বেগের পরিমাপ নির্ণয় পদ্ধতি : 

(а) কোনও নির্দিষ্ট অবকাশে, একটি বস্তু ( বা, কথা, বা, বিন্দু) সমবেগে 
চলিতে থাকিলে (অতএব, বস্তুটি সরলরেখায় একই দিকে গতিশীল ), Q অবকাশের 
গড় বেগের পরিমাপই উহার প্রতি মুহূর্তে বেগের পরিমাপ হইবে | 

মনে করি, সমবেগে ধাবমান একটি গাড়ী 6 ঘণ্টায় 90 মাইল পথ অতিক্রম করে। X 
তাহা হইলে, à অবকাশে গাড়ীটির গড় বেগ ঘণ্টায় 15 মাইল, বা, মিনিটে 440 গল, 
বা, সেকেণ্ডে 22 ফুট বলা যাইতে পারে। / 

এইরপক্ষেত্রে, এ অবকাশের যে কোন মুহূর্ে “বেগ CEFTA 22 ফুট, বাঁ, মিনিটে 
440 গজ, বা, ঘণ্টায় 15 মাইল, বল! যাইবে | 
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(b) অসম বেগে চলমান বস্তুর একটি নিদ্দিষ্ট মুহূর্তে উহার বেগের পরিমাপ 
হইবে, “কোন অ অবকাশের wf + | 


› সেই py অবকাশে 
সরণের মান ও এ ক্ষুদ্র সময়ের “889054 জীমান্ মান ( limiti value y. 
মনে করি, একটি কণার সরণ £ সেকেণ্ড 


- 
সময়ে ОР এবং t+At OFS সময়ে 
-> è ^ . 
оа; তাহা হইলে, At সেকেণ্ডে সময়ে 

> 
উহার সরণ РО. অতএব, At সেকেণ্ড 
-» 
সময়ে কণাটির গড় বেগ সেকেণ্ডে PO/At 


-> -> -» 
ফুট, (OP, oo, РО, এর মানকে ফুটে 
ধরিলে )। | 
। লি অবস্থানে, অর্থাৎ, 0 সেকেণ্ডে সময়ের মুহূর্তে, চলঘান কণাটির বেগের" 


\ fint отете» ছুট হইলে, সংজ্ঞাহসারে, v-Lt Bos এবং, OPQ qa- 
NI до At 


০ 


রেখার р বিন্দুতে, er "бт উহার দিক নির্দেশ করে অর্থাৎ » বক্ররেখায়' 
ধাবমান কণার 89 প্রতি মুহূর্তে বেগের দিক্‌, স্পর্শক বরাবর হইবে। 
3 দ্রষ্টব্য £ঃ কণাটি সরলরেখা বরাবর চলিতে থাকিলে, এবং উহার সরণ t সেকেণ্ডে, 


“৬৯ এবং £4 At সেকেণ্ডে ০০ হইলে, 
At সেকেওড উহার সরণ হইবে ро. Bre халааг, тула аан 
ধরি, орех , ба =(х+ Az) 
ফুট। তাহা হইলে, Pa= Ах ফুট | FE Р অবস্থানে, অর্থাৎ, t সেকেণ্ডের 
মুহূর্তে কণাটির বেগের পরিমাপ সেকেণ্ডে ৮ ফুট হইলে, 
=L Ра. Ax dx А 
Acto At доод: dt’ 
7 এবং, ইহার ধনাত্মক দিক্‌ হইবে, “যেদিকে х বাড়িতেছে”। 
(C) বেগ পরিমাপে একক : 
গতিশীল বস্তুর (বা, কণার, বা, বিন্দুর) সমভাবে এক একক সময়ে এক একক. 
সরণের পরিমাপকে বেগের একক ধরা যাইতে পারে। সাধারণতঃ, 
(4) fa জি. এম্‌ পদ্ধতিতে ‘সেকেণ্ডে এক সেন্টিমিটার ws বেগের 
একক ; ইহাকে সংক্ষেপে 1 সে. মি./সে., বা 1 সে. মি./সেকেণ্ড, বা, Gur 
1 সে. মি., লেখা 58 1 


12 গতিবিজ্ঞা 


(6) «m. পি, «x, পন্ধতিতে ‘সেকেণ্ডে এক ফুট সরণ” বেগের একক ; 
ইহাকে সংক্ষেপে 1 ফু. মে, ব! 1 ফু/সেকেওড, বা, সেকেণ্ডে 1 ফুট, লেখা হয়। 


(D) এককের পরিবর্তন : 
(a) 1 ঘণ্টায় 30 মাইলস 1760 গঙ্গামিনিউ 
4,30x 1760 x 3 ফুট/সেকেণ্ড ; 


60 X oU 
অর্থাৎ, বেগ £ 1 ঘণ্টায় 30 x22 — 880 গজ/মি.= 44/0. ; 


4) বেগঃ + মাইল/থণ্টা =বেগঃ 2৯22 ফু./সে. ; 


(i) AT: а ফু./সে.=বেগঃ ax 3182/4. 1 


Ф) G cH: x কি. মি./ঘ.- বেগ £ жс সে. মি./সে 3 


Га Ё 21 a X60 x 60 
(i) ая: аст. মি/মে.=বেগ; “буа কি মিথ 


মন্তব্যঃ (1) সমবেগ বা অসম বেগ উল্লেখ না করিয়া কেবল “বেগ” 
p বল থাকিলে, উহার দ্বার! সমবেগ বুঝা ইবে ; এবং তাহা! কেবল 
বেগের পরিমাপকে fact নির্দেশ শ করিবে I 


poto aanta বরাবর বর একটি বন্ধ সমবেগে চলিতে থাকিলে, উহা 
“эрдэв 505 চলিতেছে’ বল! বল! যাইতে পারে । 


(E) বেগ ভেক্টর রাশি s 
বেগের পরিমাপ ও দিক্‌ উভয়েই আছে। সেইজন্ত বেগ ভেক্টর রাশি। সুতরাং, 
যেকোন নির্দিষ্ট বেগকে নির্ধারিত (chosen) এককের সাহায্যে একটি দিকৃ-নির্দেশিত 
রেখাংশ দ্বারা স্থচিত কর! যাইতে পারে। মনে 
করি, একটি চলমান বস্তুর বেগ ঘণ্টায় v কি. মি. ; 
নিধারিত এককের সাহায্যে, АВ এর পরিমাপ у B. 
v কি. মি. হইলে, এবং বস্তুর সরণ А হইতে 
в এর দিকে (অথবা AB এর সমান্তরাল) А 
হইলে, B= y (কেবল পরিমাপে )। 
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agg: বেগকে দিকৃ-নির্দেশিত রেখাংশ দ্বারা সুচিত করার সময় বেগের 
এককের উপর রেখাংশের দৈর্ঘ্য নির্ধারণ নির্ভর করে না। 

যেমন, এক একক বেগকে 1 সে, মি. 4,5 সে. মি. বা, 3/4 সে. মি. বা 
1 ফুট, বা, 1 গজ, বা, 5 ফুট, ব! 15 ফুট, বা, অপর যে কোন দৈর্্য ছারা সুচিত 
কর! যাইতে পারে। 

একটি নির্দিষ্ট দিকে 1 ফু./সে. বেগকে 1/2 ফুট wi দ্বারা সুচিত করিলে, 
à দিকে 40 ফু./সে. এবং 50 ফু/সে. বেগ যথাক্রমে 20 ফুট Xx 
ও 25 ফুট দৈৰ্ঘ্যবিশিষ্ট রেথাংশ দ্বারা যথাক্রমে সুচিত হইবে। 

মনে করি, чей বস্তু ঘণ্টায় 12 fe. মি. বেগে উত্তর 


দিকে ধাবমান। ঘণ্টায় 4 কি. মি. বেগকে 1 সে/মি. দৈর্ঘ্যের A. 
রেখাংশ ছারা হুচিত করিলে, এবং, GA এর পরিমাপ 3 সে. মি. 
হইলে, যেখানে OA উত্তরমুখীঃ তখন, Seafire 12 কি. fa [5 5ст.. 


OA দ্বার! সুচিত হইবে, যেখানে তম এর পরিমাপ ও সে.মি । 


(Е) ধনাত্মক বেগ ও ҸҸ বেগ : 

মনে করি, A এবং-৪ নামক দুইটি গাড়ী সমাস্তরাল রাস্তা বরাবর বিপরীভ* 
অভিমুখে সমবেগে ধাবমান ? এবং উভয়ে 1 ঘণ্টায় 15 কিলোমিটার পথ অতিক্রম. 
করে। তাহা হইলে, А (অথবা в) এর বেগ ঘণ্টায় 15 কি, মি. ধরিতে পারি। 
গাড়ী দুইটির যেকোন একটির বেগ ঘণ্টায় 15 কি. মি. হইলে অপরটির বেগ few 
ঘণ্টায় 15 কি. মি. বলা যাইবে না) কারণ, উহার! পরস্পর বিপরীত দিকে ধাবমাঁন। 
বেগের এ পার্থক্য বুঝাইবার 59 ধনাত্মক বেগ ও খ্রণ'ত্মুক (59147055 হয়।, 
যে কোন একদিকের বেগকে ধনাত্মক করিলে, উহার বিপরীত দিকের বেগকে- 
খণাত্মক ধরা হইবে। 

মন্তব্যঃ কোন নিদিষ্ট স্থান হইতে যে দিকে বস্তুটি গতিশীল, সেই- 
এবং, বিপরীত দিকে খণাম্মক ধরা হইবে। 


এ গতিবিদ্যা 
1-5. afe ও বেশের পার্থক্য 1 


aic m p ULAR EE сэ" 
(1) sfo canta রাশি। Q) বেগ ভেক্টর রাশি। 
(2) দ্ৰুতি 9418 ধনাত্মক (2) বেগ ধনাত্মক, fws, বা খণা ত্বক 
করলা হইতে পারে UC 


(3) faf অবকাশে চলমান ча | (3) নির্দিষ্ট অবকাশে চলমান qw 
(বা, কণা, বা, বিন্দু) এর অতিক্রান্ত | (বা, কণা, বা, fer) এর জ্রূণের 
পথের দৈর্ঘ্য ও সময়ের অনুপাত | পরিমাপ ও সময়ের অনুপাত দারা 
দ্বারা দ্রুতির পরিমাপ করা হয়। বেগের পরিমাপ করা হয়। 

(4) সমদ্রতিত্রে চলমান বস্ত (বা, | (4 সমবেগে চলমান: বস্তু (বা, 
কণা বা fen) মমবেগে চলমান নাও হইতে | কণা, বা, বিন্দু) অতি west foco 
পারে। চলমান হইবে | 


LÈ সমবেগে (অথবা, সরলরেখ! বরাবর সমদ্র/তিতে ) ধাবমান 
বস্তুর অতিক্রান্ত পথ নির্ণয় š 


27৯ 
(9 
——n O cn 
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মনে করি, ох বরাবর একট বস্তু (বাঁ, কণা, খা, বিন্দু) отете» সে. মি. 
লমবেগে ( বা, সমদ্রতিতে ) ধাবমান; এবং উহ! t 010909 ও সে. মি. দৈর্ঘ্যের 
পথ অতিক্রমূকরে। তাহা হইলে, 
৮সগড় বেগ ( বা, গড় দ্ৰুতি ) =s/t, (পরিমাপে); 
বা, s= vt. 
ёр 
xfi উহা mercis বরাবর ঘণ্টায় ৮ কিলোমিটার সমবেগে (বা, সমক্তিতে ) 
চলিত এবং t ঘণ্টায় s কিলোমিটার 94 অতিক্রম করিত, তাহা, হইলে, 
y slt কি, fau. ; বা, s=, (কি, যি.)। 
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17. দৃষ্টান্তমূলক bergas: 
উদ্বাহরণ 1. মাইল ও ч যথাক্রমে 280 ও সময়ের একক ধরিয়া নিয়োক্ত 
SUIS মান পরিবর্তন কর : 
(9 সেকেণ্ডে 22 39; (i) মিনিটে 440 গজ। 
E 22 х 60x 60 
0) সেকেণ্ডে 22 ফুট ঘণ্টায় ৪৯ 
ঘণ্টায় 15 মাইল। 
= 7. নির্ণেয় উত্তর £ ঘণ্টায় 15 মাইল। 
(4) মিনিটে 440 গজ -ঘণ্টায় en মাইল 
স্ঘণ্টায় 15 মাইল। 
n নিয় উত্তর £ ঘণ্টায় 15 মাইল। 


উদ্দাহরণ 2. ঘণ্টায় 18 কি. মি. বেগে দ্রুতগামী একটি রেলগাড়ী 3] ঘণ্টায় 
ক্ষত দূরত্ব অতিক্রম করিবে? 30 কি. মি. দূরত্ব কত সময়ে উহা! অতিক্রম করিবে > 
গাড়ীটি ঘণ্টায় 18 কি. মি. সঘবেগে চলিতেছে। সুতরাং, 8: 3] ঘণ্টায় 
18 কি. fa x 34 অর্থাৎ, 63 কি. মি, দূরত্ব অতিক্রম করিবে। 
উহ! 30 কি, মি. দুরত্ব অতিক্রম করিবে: 30/18 ঘণ্টায়, অর্থাৎ 1$] 40 
মিনিটে। 
দ্রষ্টব্যঃ ১৮ সুত্রে () প্রথমক্ষেত্রে, v=18; t=3}. 
"^ s=18x37=63. 2. fcf দূরত্ব=63 কি. মি. | 
(8) দ্বিতীয় ক্ষেত্রে, ›=18; s=30. 
* 30=18xt; ʻe t=l]ġ 
"* নিৰ্ণেয় সময় = 13 ঘণ্টা। 
উদাহরণ 3. একটি কণা 9 সেকেণ্ড অবকাশের প্রথম 2 সেকেণ্ডে 15 সে, মি. 
পরবর্তী 32 সেকেণ্ডে 24 সে. মি. এবং তৎপরবর্তী 38 সেকেণ্ডে 285 সে.মি, দুরত্ব 
অতিক্রম করিলে, à অবকাশে উহার গড় দ্রুতি কত ছিল? উহা 9 অবকাশে কি 
সমদ্রতিতে গতিশীল ছিল? 
কণাটি 9 সেকেণ্ডে মোট (15--24: 285) সে. মি. অর্থাৎ, 675 সে. মি. 
{їч অতিক্রম করিয়াছিল। satt Q অবকাশে কণাটির গড় mfs ছিল £ 
সেকেণ্ডে 675/9 সে. মি.» অর্থাৎ, 75 সে. মি./সে. 
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কথাটি à অবকাশে সমদ্রতিতে গতিশীল ছিল কিন! প্রদত্ত শর্ত হইতে বলা যাইবে 
নাঃ কারণ কণাটি প্রথম 1 সেকেও্ডে 7 সে. মি. ; পরবর্তী সেকেণ্ডে 8 সে মি. যাইয়া 
থাকিতে পারে; এইরূপ ক্ষেত্রে, প্রথম 2 সেকেণ্ডে উহা সমদ্রতিতে গতিশীল 
ছিল না। 

উদাহরণ 4. এক ব্যক্তি ঘণ্টায় 6 কিলোমিটার বেগে এক দ্থান হইতে 
উত্তর দিকে 8 কিলোমিটার পথ যাইবার পর, তথা হইতে পূর্বদিকে ঘণ্টায় 45 
কিলোমিটার বেগে 6 কিলোমিটার পথ গেলেন। Q অবকাশে, Q ব্যক্তির 
à) রণ, (4) গড়বেগ ও Gi) গড় #f@ নির্ণয় কর। | 

ঘণ্টায় 6 কিলোমিটার বেগে 8 কি. মি. পথ যাইতে | ঘণ্ট! সময় লাগে ৮ 
ঘণ্টায় 45 কি. মি. বেগে 6 কি. মি. পথ যাইতে $ ঘণ্টা সময় লাগে | মোট সময়, 
440) অর্থাৎ Ë ঘণ্টা। মনে করি, এ ব্যক্তি A হইতে যাত্রা করিয়া! C এতে 


আসিল, যেখানে АВе-8 কিলোমিটার; 8-8 C 
ас=6 কি, fu ; Zagc- C". N 
সুতরাং, Аб=10 fe. fi. i (43 
ধরি, ZBACA« 4. <=tan- ti E 10 
(à) নির্ণের সরণের পরিমাপ AG, 
we, 10 কি, মি.) এবং, তাহা উত্তর р; 
হইতে পূর্ব দিকে tan 1 2 কোণে নত fier 1 А 


(4) 4 ঘণ্টায় সরণের পরিমাপ 10 কি. মি.। স্থতরাং, ও অবকাশে এ feo 
গড় а= 1053 কি, মি.) অর্থাৎ ঘণ্টায় 5 কিলোমিটার; এবং, 
তাহ! উত্তর হইতে (ист tan~?) কোণে নত দিকে। 

Gü) 8 sèm অতিক্ৰান্ত পথের (04609-0848С-14 কি. মি. i 


ава উক্ত অবকাশে, & ব্যত্তির গড় Їз = ঘণ্টায় мэ কি. মি.; чї 


খণ্টায় 5% কিলোমিটার । 

উদ্দাহরণ 5. /Авс সোজা 9191 বরাবর / হইতে €-৩তে যাইবার সময় 
একটি গাড়ীর গড় ভ্রুতি ঘণ্টার u কিলোম্টার ছিল। ঘণ্টার v কিলোমিটার 
AE ETE А হইতে B এতে যাইতে যে সময় লাগিল ঘণ্টার х কি. মি. সমদ্রতিতে, 
৪ হইতে ০ এতে যাইতে তাঁহার অধেক эла লাগিল । দেখাও হে, x=3u—2y. 
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মনে করি, A হইতে B এর দূরত্ব ৫ কি মি. এবং в হইতে c এর দুরত্ব কি, মি. ; 
А হইতে B তে যাইতে 2 ঘণ্টা সময় লাগিলে, в হইতে ০ তে যাইতে t ঘণ্টা সময় 
লাগিয়াছিল। 


তাহা হইলে, 
ux3t=a+b; + (1); 
vxX2t-a; bx) 
xXt-b. “3 (3). 


S 3ш=а+Ь=(2›+х}ү; 
Sb Зи=2›+х. 2. x-3u-2w. 
| প্রয়োজনীয় শর্ত £ »-3u2; х<3и.]. 
উদ্দাহুরণ 6. এক ব্যক্তি ঘণ্টায় 30 কি. মি দ্রুতিতে কোন এক স্থান হইতে 
উত্তরা ভিমুখে যাত্রা করিবার ‘সময় তাহার ঠিক পূর্বদিকে 20 কি. মি. দূরত্বে অপর 
এক ব্যক্তিকে দেখিল। ছিতীয় ব্যক্তি পশ্চিম দিকে ঘণ্টায় 40 কি. মি. fere 
চলিতে থাকিলে, কত সময় পরে তাহারা পরস্পরের নিকটতম হইবে; এবং, তখন 
তাহাদের দূরত্বই বা কত হইবে? N 
মনে করি, প্রথম ব্যক্তি এবং দ্বিতীয় ব্যক্তির c 1 
প্রাথমিক অবস্থান যথাক্রমে A এবং в, যেখানে Ё 
AB- 20 কি. মি, ; এবং t ঘণ্টা পরে তাহাদের 
অবস্থান যথাক্রমে C এবং D. তাহা হইলে, 
৪০30৫) во= 40t, যেখানে, 
০৯০9০ সুতরাং, 
ср? = Ac? + AD? = (307) +(20— 40t)? 
=2500t° — 1600: -- 400 
= (50t —16)? 4-144. 
WEN, со এর মান ক্ষুদ্রতম হইবে যখন, 50: — 167 0, অর্থাৎ, te y 
এবং, তখন, C012. 
wea, তাহারা ур ঘণ্টা, অর্থাৎ 19$ মিনিট পরে, পরস্পরের নিকটতম হইবে 
এবং, তখন তাহাদের দুরত্ব হইবে £ 12 কি, f| 
গতিবিদ্তা__2 
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1. ফুট এবং সেকেগুকে যথাক্রমে দৈর্ঘ্য ও সময়ের একক ধরিয়া নিমোক্ত.ক্রুতির 

মান পরিবর্তন কর £ 
0) ঘণ্টায় 60 মাইল (i) ঘণ্টায় 45 মাইল ; 

(ш) মিনিটে 44 গজ ; (iv) 9913600 গজ; 

2. মাইল ও ঘণ্টাকে যথাক্রমে দৈর্ঘ্য ও সময়ের একক ধরিয়া নিযোক্ত ক্রুতির 
মান পরিবর্তন কর : 

G) সেকেণ্ডে 44 ফুট ; (i) মিনিটে 22 গজ; (ii) মিনিটে 3/2 মাইল। 

3. মিটার ও সেকেগুকে যথাক্রমে দৈর্ঘ্য ও সময়ের একক ধরিযা)নিমোন্লিখিত 
দ্রুতির মান পরিবর্তন কর £ 

0) ঘণ্টায় 36 কিলোমিটার; Gi) মিনিটে 12 হেক্টোমিটার ; Gi) মিনিটে 
4200 cef. fai | ; 

4," কিলোমিটার ও ঘণ্টাকে যথাক্রমে দৈর্ঘ্য ও সময়ের একক ধরিয়| নিয়লিখিত 
দ্রুতির মান পরিবর্তন কর : 

G) সেকেণ্ডে 500 সে. মি. ; (ii) মিনিটে 360 মিটার। 

5. একটি রেলগাড়ীর দ্রুতি qta 60 মাইল । (i) প্রতি সেকেণ্ডে উহার 
gfs কত? (i) 15 মিনিটে উহ! কত পথ যাইবে? 

6. সমদ্রতিতে চলন্ত একটি ট্রামগাড়ী 5 সেকেণ্ডে 88 ফুট যায়। তখন উহার 
দ্রুতি ঘণ্টায় কত মাইল ছিল এবং 15 মিনিটে কত পথ অতিক্রম করিয়াছিল? 

7. ঘণ্টায় 6 কিলোমিটার সমবেগে ধাবমান একটি গাড়ী ?% ঘণ্টায় কত দুরত্ব 
অতিক্রম করিবে? 38 কিলোমিটার পথ কত সময়ে যাইবে? 

8. সেকেণ্ডে 10 মিটার ক্রতিবিশিষ্ট একটি কণা 18 কিলোমিটার পথ কত 
ঘণ্টায় যাইবে? 

9. ঘণ্টায় 15 কিলোমিটার বেগে একটি চলস্ত গাড়ী 4 ঘণ্ট! 12 মিনিটে কত 
দুরত্ব অতিক্রম করিবে? 

10. ঘণ্টায় 5 কিলোমিটার সমক্রুতি সম্পন্ন একটি কণ| 20 সেকেণ্ডে কত 
মিটার পথ অতিক্রম করিবে? 

11. মিনিটে 150 মিটার wfere চলন্ত একটি ট্রামগাড়ী 3/4 ঘণ্টায় কত 
কিলোমিটার পথ অতিক্রম করিবে? 
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12, 60 গজ দীর্ঘ একটি রেলগাড়ী 15 সেকেণ্ডে 140 গজ দীর্ঘ একটি Л чч 
অতিক্রম করিলে, উহার 25 ঘণ্টায় কত মাইল ছিল? 

13. সোজা রেলপথে চলন্ত একটি রেলগাড়ী 9 সেকেণ্ডে দণ্ডায়মান এক ব্যক্তিকে 
অতিক্রম করিল। গাড়ীটির দৈধ্য 132 গজ হইলে, তখন উহার বেগ ঘণ্টায় কত 
আইল ছিল? 

14 সোজাপথে ধাবমান 20 গজ দীর্ঘ একটি ট্রামগাড়ী 2 মিনিটে 105 গজ 
ЯВ দুরে অবস্থিত 5টি আলোকস্তম্ত অতিক্রম করিলে, উহার গড় বেগ তখন 
কত ছিল? 

15. পৃথিবী হইতে স্বৰ্য্যের দূরত্ব 93x 10* মাইল এবং আলোর গতি সেকেণ্ডে 
186 х 10° মাইল হইলে, збу হইতে পৃথিবীতে আলে! আনিতে কত সময় লাগিবে? 

16. একটি গতিশীল গাড়ীর গড় ক্রতি প্রথম 4 সেকেণ্ডে 40 ফু/সে, এবং 
পরবর্তী 6 সেকেণ্ডে 50 ফু./সে. fea | এ অবকাশে ЛЭЭ গড় দ্রুতি কত ছিল? 

17. একটি গাড়ী 10 কিলোমিটার পথ অতিক্রম করিবার সময় প্রথম অর্ধেক 
পথ ঘণ্টায় 40 কি. মি. fets এবং বাকী অর্ধেক পথ ঘণ্টায় 50 কি. মি. দ্রুতিতে 
“অতিক্রম করিলে, à অবকাশে গাড়ীটির গড় 2885 কত ছিল? 

18. একটি গাড়ী আধ ঘণ্টা সময়ে এক স্থান হইতে অপর এক স্থানে যাইবার 
সময় প্রথম 12 মিনিটে এক মাইল $ পরবর্তী 10 মিনিটে এক মাইল এবং তৎপরবর্তী 
8 মিনিটে এক মাইল পথ অতিক্রম করিল। & অবকাশে গাড়ীটির গড় দ্রুতি সেকেণ্ড 
কত ফুট ছিল? 

19. একটি কণ! প্রথম 2 সেকেণ্ডে 13 ফুট ; পরবর্তী 5 সেকেণ্ডে 325 ফুট 
এবং তৎপরবর্তী 8 সেকেণ্ডে 52 ফুট পথ অতিক্রম করিলে, এ অবকাশে উহার গড় 
gfs কত ছিল? এঁ৷মবকাশে ইহ। কি সমদ্রতিতে গতিশীল ছিল? 

20. এক ব্যক্তি ঘণ্টায় 6 কি. মি. দ্রুতিতে 3 ঘণ্টা হাটিবার পর 15 মিনিট 
বিশ্রাম করেন। পুনরায় হাটিতে আরম্ভ করিয়া ঘণ্টায় 5 কি. মি. efor 
8 কি. মি. পথ যাইবার পর গাড়ীতে ঘণ্টায় 40 কি. মি, বেগে 30 কি. মি. পথ 
অতিক্রম করেন। সম্পূর্ণ পথ অতিক্রমের ws তাহার গড় ভ্রুতি কত ছিল? 

21. এক ব্যক্তি কোন একটি নির্দিষ্ট স্থান হইতে পূর্বদিকে 3 ঘণ্টায় 
12 কিলোমিটার যাইবায় পর তথা যইতে উত্তরদিকে 1 ঘণ্টায় 5 কিলোমিটার পথ 
অতিক্রম করিল। সম্পূর্ণ পথ অতিক্রম করিতে Q ব্যক্তির গড় wf এবং গড় বেগ 


কত ছিল তাহা নির্ণয় কর। 
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22. 42 মিটার ব্যাসার্ধবিশিষ্ট একটি বৃত্তাকার পথ একবার সম্পূর্ণ করিয়া একটি 
নির্দিষ্ট স্থান হইতে এ পূর্বস্থানে 12 মিনিটে একটি কণা ফিরিয়া আসিল। Ф 
অবকাশে কণাটির (1 গড় sfo, (ü) সরণ ও (Hi) গড় বেগ কত ছিল? 
(т=22/7). 

23. একটি বিন্দু 14 সে. মি. ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট একটি বৃত্তের অর্ধপরিসীম! 55 
সেকেণ্ডে অতিক্রম করিল । এ অবকাশে চলন্ত বিন্দুটির (i) 544, (5) গড় ক্রুতি ; 
ও (Hi) গড় বেগ কত ছিল? (л=22/7). : 

24. একটি গাড়ী সোজা e বরাবর ঘণ্টায় 8 মাইল বেগে А হইতে в এতে 
3 ঘণ্টায় যাইবার পর উহার বস্বাভিমুখে পূর্কা বেগের feed বেগে в হইতে c এতে 
2 ঘণ্টায় পৌছিল। A হইতে ০-এতে যাইতে গাড়িটির (i) 734; GD গড় বেগ; ও 
(Hi) গড় দ্ৰুতি কত ছিল? 

25. কোন একটি কণ! А বিন্দু হইতে যাত্রা করিয়া 40 সে, মি. দীর্ঘ ace Sat 
10 সেকেণ্ডে অতিক্রম করিল। в বিন্দুতে পৌছিবার পর আর কোন সময়. 
অতিবাহিত না করিয়াই BA বরাবর চলিতে থাকিয়া 6 оз A বিন্দুতে 
ifs"! Ав এর দৈর্ঘ্য 28 সে. মি. হইলে, সমগ্র সময়ের wy (i) গড় ভ্রুতি ১ 

- Gi) সরণ) ও Gii) গড় বেগ বাহির কর। i 

26. এক ব্যক্তি ঘণ্টায় и মিটার ক্রুতিতে a মিটার পথ এবং ঘণ্টার ৮ মিটার 


ক্রুতিতে b মিটার পথ অতিক্রম করিল। সমগ্র অবকাশে তাহার গড় দ্রুতি v হইলে, 
দেখাও যে, 


27. একটি বিন্দু কোন নির্দিষ্ট দৈর্ঘ্যের পথ 6 সেকেণ্ডে 6 ফু./সে. গড় 505 
অতিক্রম করে এবং উহার cfe প্রথমদিকে 4 ফু./সে. এবং বাকী সময়ের 
জন্য 8 ফু./সে. ছিল। 8 ফু./সে. গড় ভ্রুতিতে বিন্দুটি কত পথ অতিক্রম করিয়াছিল? 

28. একটি ট্রেণ ঘণ্টায় u কি. মি, গড় 0505 হাওড়া হইতে чаа যথাসময়ে 
পৌছিতে পারে। বর্ধমানে পৌছিতে যখন s কি. মি. দীর্ঘ পথ বাকী তখন একটি 
দুর্ঘটনার ww х ঘণ্টা বিলম্ব হইল। পুনরায় যাত্রাকালে (484 wfs ঘণ্টায় ৮ 


কি, মি. করায়, উহা যথাসময়ে বর্ধমানে পৌছিল। দেখাও যে, 115. 
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29. দুইটি কণ! A এবং 9 হইতে যথাক্রমে 4 ফু./সে. এবং » ফু./সে. বেগে OA 
এবং во বরাবর একই সময়ে যাইতে আরম্ভ করিল, যেখানে mZAoB- 60; 
ОА-а ফুট ও ов=Ь ফুট ; এবং ০ হইতে প্রথমটির দুরত্ব ক্রমশঃ বাড়িতে থাকে, 
কিন্তু দ্বিতীয়টির দূরত্ব কমিতে থাকে | B এতে অবস্থিত কণাটি যখন o এতে পৌছিল, 
А এতে অবস্থিত কণাটি তখন о হইতে c ফুট দূরত্বে থাকিলে, দেখাও যে, 

суг av bu. 

30. সোজা রেলরাস্ত! বরাবর একটি _রেলগাড়ী и ফুট/সে. ক্রতিতে এবং а ফুট 
'দুরত্বে উহার সমান্তরাল রাস্তা বরাবর একটি মটর গাড়ী v ফুট/সে, 505 একই 
দিকে ধাবমান । রেলরাস্তা হইতে b ফুট দূরত্বে অবস্থিত একটি নির্দিষ্ট qu এবং মটর 
-গাড়ীটিকে রেলগাড়ীতে আসীন এক ব্যক্তি সর্বদা একই সরলরেখায় দেখিতে 
"থাকিলে, প্রমাণ কর যে, 

18261. 

31. যখন একটি জাহাজ A, অপর একটি জাহাজ в হইতে 10 কিলোমিটার 
পশ্চিমে ছিল ঠিক তখন А, পূর্বদিকে ঘণ্টায় 12 কিলোমিটার বেগে এবং в উত্তরদিকে 
"wer 16 কিলোমিটার বেগে যাইতেছিল। জাহাজ দুইটি যখন সবচেয়ে পরস্পরের 
নিকটে আসিবে তখন তাহাদের মধ্যে দূরত্ব কত হইবে এবং তাহ! কখন হইবে? 

32, দুইটি সোজা রাস্তা যেখানে পরস্পরকে সমকোণে ছেদ করিয়াছে, সেই 
সংযোগ হলের 200 মিটার দূর হইতে একটি atel বরাবর সংযোগ অভিমুখে ঘণ্টায় 
10 কিলোমিটার বেগে এক ধাবমান ব্যক্তি তখন দেখিল 8 সংযোগ স্থলের 4 কিলো।- 
মিটার দূর হইতে অপর রাস্তা বরাবর সংযোগ অভিমুখে ঘণ্টায় 24 কিলোমিটাঝ বেগে 
একটি বাস আদিতেছে। কখন এ ব্যক্তি বাসটির নিকটতম হইবে এবং তথন 
তাহাদের দুরত্ব কত হইবে? 

33. দুইটি সোজা রাস্তা যেখানে পরস্পরকে 60° তে ছেদ করিয়াছে, সেই 
সংযোগন্থলের 100 গজ দূর হইতে একটি রাস্তা বরাবর সংযোগ অভিমুখে যে বেগে এক 
ব্যক্তি আসিতেছে ঠিক সেই মুহূর্তে সংযোগন্থলের 200 গজ үч হইতে অপর Wl 
বরাবর দ্বিতীয় এক ব্যক্তি একই বেগে সংযোগ অভিমুখে আসিতেছে, যেখানে 
তাহাদের বেগের দিকে সুন্মকোণ আছে। যখন তাহারা পরস্পরের নিকটতম হইবে 
তখন সংযোগম্থল হইতে কতদুরে তাহার! থাকিবে? 
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34. দুইটি সোজা রাস্ড! পরস্পরকে 9 কোণে ছেদ করিয়াছে। দুইজন সাইকেল- 
আরোহী এই দুই e| বরাবর সংযোগন্থলের а এবং b দূরত্ব হইতে যথাক্রমে и এবং 
v বেগে সংযোগাভিমুখে চলিতে থাকিলে, দেখাও যে, তাহাদের মধ্যে ক্ষুদ্রতম দুরত্ব 
8609: (av—bu) sin 91 V (u* -Fv* —2uy. cos 0). 

аЇь= ш হইলে কি হইতে পারে? 


Answers (প্রশ্মমাল 1) 

1. ৫) 88 ফু/সে. + (8) 66 ফু/সে,) Gü) 22 ফু./সে. ; (iv) 3 E/O. t 

2. (i) 30 মাইল/ঘন্টা ; (8) 23/€; Gii) 90/9 | 

3. (D 10 মিটার/সেকেওড ; (ü) 20 মি./সে. , Gü) 7 মি./সে.। 

4 (i) 18 কি. fq /q.; Gi) 21'6 fs. মি./ঘ. 1 

5. (0 88 z/c. ; (ii) 155 881 6. (i) 12 মাইল/ঘণ্টা; (ii) 3 মাইল р 

7. (i) 45fe.fu.; (i) 34 মিনিট। 8. 18911 9. 63 কি, б. | 

10. 27% মিটার | 11. 675%. মি.। 12. 30 মাইল/বণ্টা 

18. 30 মাইল/ঘণ্ট! 14. 71 মাইল/ঘণ্টা। 15. ৪ মি. 20 সে. 

16. 46 ফু/সে.। 17. 444 কি. | 18. 88 ফু/সে ॥ 

19. 65 ফু/সে ; “কণাটি সমদ্রুতিতে গতিশীল”, একথা বলা! যাইবে না ) 

20. 10 কি. মি./ঘণ্টা। 21. 425 fw. মি/ঘ.) 3:25 কি. মি./ঘ., পূৰ্ব 
হইতে উত্তর দিকে ап) কোণে নত। 22. () 1:32 কি. fas. ; (ü) 0; 
(i) O. 23. (i) Ac=28 সে. মি.) Gi) 8 সে. মি./সে. ; (ii) 54 সে. মি./সে.» 
AC বরাবর উত্তরদিকে | 24. (i) Ас=40 মাইল ; (ii) 8 মাইল/ঘ., AC এর দিকে, 
£BAO-tan^'($) ; (iii) 112 fees] | 25. (i) 425 cx. fü Ja, ; (i) 0 : 
(i) 0. 27. 24*8| 31. 8fs.fu; 18 মিনিট। 82, $8 কি. মি.) 
(886) ঘণ্টা। 33. উভয়েই 50 গজ দূরে থাঁকিবে। 84. উভয়েই একসঙ্গে 
সংযোগস্থলে আঁসিবে। 


fecta seya 


afa বেগ 
(Resultant Velocity) 

2-1. উপস্থাপন | 

কোন এক বিশেষ মুহূর্তে একটি গতিশীল বস্তু বা কণার যুগপৎ একাধিক বেগ 
থাকিতে পারে। যেমন, কোন প্রবহমান নদীতে যখন দাড়ের সাহায্যে একটি নৌকা 
চলিতে থাকে, তখন ওঁ নৌকার যুগপৎ দুইটি বেগ থাকে--একটি নদীর শোতের বেগ 
এবং অপরটি দাড়ের বেগ । এই দুইটি বেগের সমন্বয়ে নৌকাটি একটি নির্দিষ্ট বেগে 
চলিতে থাকে । এই নিদ্দিষ্ট বেগকে স্রোতের বেগ ও 81054 বেগের লব্ষি-বেগ 
(Resultant velocity) বা কেবল লক্ধি বল! হয়; এবং স্তোতের বেগ ও দীড়ের 
বেগের প্রত্যেকটিকে এ লব্ধি-বেগের উপাংশ (Component) বলা হয়। 

2-2. বেগের সামান্তরিক সূত্র (Parallelogram Law of 
Velocities) : 

যদ্দি একটি কণার যুগপৎ দুইটি বেগ থাকে, বাহাদের মান ও দিক্‌ 
একটি সামান্তুরিকের দুইটি чаз ань ঘারা নির্দেশিত, তবে এ 
বেগদ্বয়ের মান ও দ্বিকৃ এ বাহুদ্বয়ের ছেদ্বিন্দুগীমী কর্ণ দ্বারা 
নির্দেশিত হইবে। i 4 

মনে করি, কোন মুহূর্তে 
একটি কণার দুইটি বেগ ^ 
и ফু/সে, এবং o» ফু./সে. 
আছে, যাহার! মানে ও L M 
দিকে оле ов দ্বার! 
бе, যেখানে ол এবং 
OB, олов সামাস্তরিকের দুইটি সন্নিহিত ТЕ! ০-বিন্দস্থ কণাটির যদি কেবলমাত্র 
u ফু/সে, বেগ থাকিত, তবে উহা! এক সেকেণ্ডে ০ হইতে А তে we; few 
কণাটির যুগপৎ দুইটি বেগ থাকায় и ফু/সে. বেগে o হইতে A এর দিকে OA বরাবর 
অগ্রসর হইবার প্রতি মুহূর্তে উহ! » ফু./সে. বেগেও ов এর সমান্তরালে অগ্রসর হইতে 
থাকিবে; অর্থাৎ, OA সর্বদা উহার সমান্তরাল থাকিয়া o হইতে в এর দ্বিকে 


e: u A 
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অগ্রসর হইবে। তাহা হইলে, 1 সেকেণ্ড পরে কণাটি и ফু./সে. বেগের 89 OA এর 
শেষ প্রান্তে আসার মুহূর্তে ол এর অবস্থান вс হইবে। সুতরাং, 1 সেকেণ্ড পরে 
কণাটি ০-এতে আসিবে, যাহা oc কর্ণের অপর প্রাস্তবিন্দু । 

এখন মনে করি, сїзє যুগপৎ সক্রিয় হওয়ার 1/% সেকেণ্ড পরে v ফু./সে. বেগের 
জন্য ОА এর অবস্থান LM যেখানে LMÍOA ; r=, OB; তখন, u ফু./সে. বেগের 


ww কণাটি 11 বরাবর 18 দৈর্ঘ্যের দূরত্ব অতিক্রম করিবে। 


মনে করি, LM এবং ec এর ছেদবিন্দু к. যেহেতু, 11182, 
Lk/8C- et/eB = 1/n. 


qo, ік= lao lg 
n n 


অতএব, বেগৰয় যুগপৎ সক্রিয় হওয়ার l/n সেকেণ্ড সময় পরে, কণাটি ос এর 
-» 
উপর к বিন্দুতে আসিবে, এবং তাহা n এর যে কোন মানের জন্য সত্য। সুতরাং OC, 
URIA এবং v ফু./সে. বেগঘয়ের afaa মান ও দিক্‌ নির্দেশ করিবে 1 
WU: ০+-%) ов=›; ос=ш হইলে, u এবং » বেগৰ্য়ের লব্ধির মান 
% হইবে ; এবং ইহার দিক্‌ o হইতে c এর দিকে হইবে। E 


2-3. একটি কণার উপর যুগপৎ ক্রিয়াশীল দুইটি নিদ্দিষ্ট বেগের 
লক্ধির মান ও দিক্‌ নির্ণয়। 
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P fh 2 
e и А N u N 
Fig (a) Fig.(b) 


মনে করি, o fieri কণাটির উপর যুগপৎ ছুইটি বেগ ол এবং oa সক্রিয়, যেখানে 
Ол=и; 087 v, (in abselute units), এবং Z дов =<. 
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এখন, олз সামস্তরিক সম্পূর্ণ করিলাম এবং ০০ অঙ্কন করিলাম। তাহা হইলে, 


"cu সামাস্তরিক wa” অনুসারে, OA এবং ০৫ এর mA OC হইবে। মনে করি, 
Ae ——— ——À— P pM 
নির্ধারিত এককে осе у এবং ZAoc-0. বর্ধিত OA অথরা oA এর উপর CN 
этч অঙ্কন করিলাম। 
ТАС এবং Ов সর্বসম ও সমান্তরাল বলিয়া, Ac», (. OB-») 
এখন, ০১9০৯ হইলে, “` [ক 
АМ = AG. cos NAC= cos <, [Fig. (8)] : 
МАС, sin NAG=> sin <, [Fig. (ай. — 
আবার, 909 « «180? হইলে, А 
AN=AG.cos МАс= » сов(п– 4) = — cos <, [Fig. (01: 
CN-ACsin NAC«v sin (п-<) =» sin х, (Fig. (b). 
তখন, омс সমকোণী ত্রিভুজ হইতে পাই, 
v*=oc° =0N* Fon? 
—(OA-FAN)'-FCN*, [Fig. &)] 
=(u +v cos «)#+ (v sin «)* 
— u* +v?” --2uv cos <. 
"আবার, у? =ос* =ом*+см* . 
-(OA-AN)-cN*, [ Fig. (b) J 
=(u+* cos «)* -- (v sin «)* 
° ০০4৮৯524০০৪ <. ` 
"exi, উভয় ক্ষেত্রে, 
V= J(u* - v*--2uv cos <); ED (1) 


এবং бар Um СМ ОМ сс. ; 


а s Z CN A 
ts сера u+v cos < e 


——— 


দ্রষ্টব্য L «-m/2 হইলে, 
Бас... s 
у= 4 (u* 23), 4 
ЕД, sm Hf 
0=tan-1-. 


- 20: a 


দ্রষ্টব্য 2. «=0 হইলে, punc & 


V=u+rv. [9] B A 
~~ 


aga 3. *স্গা হইলে, DA V 2 
সু 0“ n—,Na O 
B ০ C A 


v-u- >, (৮১৯৯৮) 
————— 


qs 4. v=u হইলে, | 


Ve Juttu tu" cos 2)%%2% (1-- cos «) 


=н Ju (2 cos? £)-2 соз 5 : 


— x 
н 2 sin < cos < 
$7 tani апя tan~? T SSS 
utu cos. 2 cos? 5 
2 


(ner 


——s 
অর্থাৎ, v-u হইলে, ৬2০০৪ 5 এবং 8 


mist 3৮৬ সদ 
মন্তব্য 1. (a) & এবং „етеш, তাহাদের লন্ধির মান বৃহত্তম হইবে, 
যখন соз < এর মান বৃহত্তম হইবে, অর্থাৎ, ০০৪ «=1; বা, 4=0; এবং afar 
বৃহত্তম মান হইবে £ u+v. 
(b) & এবং» প্রদত্ত হইলে, তাহাদের afa ক্ষুদ্রতম হইবে, যখন COS < এর, 
মান ক্ষুদ্রতম হইবে, অর্থাৎ, соз <= —1 বা, «л, এবং লক্ধির ক্ষুদ্রতম মান 
UG: u-v যদি ৪৯৮) অথবা, vru уси. 


Р "fs বেগ 27 

মন্তব্য 2. uv,« প্রদত্ত হইলে, এবং uv থাকিলে, и এবং ৮ এর লব্ধির 
দিক্‌ u এর ficos নিকটতর হইবে 1 

অন্তব্য 3. ৮-% এবং «-120 হইলে veu; অর্থাৎ, и এবং & এর mfi 
и হইবে। 

বিশেষ দ্রষ্টব্য : 

একটি কণার উপর FAN 115 Иру sy n » Un বেগ সমুহ ক্রিয়াশীল হইলে» 
পূর্ব নিয়মে % এবং ॥॥ ANE Vii Vi Rus এর লক্ধি ৬০) ইত্যাদি এবং 
এই ভাবে অগ্রসর হইয়া সর্বশেষে Vals এবং us এর ল্ধি Vni নির্ণয় করা যাইবে। 


2-41 একটি প্রদত্ত বেগকে দুইটি উপাংশে বিশ্লেষণ £ 
মনে করি, প্রদত্ত বেগ ос দ্বারা স্থচিত, যেখানে ০০৬. OX এহং сү বরাবর 
উহার“ উপাংশ নির্ণয় করিতে হইবে, 
[Zxov20*, <180° এবং (ох, Ov) Y 
66 এর বিপরীত পার্শ্বে ]। মনে করি, B С 
Zxoc=< এবং ZYoC= B. ০৯০৪ 
সামাস্তরিক সম্পূর্ণ করি, যাহার একটি 
কর্ণ 06; 4, OX এর, এবং B, OY এর 
উপরিস্থ। মনে করি, Oasu এবং 
0B =. তাহা হইলে, “বেগের সামাস্তরিক e A Х 
за” অনুসারে, ОА এবং ов এর লব্ধ 
Go অর্থাৎ, u এবং ৮ এর айй v ; এবং v এর উপাংশ ох ও OY বরাবর যথাক্রমে. 
u এবং ৮ হইবে। 
০808 একটি সামান্তরিক বলিয়া, АС-08-0: /АСО= 4৪০০৮ ৪৮ 
AO0AC-m-—(«-Ff). সুতরাং, AOAC হইতে পাই, 
UE e жт ДЫ 8৯) 
sin В sin« sin (л—«—8). | 
уар. টা ৬ প্র 4 V sin < 


NOU 42 da (8^ ৮ sin (49) 
E M E 
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< এবং ৪ এর বিভিন্ন মানের জন্য facfa উপাংশ и এবং% এর মানও বিভিন্ন 
হইবে সুতরাং, একটি প্রদত্ত বেগকে অসংখ্য উপায়ে দুইটি উপাংশে বিশ্লেষণ করা 
AE y 
বিশেষ দ্রষ্টব্য : 
«-- f. 90? হইলে, Y 
ОА=и= V COS <; 
Р 7; om 
OB-v- V sin <. 
সুতরাং, প্রদত্ত বেগ oc দ্বারা সুচিত 
ছুইলে, যেখানে তত-৬ এবং উহা OX 
এর সহিত < কোণে নত থাকিলে, ох 
‘বরাবর উহার উপাংশ = v cos < (= ФА); 


OX এর ач বরাবর উহার উপাংশ =v sin < (= әв). 


o Ava X 


—A > 
এইরূপ ক্ষেত্রে, V cos« এবং Vsin« কে ex eov বরাবর эрч উপাংশ 
«Resolved parts) («7 23 1 


25. কোন নির্দিষ্ট দিকে দুইটি বেগের эте উপাংশের বীজগণিতীয় 
যোগফল এ faces উহাদের эз লব্ধ উপাংশের সানি 

মান করি, o বিন্দুস্থ কণাটির উপর যুগপৎ দুইটি বেগ সক্রিয় যাহাদের মান OA 
এবং ов এবং "f& oc দ্বার! wfs, 
যেখানে Ос, সামাস্তরিক оАСВ এর 
একটি কর্ণ। মনে করি, ox একটি 


ана figi ох এর উপর AL BM 
এবং CN "M, এবং পরে CN এর উপরে- 
AD e টানিলাম। 

এখন, ох এর দিকে OA, 08 এবং 
ос এর "ч উপাংশ বথাক্রষে, OL, ом এবং ON. 


"fa বেগ 29: 


যেহেতু, oL--oM—OL-FAD-OL--LN* ON, সুতরাং ох এর দিকে 
ос এবং ов এর «ч উপাংশঘয়ের বীজগণিতীয় যোগফল Q একই দিকে উহাদের 
afaa ач উপাংশের সমান। 

4945: এইভাবে দেখানে! যাইবে £ “কোন নির্দিষ্ট দিকে কতিপয় সমতলীয়- 
বেগের тч উপাংশের বীজগণিতীয় যোগফল এ একই দিকে তাহাদের afe 99 
উপাংশের সমান।* 


2-6. একটি কণার উপর quee সক্রিয় দমভলীয় কভিপর বেগের 
afaa মান ও দিক্‌ নির্ণয় š 

মনে করি, o fem কণাটির উপর যুগপৎ 
Уу, Vase pa সমতলীয় বেগসমূহ সক্রিয়, 


যাহাদের দিক্‌ সমতলে ০%-এর সহিত যথাক্রমে 
dis kai” Xa কোণে 451! মনে করি, 


Ed >» 
ох এর উপর оү লম্ব, এবং প্রদত্ত বেগসমূহের 


afaa মান যাহার দিক Ox এর সহিত 
0 কোণে নত। তাহা হইলে, 
уң COS <: Ёре COS Xs + ** va COS <s = V cos 0 ; 
v4 Sin «4 +s sin 4৪4177717৮5 sin «a = V sin 9৭ 
V= „Дз cos 41) (5: sin <1)°; 
515 sin ч). 


V1 COS X3 


এবং 0-tan 


2-7. দৃষ্টান্তমূলক উদ্দাহরণ : 
উদ্দাহরণ 1. একটি কণার উপর যুগপৎ ঘণ্টায় 3 কিলোমিটার এবং ঘণ্টায় 3/2 


কিলোমিটার বেগ 120° কোণে সক্রিয়। উহাদের mf নির্ণয় কর। 
মনে করি, উহাদের লব্ধি ঘণ্টায় V কিলোমিটার এবং উহ! ques বেগের ficos 
সহিত o কোণে নত। তাঁহা হইলে, 


у? =и*+0° + 2ир cos < বং tan punt EUN 


u-d-v cos < то, 


u=3; v=3/2; <= 120". 


30 গতিবিষ্া 
V? = 3* -- (3/2)? -2x 3x 2x cos 120° 
-9-89/449х(-1/2)-217/4, 


"Ue И-343/2,: 


tnos l5Xsin120 _ (843J4 1 
] З+1'5 хсоѕ 120° 3-3/4 43 


5, 0= 309, 
সুতরাং, নির্ণেয় afaa মান 3 ২/3/2 কিলোমিটার/ঘণ্ট! এবং উহ! u এর দিকের 
সহিত 30° কোণে নত ; অর্থাৎ, > এর দিকের সহিত 90° কোণে নত। 
багаа 2./সেকেণ্ডে 3 সে. মি. এবং সেকেণ্ডে 5 সে. মি, বেগদ্বয়ের afa 
এসেকেণ্ডে 7 সে. মি. হইলে, উহাদের মধ্যবর্তী কোণের পরিমাপ কত? 
মনে-করি, নির্ণেয় মধ্যবর্তী esta < ; তাহা হইলে, 
V*-w*--y*-F2uv cos সুত্রে, 
u=5; v=3; V=7. 
7* 25* --3* 2x 5x3x cos < ; 


91, 49-34-30 cos < ; 
বাঃ cos«-4. 2. <=60. 
সুতরাং, farda কোণ : 60°. 
উদাহরণ 3. একটি কণার উপর যুগপৎ 7 সে. মি./সে. 8 সে. মি/সে, এবং 
13 সে, মি./সে. বিভিন্ন দিকে সক্রিয় থাকিয়া উহাকে দ্বিরাবন্থায় রাখিলে, ক্ষুত্রতর 
বেগঘয়ের মধ্যবর্তী কোণের পরিমাপ কত? 
মনে করি, 7 সে.মি /সে. এবং 8 সে. fi on саяас 5044 কোণের পরিমাপ o 
যেহেতু কণাটি দ্থিরাবস্থায় থাকিবে, হুতরাং যে কোন দুইটি বেগের লন্ধি তৃতীয়টির 
সমান ও বিপরীতমুখী হইবে। তাহা হইলে, 
13* -8* --7* -2x8x7x cos 0 ; * 
বা, 169=113+112 cos 6 ; 
বা, ০০৪ 9=}=c0s 60°. 2. ০০৪৪৯. 
নির্ণে্ উত্তর : Mc 
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উদ্দাহুরণ 4. একটি বিন্দুতে যুগপৎ ক্রিয়াশীল দুইটি বেগ u কি. মি./ঘ. এবং 
» কি. মি./ঘ. এর аа 43» কি. মি./ঘ. এবং উহা! u কি. মি./ঘ. বেগের ficos 
সহিত 30° কোণে নত। দেখাও যে, হয় u= v, অথবা» u= 2৮, 
মনে করি, Ол=и; ০৪-%) Oc-43»; সেখানে ০৪০৪ একটি 
নামাস্তরিক ; এবং mZ 4০০. 30°. 
সুতরাং, AC= oB =s. 
এখন, ত্রিকোণমিতি হইতে, 
০৪-০০/৯+০০৭ 
— 2.0А.0С, cos 30° 
р? =u + 30° 
—2.u. V 3.». V 3/2; 
বা, u*—-3u-2»?20; 
বা, (৮-%)(- 2৮) 0. 
** হয় %-%, অথবা, u—2v ү 
উদ্দাহুরণ 5. 15 কি, মি. বেগকে এমন দুইটি উপাংশে বিশ্লেষণ কর, 
খেন উহার! dé বেগের সহিত 45° এবং 30° কোণে নত)থাকে | 


মনে করি, oc ете বেগকে স্থচিত করে। Y 
তাহা হইলে, oc-15 কি. মি. উহার 
উপাঁংশছয়, u কি. মি./ঘ. এবং v কি. মি./ঘ., 
4 প্রদত্ত বেগের "fes যথাক্রমে 45? এবং 
30? কোণ উৎপন্ন করে। 

মনে করি, oÁ-u; oB-» এখন, 
ОАСВ সামাস্তরিক সম্পূর্ণ করি। তাহা হইলে, 

АС=у; mZAco-30" ; 

^ mZOAC 180? — (30? + 459) ; 
এখন, AOAC হইতে, 


PE Бтр: Ер 15 ; 
sin 30° віп 45° sin (180°—30°—45°) 
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j 15sin30 1542 . 
লিক IS OT V2y2 ; 
= 5 Un ASAD УЕ 
"=n 3-17 1 497 D 
সুতরাং, facfa Stea: ঘণ্টায় 15(J6— J2)2 কি, fu, এবং ঘণ্টায় 
15(43-1) কি, fi. 1 DOS 
উদ্ধাহরণ 6. একটি বিন্দুর উপর একই সমতলে তিনটি বেগ 10 ফু./সে.,. 
20 ফু./সে. ও 30 ফু./সে. পরস্পরের সহিত 120° কোণে ক্রিয়াশীল । উহাদের লক্ষি 


নির্ণয় কর। 


30 ফু./সে. বেগের দিকে ох 
এবং উহার ач দিকে ov লইলাম। 
মনে করি, বেগত্রয়ের mía v scr. 
এবং উহ! 30 ফু./সে. বেগের 
দিকের সহিত, অর্থাৎ ох এর 
সহিত, 9 কোণে নত। তাহা হইলে, 


v cos 6= 30 — 20 sin 30° — 10 sin 30° =15 ; 

V sin 0--0--20 cos 30°— 10 cos 30°= 5 V3. 

`. V* =(15)* +(5 /3)-41043). 

v=10 V3; tan 0= 3" tan" 30°. < 8930. 

স্থতরাং, নির্ণেয় afa: 10/3 ফু./সে. এবং উহ! 30 F/m. বেগের দিকের 
সহিত 30” কোণে নত। 

উদ্দাহরণ 7. একটি কণার উপর যুগপৎ সমতলীয় তিনটি বেগ us ৮, ৮, 
পরস্পরের সহিত <, 8, v কোণে সক্রিয়। দেখাও ৪ \ 
যে, তাহাদের লব্ধির মান ә 

(и? --v* --w*--2uv cos «--2vw cos 8 

+2wu cos y)!'2, 

এখানে, и এবং > এর মধ্যে কোণ <; v এবং 
w এর মধ্যে কোণ В; ш এবং ॥ এর মধ্যে কোণ 
y আছে। c 
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তাহা হইলে, и, 0, 2 এর দিক্‌ ॥ এর দিকের সহিত যথাক্রমে 0০ 2л—у 
কোণ উৎপন্ন করে। সুতরাং, নির্ণয় afaa মান v হইলে, 
v°=Íu cos 0* +> cos < +2 cos (21 — y)? 
*F lu sin 0*4.» sin «+w sin (27—)* 
—(u-Fv cos «+w cos v)*- (v sin «—w sin y)? 
—u^ tv? +u --2uv cos «--2wu cos y 
+2vw(cos < cos y —sin < sin y) 
=u" v? --w* --2uv cos «--2wu cos y -2yw cos(« 4- ») 
=u" +v? +w? +2u cos «--2wu cos y--2vw cos B. 
(` <+B+y=2m. 
у= бсб яая মান 


—(u* +v? +w? 42ир соѕ4 42৮ cos B+2wu cos КЫ I 


. উদ্দাহরণ 8. একটি কণার উপর যুগপৎ একই সমতলে 4 ফু./সে.। ৪ ফু./সে.১ 
12/3 ফু./সে. এবং 16 ফু./সে. বেগ ক্রিয়াশীল। প্রথম ও দ্বিতীয়ের মধ্যবর্তী 
কোণ 60°; দ্বিতীয় ও তৃতীয়ের মধ্যবর্তী কোণ 90°, এবং তৃতীয় ও চতুর্থের মধ্যবর্তী 
কোণ 150° হইলে, উহাদের абая মান ও দিক্‌ নির্ণয় কর। 


4 чыш. বেগের দিকে ох এবং উহার mw দিকে OY লইলাম | মনে করি, 
Боя "fa v x/c. এবং উহা A 
4 ছু/সে, বেগের সহিত, অর্থাৎ, ох 
এর সহিত 0 কোণে а51 তাহা 
হইলে, ৬০০৪৩ 9=প্রদত্ত বেগসমূহের 
ox বরাবর উপাংশের (48 
গণিতীয় যোগফল 

=4+8 соз 60° 
+12 J3 cos 150?--16 cos 300° 

-448 соз 60° 
— 124 3 cos 30° +16 cos 60° 

—448x4-12/3x V 3/2+16X4= - 2; 

fefegi—3 


S4 aferat 
৬9০০ প্রদত্ত বেগসমূহের OY বরাবর উপাংশের বীজগণিতীয় যোগফল 


—4 sin 0°+8 sin 60°+12/3 sin 150? -16 sin 300° 
=0+8 sin 60-12 ,J3 sin 30°—16 sin 60° 


-вх 2-2 4зх1 1-16 43.2 Уз 


০৬৯২ -2)*+2 43742) বা, v=4; 
এবং cós 07 —] ; sin a= /32. Ha 0-120, 


স্থতরাং, নির্ণেয় She 4 C. এবং উহা! প্রথম বেগের দিকের সহিত 
120? কোণে নত। 


উদ্দাহরণ 9. কোন নদীতে স্রোতের বেগ ঘণ্টায়. 2 কি; মি. থাকিলে, এক 
সাতারুর ঘণ্টায় 4 কি. মি. বেগে সাতার কাটিয়া এ নদীর এক তীর হইতে weta 
তীরে লবা তিমুখে পৌছিতে নদীর স্রোতের সহিত তাহাকে কি অতিমুখিতায় সাতার 
কাটিতে হইবে? 


মনে করি, নদীর саг5: 


OL বরাবর 08-22 কি.মি. । 
সাতারুকে (051054 বেগের 


সহিত « কোণে OM বরাবর 
সাতার কাটিতে হইবে, যেখানে 
08-44 কি, মি.; এবং এক তীরের o হইতে অপর তীরে t ঘণ্টায় N এতে পৌছাবে। 
OLNM এবং олов সামস্তরিকদয় সম্পূর্ণ করি। তাহ! হইলে, МН-б 21: 
OM = 4; ZNOL = 90, 


2. sin MON WR/OM = 1 = sin 30°. 


MONTÓO 1.) ০9০১3০০০120» 
সুতরাং, নির্ণের উত্তর £ 120. 
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উদ্দাহরণ 10. নদীতে স্রোত থাকিলে, এক ব্যক্তি fr টানিয়া নদীর enu 
বরাবর যে {їчї সময়ে অতিক্রম করিতে পারে, সেই পরিমাণ দূরত্ব আ্োতের 
অনুকূলে ta সময়ে অতিক্রম করে। fus জলে 81054 বেগ u এবং স্রোতের বেগ 
» হইলে, দেখাও যে, যদি uv হয়, তবে, (1 1 42» ২//+% 2 ир, 
নদীর ম্রোত oL বরাবর; 
ОА-01 08-41: ОАСВ 
সামান্তরিকের oc একটি কর্ণ, 
— 
যেখানে ০৮ এর উপর OC ач! 
তাহা হইলে, ОС= Ju? —v?, 
মনে করি, এ ব্যক্তি t সময়ে 
ey বরাবর d দুরত্ব অতিক্রম 


ক্ষরে। তাহা হইলে, 
Ли —»* xt, =d. ө (1), 
দ্বিতীয় শর্তান্ছদারে, (৮7৮) хі. =. © (2) 


স্থতরাং, (1) এবং (2) হইতে, 
4৮০8 x t; 5 (৮4৮) ৮৫৪ ; 


বা, tı? te= Јар Мио. 


. প্রশ্মমাল। 2 

1. একটি বিন্দুতে যুগপৎ সেকেণ্ডে 6/2 ফুট এবং সেকেণ্ডে 6 ফুট বেগদ্য় 
45° কোণে সক্রিয় থাকিলে, উহাদের afa নির্ণয় কর 1 

2. একটি কণার উপর যুগপৎ 5 সে. মি./সে. এবং 3 সে. মি./সে. বেগদয় 
60° কোণে ক্রিয়াশীল হইলে, উহাদের লক্ধি নির্ণয় কর 1 

3. একটি বিন্দুতে যুগপৎ সেকেণ্ডে 16 সে. মি. এবং সেকেণ্ডে и সে, মি. 
саяң 90° কোণে সক্রিয় হওয়ায়, উহার লন্ধির পরিমাপ সেকেণ্ডে 65 সে, মি. হইল। 
u এর মান কত? 
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4. একই বিন্দুতে পরস্পর লগ্গাভিমুখে দেকেণ্ডে 187 সে. মি. এবং সেকেণ্ডে 
84 সে. মি, বেগদ্বয়ের anfa নির্ণয় কর। 

5. একটি বিন্দুতে যুগপৎ 45° কোণে সক্রিয় দুইটি বেগের afaa মান 
J10 সে, মি./সে.। উহাদের একটির পরিমাপ 4/2 সে. মি./সে. হইলে, অপরটির, 
পরিমাপ কত? 

6. একটি কণার উপর যুগপৎ u ফু./সে. এবং EA QUE < কোণে 
সক্রিয় থাকিলে এবং Gram লব্ধির পরিমাপ os ফু./সে. হইলে, < এর মান 
নির্ণয় কর, যখন : 

() u=4; v=3; w=5; (ü) u-4;»-2:w-247; 
(ii) и=30; v=15; w=40; (iv) и=30; y215;w-45; 
(у) u=40; 2=15 ; w=35. 

7. একটি বিন্দুতে যুগপৎ সেকেণ্ডে а ফুট এবং সেকেণ্ডে 29 ফুট ক্রিয়াশীল 
сїз afa সেকেণ্ডে a ফুট হইলে, বেগদ্বয়েয় মধ্যবর্তী কোণের পরিমাপ কত? 

8. একটি কণার উপর যুগপৎ দুইটি বেগ সেকেণ্ডে 20 সে. মি. এবং সেকেণ্ডে 
10 সে. মি. < কোণে সক্রিয় থাকায় উহাদের аа সেকেণ্ডে 10 /3 সে, মি. 58011 
< এর মান কত? 

9. একটি বিন্দুতে যুগপৎ মিনিটে 542 মিটার এবং মিনিটে 5 মিটার Cures 
< কোণে সক্রিয় । তাহাদের লব্ধির মান মিনিটে 5 মিটার হইলে, < এর মান কত? 

10. একটি বিন্দুতে যুগপৎ ঘণ্টায় 7 কিলোমিটার দক্ষিণাভিমুখে এবং ঘণ্টায় 
3 J2 কিলোমিটার উত্তর-পূর্ববাভিমুখে ক্রিয়াশীল হইলে, তাহাদের লব্ধি কত? 

11. একটি কণার উপর যুগপৎ তিনটি বেগ 3 সে. মি./সে., 7 সে. মি./সে. এবং 
8 সে. মি./সে, ক্রিয়াশীল exui উহাকে স্থিরাবস্থায় রাখিলে, বৃহত্তম ও ক্ষুদ্রতম বেগের 
মধ্যবর্তী কোণের পরিমাপ কত? 

12. 50 ফু./লে, 25 ফু./সে. এবং 21 ফু/সে, তিনটি বেগ যুগপৎ একটি কণার 
উপর ক্রিয়াশীল হইলে উহা কি স্বিরাবন্থায় থাকিতে পারে? 

13. একটি বিন্দুতে সক্রিয় 8 /3 সে. মি./সে. বেগকে এইরূপ দুইটি উপাংশে 
বিক্লেষণ কর, যেন бєй প্রদত্ত বেগের দ্বিকের সহিত উহার বিপরীত পার্শ্বে বথাক্রদে 
30° এবং 60° কোণে নত থাকে। 
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14. মাঠের উইকেট লাইন বরাবর সেকেণ্ডে 90 ফুট বেগে ধাবমান একটি 
ক্রিকেট বলে কিরূপ বেগ প্রয়োগ করিলে উহা er পথের লশ্বাভিমুখে সেকেণ্ডে 120 
ফুট বেগে যাইতে থাকিবে? 

15. মাঠের পূর্ববদিক হইতে সেকেণ্ডে 40/3 ফুট, বেগে একটি ফুটবল আসিতে 
ufum একজন খেলোয়াড় 'ষোজা উত্তর দিকে সেকেণ্ডে 40 ফুট বেগে পা দিয়া 
"আঘাত করিল। বলটি কত বেগে কোন্‌ দিকে যাইতে লাগিল? 

16. পূর্বদিকে ঘণ্টায় 10 মাইল বেগে একটি চলন্ত ট্রামগাড়ী হইতে একটি বল 
এমনভাহব ছুড়িয় দেওয়া হইল যে, 95 উত্তর দিকে একই বেগে চলিতে লাগিল. 
বলটিকে কোন্দিকে এবং কত পরিমাপ বেগে ছুড়িয়া orent হইয়াছিল? 

17. ঘণ্টায় 24 কি. মি. বেগে Без একটি ট্রেণের একজন যাত্রী ট্রেণের গতির 
দিকের সহিত 120° কোণে নত দিকে ঘণ্টায় 48 কি. মি. বেগে একটি বল নিক্ষেপ 
করিল। বলটি কত বেগে কোন্‌ দিকে যাইতে লাগিল? 

18. একটি বিন্দুতে যুগপৎ দুইটি বেগ Зи এবং 2и সক্রিয় এবং উহাদের লব্ধির 
পরিমাপ о; প্রথমটিকে দ্বিগুণ করিলে তাহাদের "fes পরিমাপও দ্বিগুণ হয়। 
বেগদ্ধয়ের মধ্যবর্তী কোণের পরিমাপ কত? 

19. একটি বিন্দুতে দুইটি বেগ u, এবং us পরস্পরের সহিত এমন একটি কোণে 
সক্রিয়, যে তাহাদের লক্ধির পরিমাপ ид ; u, পরিমাপ বেগকে দ্বিগুণ করিলে, প্রমাণ . 
কর যে, নূতন লব্ধিটি us এর тисе সক্রিয় হইবে । ( W. B. H. S. 19611 

20. “একটি বিন্দুতে < কোণে সক্রিয় দুইটি বেগ u এবং % এর লব্ধি v৮; 
(и, ^м)=®. একে পরিমাণ বাড়াইলে, কিন্তু v কে. অপরিবপ্তিত রাখিলে, নূতন 
л u পরিমাপ বেগের দিকের সহিত 012 কোণ উৎপন্ন করিবে”__তাহা দেখাও 1 

21. একটি বিন্দুতে ছুইটি ভিন্ন দিকে যুগপৎ দুইটি বেগ u এবং » সক্রিয় থাকিলে, 
তাহাদের ла! দ্বিতীয় বেগটিকে দ্বিগুণ করিণে, তাহাদের afas ছিগুণ 
হইত, অথবা দ্বিতীয় বেগটি যদি বিপরীত দিকে ক্রিয়া করিত, তাহা হইলেও afa 
দ্বিগুণ হইত। দেখাও যে» 

wiv: w= 425 43: 42. 

22. একটি বিন্দুর উপর যুগপৎ তিনটি বেগ ঘণ্টায় 3 মাইল, ঘণ্টার 2 মাইল 
এবং ঘণ্টায় 4 মাইল যথাক্রমে পূর্বদিকে, উত্তর-পূর্বাদিকে ও উত্তর-পশ্চিমদিকে 
সক্রির। তহাদের লক্ধি বাহির কর। 
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23. একটি বিন্দুর উপর যুগপৎ চারটি বেগ 10 সে. মি./ সে. 6 সে. মি./সে.,- 
8 সে. মি./সে. ও 5 সে. মি./সে. যথাক্রমে পূর্ব, পশ্চিম, উত্তর ও দক্ষিণ দিকে সক্রিয়: 


থাকিলে, উহাদের afa নির্ণয় কর। 


24. একটি বিন্দুর উপর উত্তরদিকে সেকেণ্ডে 15 ফুট ; পূর্ববদিকের উত্তরে 30° 
কোণে সেকেণ্ডে 18 ফুট ) দক্ষিণ দিকের পশ্চিমে 30° কোণে সেকেণ্ডে 18/3 ফুট 
এবং পশ্চিম দিকে সেকেণ্ডে 4 ফুট বেগ যুগপৎ সক্রিয় হইলে, উহাদের ай নির্ণয় কর 1 

25. একটি বিন্দুর উপর যুগপৎ একই মানবিশিষ্ট পাঁচটি বেগ সক্রিয়, যেখানে 
প্রত্যেকটি পূর্ববর্তী বেগের দিকের সহিত 30° কোণে নত এবং প্রথম ও শেষ বেগদ্ধয়ের 
অস্তবর্তী কোণ 120° ; উহাদের afa নির্ণয় কর। [ W. B. Н. S. 1965] 

26. একটি সুষম we cea একটি কৌণিক বিন্দুতে যুগপৎ পাঁচটি বেগ 
2 সে. fajar, J3 সে. মি./সে.১ 5 সে. মি./সে.১» ,/3 সে. মি./সে. এবং 2 সে. মি./সে. 
যথাক্রমে পরপর অপর কৌণিক বিন্দুগুলির দিকে সক্রিয়। উহাদের nfa বাহির কর। 

27. একটি শ্রোতোবিহীন নদীতে এক ব্যক্তি যখন ঘণ্টায় 3 মাইল বেগে 
পূর্বদিকে একটি নৌকা চালাইতেছে, ঠিক সেই সময় ঘণ্টায় 4 মাইল বেগে উত্তর দিকে 
প্রবাহিত বাতাস নৌকার পালে লাগিতেছে। নৌকাটির বেগ কিরূপ হইবে? 

28. মিনিটে 48 গজ বেগে বহমান একটি নদীতে এক সাঁতারু স্রোতের দিকের 
" লদ্বাভিমুখে মিনিটে 64 গজ বেগে সাতার কাটিতেছে। সীতারুর লন্ধিবেগ কত ? 

নদীর গ্রন্থ 200 গজ হইলে, সাঁতারু অপর পারে বিপরীত বিন্দু হইতে কত গজ নীচে 
পৌছিবে এবং ইহাতে তাহার সময় কত লাগিবে? 

29. 990 ফুট চওড়া একটি নদী ঘণ্টায় 2 মাইল বেগে বহিতেছে। এক ব্যক্তি 
উহার এক তীর হইতে অপর তীরের দিকে লম্বভাবে ঘণ্টায় 3 মাইল বেগে নৌকা 
চালাইতে থাকিলে, যাত্রাস্থানের সোজা অপর পার হইতে কতদূরে সে পৌছিবে Р 
ইহাতে তাহার কত সময় লাগিবে? 

30. cate না থাকিলে এক ব্যক্তি সবেগে সাতার কাটিয়া 100 গজ єрєє 
একটি নদী 4 মিনিটে সোজাসুজি পার হইতে পারে; কিন্তু саўе থাকিলে 
সোজান্থজিভাবে Se পার হইতে তাহার 5 মিনিট সময় লাগে। স্রোতের বেগ কত? 

(W.B.H.S. 1961) 

31. 440 ফুট প্রস্থবিশিষ্ট একটি ай ঘণ্টায় 3 মাইল বেগে বহিতেছে। এক 

ব্যক্তি বদি ঘণ্টায় 5 মাইল বেগে তাহার নৌকাটি 515185 পারে, তবে সোজাস্বলি 


afa বেগ 39 


নদী পার হইবার 89 তাহাকে নৌকার মুখ কোন্‌ দিকে রাখিতে হইবে? এইভাবে 
কত সময়ে সে নদী পার হইতে পারিবে? [W.B.H.S. 1960 ; 1969] 

32. একটি নদী সেকেণ্ডে 2 ফুট বেগে বহিতেছে। স্রোতের সহিত লম্বভাবে 
নদীটি পার হইতে হইলে, এক সীতারুকে সেকেণ্ডে 3 ফুট বেগে কোন্‌ দিকে সীতার 
কাটিতে হইবে? নদীটি যদি 100 ফুট চওড়া হয়, তবে উহা পার হইতে তাহার কত 
সময় লাগিবে? [W.B.S.F. 1954] 

33. ঘণ্টায় 5 মাইল বেগে বহমান 176 গজ চওড়া একটি নদী একব্যক্তি ঘণ্টায় 
3 মাইল বেগে সাতার কাটিয়া উহার এক তীর হইতে অপর তীরে যাইতে চাহিল। 
নদীর স্রোতের দিকের সহিত কোন্‌ অভিমুখে সাঁতার কাটিলে সে. অপর. তীরে 
সর্বাপেক্ষা কম সময়ে পৌছিতে পারিবে? এইরূপ.ক্ষেত্রে তাহার কত সময়. লাগিবে 
এবং নদীর স্রোতের দিকে কতদূর সে যাইবে? i 

34. এক ব্যক্তি v বেগে তাহার নৌকা চালাইতে পারে। কোন নদীতে 
আোতের বেগ и হইলে, যেখানে vu, নদীর একপার হইতে অপর পারে সোজাসুজি 
পৌছাইবার ез ও ব্যক্তিকে কোন্‌ দিকে নৌকা চালাইতে হইবে? . কোন্‌ দিকে 
. নৌকা চালাইলে, সব চেয়ে কম সময়ে ওঁ ব্যক্তি নদী পার হইতে পারিবে? এই 


দুই ক্ষেত্রে সময়ের পার্থক্য নির্ণয় কর। (নদীর প্রশস্ত! =). 
[ W. B. H. S. 1963] 


35. (ае না থাকিলে, & গ্রস্থবিশিষ্ট একটি নী এক ব্যক্তি £ সময়ে "welt 
পার হইতে পারে; কিন্ত, স্রোত থাকিলে, এভাবে পার হইতে তাহার £ সময় লাগে, 
যেখানে tt নদীর স্রোতের বেগ নির্ণয় কর। Г W. B. S, Е. 1964 1 

36. একটি নদীতে শোতের Sagor х দৈর্ঘ্যের পথ অতিক্রম করিতে এক 
এক ব্যক্তির г সময় লাগে ; কিন্তু শোতের প্রতিকূলে Q পথ যাইতে তাহার t, 


সময় লাগে। দেখাও যে, স্থির জলে. ব্যক্তির বেগ + 7) এবং স্রোতের 


37. ॥বেগে বহমান একটি নদী দুই ব্যক্তি যথাক্রমে ку এবং y, বেগে সাঁতার 
কাটিয়| পার হইল, যেখানে uc», প্রথম ব্যক্তি ( অতিক্রান্ত পথের দৈর্ঘ্য ক্ষুদ্রতম 
হওয়ার єз) উপযুক্ত অভিমুখে, এবং দ্বিতীয় ব্যক্তি লঘিষ্ঠ সময়ে am পার হইল । 
উভয়েই সমান সময়ে নদীটি পার হইলে, দেখাও যে, v, *-৮৪* =u, 
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38. একটি কণার উপরে যুগপৎ, 2и এবং и, এই দুইটি বেগ সক্রিয় থাকাতে, 


উহাদের লন্ধি w হইল ; এব ॥ ও 2% এর মধ্যবর্তী.কোণের পরিমাপ 9. ` দেখাও যে, 
9330০, 


- Answers ( жә 2) 
£ 6 /5%/@.) 6/2 ফু/সে, এর সহিত tan! (3) কোণে। 2. 7 সে. ASA ; 
5 সে. fü. এর "fes cos (3) কোণে। 8. 63 সে, মি./সে.। 


4, 205 সে. fct: 187 সে. সি/সে. এর সহিত tan) কোণে। 
5. 20. মি/সে.। 6. G) 90; 0) 60? ; (Hi) cos^1(32): 


(у) 0°; (v) 120. 7. 180°. 8. 120০. 
9. 135°. 10. 5 কি. মি/ব.) দক্ষিণ হইতে পূর্বে tan" (9) কোণে। 
11. 120. 12. স্থিরাবস্থায় রাখিতে পারে না। 18. 12 সে.মি./সে.) 


4 43 সে. মি/সে.। 14. 150 т/с, সম্মুখস্থ wicket line এর সঙ্গে 
tan" (É) কোণে 15, 80 ফু./সে.; পশ্চিম হইতে উত্তরে 30° কোণে। 
16, 10 ,/2 মা./ঘ. ; উত্তর-পশ্চিম কোণে। 17. 2443 কি. fN. ; o 
গতির দিকের সহিত 90 কোণে। 18. 120. 22. 429-6 J2 чуч 

453 মা./ব. (প্রায়) ; পূর্ব হইতে উত্তরে гаа! 8(3 V 2+2)=6933'20" эв) ! 
28, 5 সে.. মি/সে.; পূর্ব হইতে উত্তরে tan (2) কোণে। 24 5 о: 
পশ্চিম হইতে দক্ষিণে tan~ (3) কোণে। 25, (2+ УЗуи ; মধ্যম বেগ и এর frc | 
26. 10 সে. মি/সে, ;.বিপরীত..কৌণিক বিন্দুর দ্রকে। 27. 5 44.5 পূব 
হইতে উত্তরে tan-1(4) কোণে । 28. 80 গজ/মি. ; স্রোতের সহিত tan^! (4) 
কোণে; 15098 দূরে  3& মিনিট। 29, 660 ফু, দূরে; 3 মি. 45 সে.। 
80. 15 গজ/মিনিট। 81. লোতের সহিত 90° --tan- (D কোণে; 1 মি, 15 সে.। 
82. সোতের সহিত 90°+sin-1(8) কোণে; 20,5 সে. | / 88. স্রোতের 
লঙ্বাভিমুখে ; 2 মিনিট; 88091 84. স্রোতের সহিত 90 +sin-1l(u/r) 
কোণে; স্রোতের লঙ্বাতিমুখে ; al J(v* —u*) —(a/v). 85. b Jü" tte. 


——— —I. = = 


sem অন্যাস 
আপেক্ষিক বেগ 


( Relative Velocity ) 


3-1. উপস্থাপন। 

একটি ধাবমান রেলগাড়ীর ভিতর ভইতে বাহিরের দিকে তাঁকাইলে মনে হইবে, 
তুই পার্খের গাছগুলি পিছনের দিকে চুটিয়া চলিতেছে; অর্থাৎ, paw রেলগাড়ী 
হইতে মনে হইবে উহার দুই sof গাছগুলি গতিশীল । প্রকৃতপক্ষে, রেলগাড়ী 
সামনের দিকে gia চলিতেছে, এবং গাছগুলি স্থিরভাবে আছে। এইরূপ ক্ষেত্রে, 
sew রেলগাড়ীর সাপেক্ষে গাছগুলির বেগ আছে বলা যাইতে পারে, এবং এই জাতীয় 
বেগকে রেলগাড়ীর সাপেক্ষে গাছের অপেক্ষিক বেগ (Relative Velocity) 
smi হইবে। 

পৃথিবীর উপরিস্থ কোন বস্তু (বা কণা ) উহার সাপেক্ষে স্থির থাকিতে পারে; 
কিন্ত, যেহেতু পৃথিবী হ্র্ধ্ের চারিধারে আবঠন করিতেছে, সুতরাং 7001 সাপেক্ষে 
ক্র বস্তু (বা কণ! ) গতিশীল 1 

দুইটি রেলগাড়ী একই দিকে একই বেগে পাশাপাশি সমাস্বরাঁল রেলপথে চলিতে 
থাকিলে, উহাদের যে কোন একটির একজন যাত্রীর নিকট অপরটির একজন যাত্রীকে 
স্থিরাবস্থায় স্থিত মনে হইবে ; অথচ পৃথিবীর সাপেক্ষে উহাদের উভয়ের গতি আছে। 

erexit, কোন বস্তু ( বা কণ! ) би আছে বলিল, কাহার সাপেক্ষে স্থির আছে? 
অথবা, গতিশীল থাকিলে, কাহার সাপেক্ষে উহ! গতিশীল, অর্থাৎ, অবস্থান পরিবর্তন 
করিতেছে ;— etal জান! দরকার | 

এই পুস্তকে অন্ত কিছু বলা না থাকিলে, পৃথিবী স্থির আছে ধরিয়া পৃথিবীর 
সাপেক্ষে বিভিন্ন বস্তুর গতি আলোচিত হইবে । 


আপেক্ষিক বেগের অংজ্ঞ1 š 

দুইটি «qu: WCG যে কোন একটি হইতে অপরটির প্রতীয়মান 
বেগকে গ্রথমটির সাপেক্ষে দ্বিতীয়টির আপেক্ষিক বেগ বলা হয়। 

দুইটি 48 A এবং ৪ এর মধ্যে А এর সাপেক্ষে paq অবস্থান পরিবর্তনের হারকে 
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A এর সাপেক্ষে в এর আপেক্ষিক বেগ qm হইবে, এবং ইহাকে ভেক্টর for 


Vas ছারা স্থচিত করা! হইবে, যাহার মান Ул. সেইরূপ, в এর সাপেক্ষে А এর 


আপেক্ষিক বেগকে Vas দ্বারা 555 করা হইবে, যাহার মান ৬) এবং 


> -» 
VAB= — Урд. 


নিয়ের чаг লক্ষ্যণীয় : 
দৃষ্টান্ত 1. 


মনে করি, দুই ব্যক্তি A এবং B যখন উভয়ে একই স্থানে ছিল, তখন Q স্থান 
হইতে এ পূর্বদিকে ঘণ্টায় 5 মাইল বেগে সোজাপথে যাইতে থাকিল; কিন্তু ৪ এ 
পূরস্থানে স্থির থাকিল | 

wW- B ын 
А-»::5, - Ар» 5 Аз» 

1 ঘণ্টা পরে, Ах অবস্থানে A আসিলে, Алу =5: মাইল হইবে। 1 ঘণ্টা পরে 
তাহাদের মধ্যে দূরত্ব 5 মাইল» 2 ঘণ্টা পরে তাহাদের মধ্যে দূরত্ব 10 মাইল, 3 ঘণ্টা 
পরে তাহাদের মধ্যে দূরত্ব 15 মাইল, ইত্যাদি, হইবে | এখন ৪ এর নিকট মনে 
হইবে, “л ঘণ্টায় 5 মাইল বেগে পূর্বদিকে যাইতেছে” ; এবং = এর নিকট মনে হইবে, 
“৪ ঘণ্টায় 5 মাইল বেগে পশ্চিম দিকে যাইতেছে ” এইরূপ ক্ষেত্রে, ৪ এর সাপেক্ষে 
A এর আপেক্ষিক বেগ পূধদিকে ঘণ্টায় 5 মাইল, অর্থাৎ, v a= ঘণ্টায় 5 মাইল [এবং 
А এর সাপেক্ষে в এর আপেক্ষিক বেগ পশ্চিম দিকে ঘণ্টায় 5 মাইল) অর্থাৎ, 


৬৪৪ ঘণ্টায় 5 মাইল এবং Vas" — Vg, 

їч? 

মনে করি, একই সময়ে একই স্থান হইতে A ঘণ্টায় 5 মাইল বেগে йг এবং 
в ঘণ্টায় 3 মাইল বেগে পশ্চিমদিকে যাইতে লাগিল | 


w -B 3 -B [3 
বা 146 


A -» 


তাহাদের যাত্রা আরস্তের এক ঘণ্টা পরে, A এবং в এর অবস্থান যথাক্রমে A. 
“বং 81 হইলে, 48২০8 মাইল হইবে। 1 ঘণ্টা পরে তাহাদের মধ্যে দূরত্ব 8. 


আপেক্ষিক বেগ 43: 


মাইল, 2 ঘণ্টা পরে তাহাদের মধ্যে দূরত্ব 16 মাইল, 3 ঘন্টা পরে দূরত্ব 24 মাইল” 
ইত্যাদি, এই হারে হইতে থাকিবে | A এর নিকট মনে হইবে, "e ঘণ্টায় 8 মাইল 
বেগে পশ্চিমদিকে যাইতেছে,” এবং в এর নিকট মনে হইবে, "A ঘণ্টায় 8 মাইল 
বেগে পূর্বদিকে যাইতেছে ।” এইরূপ ক্ষেত্রে, А এর সাপেক্ষে в এর আপেক্ষিক বেগ 
পশ্চিমদিকে ঘণ্টায় 8 মাইল, অর্থাৎ, va, = ঘণ্টায় 8 মাইল এবং তাহা পশ্চিমদিকে ;. 
আবার, B এর সাপেক্ষে A এর আপেক্ষিক বেগ পূর্বদিকে ঘণ্টায় 8 মাইল, অর্থাৎ” 
Vas ঘণ্টায় 8 মাইল এবং তাহা পূর্বদিকে ; এবং Vea = “Үхэ, 

দৃষ্টান্ত 3. 

মনে করি, একই সময়ে একই স্থান হইতে А পূর্বদিকে ঘণ্টায় 5 মাইল বেগে এবঙ 
৪ পূর্বদিকে ঘণ্টায় З মাইল বেগে যাইতে লাগিল। 

B— s B> E 


W aaiae Ul: sc Е NE ০ 
А» 5 Ap 


তাহাদের যাত্রা আরভ্ভের এক ঘণ্টা পরে A এবং B যথাক্রমে A; এবং B. | 
অবস্থানে আসিলে, ВГА, =2 মাইল হইবে। তাহাদের মধ্যে দূরত্ব 1 ঘণ্টা পরে 
2 মাইল, 2 ঘণ্টা পরে 4 মাইল, 3 ঘণ্টা পরে 6 মাইল, ইত্যাদি, এই হারে বাড়িতে 
থাঁকিবে। এখানে, B এর নিকট মনে হইবে,” ঘণ্টায় 2 মাইল বেগে পূর্বদিকে 
যাইতেছে”, এবং А এর নিকট মনে হইবে, “в পশ্চিমদিকে ঘণ্টায় 2 মাইল বেগে 
যাইতেছে ।” এইরূপ ক্ষেত্রে, В এর সাপেক্ষে А এর আপেক্ষিক বেগ পূর্বদিকে ঘণ্টাক্স 
2 মাইল, অর্থাৎ, Vas = ঘণ্টায় 2 মাইল এবং তাহা পূর্বদিকে ; এবং А এর সাপেক্ষে 
ও এর আপেক্ষিক বেগ পশ্চিমদিকে ঘণ্টায় 2 মাইল, অর্থাৎ, Увь- ঘণ্টায় 2 মাইল 
এবং তাহা ЭРЭ СЭ: 
এবং Vsa = — Van 

4. 

মনে করি, একই সময়ে 
একই স্থান о হইতে OL বরাবর 
A ঘণ্টায় 8 মাইল বেগে এবং 
ом বরাবর ৪ ঘণ্টায় 5 মাইল 
বেগে যাইতে লাগিল, যেখানে Дом = 60°. 


44 গাতিবিদ্যা 
তাহাদের যাত্র৷ আরস্তের এক ঘণ্টা পরে A এবং B এর অবস্থান যথাক্রমে A. এবং 
35 হইলে, Ол, =8 মাইল এবং OB; — 5 মাইল হইবে | শ্রবং, তখন, 
AB =оА + 0B; * —2.04,.08,. cos 60° 
—8*45*-2x8x5x1-—49; 
অর্থাৎ, A.B, 7 মাইল | 
আবার, যাত্রার 2 ঘণ্টা পরে, А এবং в এর অবস্থান যথাক্রমে А, এবং ৪9 হইলে, 
OA 716 মাইল এবং 08, — 10 মাইল হইবে, এবং তখন, 
АзВ»*= OA" --0B,* —2 OA; OBa» соз 60° 
716*--10* -2x16x10x 1—196 ; 
অর্থাৎ, лав, = 14 মাইল। 


তাহা হইলে, OA,B, {909 OA, এবং OB, এর মধ্যবিন্দু যথাক্রনে A. এবং 
781 5 সুতরাং, A181 এবং А„в„ পরস্পর সমাস্তরাল | 
এইরূপ ক্ষেত্রে, A এর সাপেক্ষে ৪ এর আপেক্ষিক বেগ ঘণ্টায় 7 মাইল, এবং 


তাহা Ах হইতে ву এর দিকে ; এবং ৪ এর সাপেক্ষে A এর আপেক্ষিক বেগ পণ্টায় 
77 মাইল, এবং তাহ B, হইতে A, এর দিকে | 


3-2. একটি বস্তুর সাপেক্ষে অপর একটি аз: আপেক্ষিক বেগে 
নির্ণয় পদ্ধতি 1 


প্রথমে মনে করা যাক্‌, A এবং ৪ উভয়েই একই и বেগে, AL এবং 9 সমান্তরাল 
গা A м রেখাছয় বরাবর গতিশীল | 

মনে করি, t সময়ে A, 
এতে A এবং B, এতে ৪ 
ч яа | তাহা হইলে, 
АА: =ш = BB, এবং АА, ` 
ও BB, সমাস্তরাল। সুতরাং 
АВ ও А.В, সর্বসম ও সমান্তরাল। এইরূপ ক্ষেত্রে, ॥ এর সাপেক্ষে ৪ এর অবস্থান 
অপরিবর্তিত থাকিবে; অর্থাৎ, А এর সাপেক্ষে ৪ এর আপেক্ষিক বেগ অথবা B এর 
লাপেক্ষে A এর আপেক্ষিক বেগ E হইবে। 


А > Аг» L 


আপেক্ষিক বেগ 45. 


এখন, মনে করা যাক, A এবং B যথাক্রমে u বেগে AL বরাবর এবং › বেগে BM 
বরাবর গতিশীল, যেখানে ॥6= u এবং BD= v. = 


এখন, A «ut ৪ এর প্রত্যেকের উপর একই দিকে একটি করিয়া এইরূপ বেগ' 
প্রয়োগ করা যাক্‌, যাহার মান u এবং যাহা AL এর বিপরীত দিকে ক্রিয়া করিবে L 


চিত্রে, প্রযুক্ত বেগ u, AUS АК বরাবর এবং ETS БЕ বরাবর ক্রিয়াশীল, যেখানে АК 
=u ; BE =u এবং АК ও BE পরস্পর সমাস্তরাল। এক্ষণে, উপরোক্ত আলোচনা 
অনুযায়ী, A এবং B এর উপর একই দিকে সমান মানের বেগ প্রযুক্ত হওয়ায়, তাহাদের: 
আপেক্ষিক বেগের কোন পরিবর্তন হইবে না। এই নূতন বেগ প্রযুক্ত হওয়ার জন্য, A 
স্থিরাবস্থায় থাকিবে, কারণ, এইরূপ ক্ষেত্রে, A এর উপর কেবল একই মানের ছুইটি- 
বেগ বিপরীত দিকে ক্রিয়াশীল | few, তখন B এর উপর যুগপৎ দুইটি বেগ и এবং 


> > 

v যথাক্রমে BE ও вм বরাবর ক্রিয়াশীল, যেখানে BE=u এবং Вб=›. এখন, 
Bero সামান্তরিক সম্পূর্ণ করা যাক্‌। তাহা হইলে, “বেগের সামান্তরিক সুত্র” 
У অনুযায়ী, এই u অবং > এর লন্ধি-বেগের মান BF হইবে এবং তাহা B হইতে F এর. 
দিকে ক্রিয়া করিবে। অর্থাৎ, A এর সাপেক্ষে B এর আপেক্ষিক বেগ ৬৪/-৪7৮ 


এবং তাহা в হইতে F এর দিকে ক্রিয়াশীল। 


মনে কর! যাক্‌, ZEBD—« এবং ZEBr- 0. 


= SECUN. 
তাহা হইলে, ৬০৪86» У u° +y" +2uxv cos < ; 


v sin < 
wv cos < 


9০ (апт! 


স্থতরাং, প্রমাণিত হুইল, 


46 গতিবিস্তা 


“কোন qu a| কণ। A এর সাপেক্ষে অপর একটি বস্তু বা কণা B এর 
আপেক্ষিক বেগ, B এর প্রকৃত বেগ এবং А এর প্রকৃত বেগের সমান 
€ মানে) এবং বিপরীতমুখী বেগের লক্ধি-বেগ 1” 


বিশেষ দ্রষ্টব্য š 


E 


— > > > > 
ভেক্টর (505, AC— V4 ; BD Vs ; BF Урд হইলে, যেখানে, AG m VA =u; 
IBD=Vy=> ; BF = VBA ; 


— — > > > > 
УВА = ВЕ = BE +TEF= BE + BD. 


-» > > E 
—BD-FBE-BD--(— AC). 
x > = 

অর্থাৎ, Vsa Vp Ул» 
> > — 


বা, МАЯУвА” Vp. 
সুতরাং, BN এবং АС সর্বসম ও 
সমান্তরাল হইলে, 


- + > ৯» o 


-> 
Уус AC BN V, ; BD=Vp ; ND=Vpa у এবং BN+ND=BD ; 
> > ৮৯ > > > 
অৰ্থাৎ, VA VBA= Vp; বা, VgA Vp Va 


মন্তব্য (1). যেহেতু, Vg Via Va, স্থতরাং, B এর AFS বেগ= A এর 
AFS বেগ+-॥ এর সাপেক্ষে в এর আপেক্ষিক বেগ, (ভেক্টর যোগফল ) | 


মন্তব্য (2). দুইটি qw A এবং в একই দিকে যথাক্রমে u এবং v বেগে চলিতে 
থাকিলে, A এর সাপেক্ষে в এর আপেক্ষিক বেগের মান ৮-% হইবে, যদি vou 
হয়, এবং তাহা % যেদিকে ক্রিয়াশীল, সেই দিকে ক্রিয়াশীল; কিন্তু, u»v হইলে, 
ইছার মান u—v হইবে এবং তাহা u এর দিকে ক্রিয়াশীল হইবে | 


মন্তব্য (3). যদি দুইটি ww A এবং ৪ বিপরীত দিকে যথাক্রমে u এবং y বেগে 
চলিতে থাকে তবে A এর সাপেক্ষে B এর আপেক্ষিক বেগের মান uy হইবে, এবং 
তাহা v এর face ক্রিয়াশীল হইবে। 
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3-3. আপেক্ষিক বেগ প্রদত্ত হইলে, প্রকৃত বেগ নির্ণয় পদ্ধতি। 
মনে কর! SIX, A এর প্রকৃত বেগ u এবং তাহা АС বরাবর সক্রিয়, এবং A এর 
লাপেক্ষে ৪ এর আপেক্ষিক বেগ Урд যাহা BF বরাবর ক্রিয়াশীল, যেখানে Ac-u 
“এবং BF = Vga 
СА এর সমাস্তরাল 
করিয়া в এর মধ্য দিয়া 
ÑE অঙ্কন করি, যেখানে 
BE ও БҮ এর প্রত্যেকের 
পরিমাপ СА এর সমান; 
| এবং ॥ বেগ যেদিকে 
সক্রিয় তাহার বিপরীত দিকে вє সক্রিয়। তাহা হইলে, БЕ=ц. এখন, ВЕ কে 
একবাছ এবং BE কে একটি কর্ণ ধরিয়া, ВЕРО সামাস্তরিক সম্পূর্ণ করি। যে স্কেলে 
AG-u, সেই স্কেলে BD—» হইলে, B এর প্রকৃত বেগ ৮ হইবে, যাহা BD বরাবর 
ক্রিয়াশীল ; М de Шар ৮ (০9০) এবং A এর প্রকৃত বেগের সমান, 
араа বিপরীতমুখী বেগ (8Е--и) এর "f Урд (586) যাহা A এর সাপেক্ষে в. 


এর আপেক্ষিক বেগ হইবে। 
এক্ষণে, ND অঙ্কন করি। যেহেতু, NB এবং DF সর্বসম ও সমান্তরাল) 
s. NDF একটি সামাস্তরিক, যাহার কর্ণ BD. 


— -» > 
ist, u (=BN) এবং Vaa (=вғ) এর afa v (=вр). 
সুতরাং» A এর প্রকৃত বেগ এবং A 


এর সাপেক্ষে в এর আপেক্ষিক বেগের ME 
fei ৪. এর প্রকৃত বেগ হইবে। 
5-0 বিশেষ দ্রষ্টব্য £ 


ভেক্টর 506, AC VA ; BFS Vg 


> > 


8055Мд, যেখানে Аб=и; BF— Vg. ; Ск. VA А 


| 
| 
| 
> o 
BD-» TH, Уул Ул Via ; অর্থাৎ ৬০. Увд - V4. 
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3-4. নির্দিষ্ট মুহুর্তে দুইটি গতিশীল বস্তুর মধ্যে qu নির্ণয় । 


E — 
মনে করি, দুইটি qu А এবং в যথাক্রমে и বেগে AL বরাবর এবং » বেগে вм 
বরাবর গতিশীল। যদি AG=u এবং BD=>, হয়, তবে এক একক সময় পরে 


তাহাদের মধ্যে দূরত্ব CD হইবে। 


u যে দিকে সক্রিয়, তাহার বিপরীত দিকে СА এর সর্বসম ও সমান্তরাল করিয়া 
BE লই এবং BEFD সামাস্তরিক সম্পূর্ণ করি। 

তাহা হইলে, A এর সাপেক্ষে ৪ এর আপাততুষ্ট পথ ВЕ হইবে এবং এক একক 
সময়ে ৪ হইতে F এতে в আসিয়াছে মনে হইবে। যেহেতু, DF ও СА সর্বসম ও 
সমান্তরাল, অতএব, AF ও CD সবসম ও সমান্তরাল হইবে। তাহা হইলে, এক 
একক সময় পরে A এর সাপেক্ষে В এর দূরত্ব АЕ হইবে, এবং ৪ কে A হইতে AF এর 
দিকে দেখা যাইবে। 

এখন মনে কর! যাক্‌, তাহাদের যাত্রা আরস্তের t সময় পরে, A ও B এর প্ররুর্ত 
অবস্থান যথাক্রমে P ও Q তাহা হইলে, A= АС; BG-LBD, এবং তখন 
তাহাদের মধ্যে দূরত্ব হইবে РО. কিন্ত, <q সাপেক্ষে в এর আপাত পথের উপর 
t সময় পরে в এর অবস্থান R হইলে, BR = t. ВР; এবং তখন তাহাদের দূরত্ব AR 
seu I 

এখন, যেহেতু, ВЕ/ВЕ =; = 80/60, অতএব, QR এবং DF সমান্তরাল ; 
এবং RG = t,FD= t. AG АР, 


আপেক্ষিক বেগে c 49 


সুতরাং, RO ও АР সবসম ও সমান্তরাল । তাহা হইলে, AR ও РО র্বসম ও 
সমান্তরাল ! 

9915, যে কোন মুহূর্তে দুইটি গতিশীল qua মধ্যে প্রকৃত দূরত্ব ও দিক্‌ যথাক্রমে 
যে কোনওটির সাপেক্ষে অপরটির দূরত্ব ও দিকের সমান। 

A এবং B এর মধ্যে দূরত্ব ক্ষুদ্রতম হইবে, যখন А এর সাপেক্ষে в উহার আপাত- 


-» 
দৃষ্ট পথ BF এর এতে আসিবে, যেখানে AN, BF এর উপর 41 | 


3-5. দৃষ্টান্তমূলক উদ্দাহরণ। 

উদ্দাহরণ 1. দুইটি সমান্তরাল রেলপথের একটিতে একটি ট্রেন্‌ ঘণ্টায় 40 কি.মি. 
বেগে ষ্টেশন হইতে B ষ্টেশনের দিকে, এবং অপরটিতে একটি ট্রেন একই সময়ে в 
ষ্টেশন হইতে A ষ্টেশনের দিকে ঘণ্টায় 30 কি. মি. বেগে চলিতে থাকিলে, তাঁহারা 
কখন মিলিত হইবে, যদি ষ্টেশন দুইটির দুরত্ব 175 কিলোমিটার হয়? 

যে কোন একটি сич সাপেক্ষে অপরটির আপেক্ষিক বেগ ঘণ্টায় (404-30) 
কি, মি. অর্থাৎ, ঘণ্টায় 70 কি. মি.। 

স্থতরাং, তাহার! মিলিত হইবে 175/70 wi পরে, অর্থাৎ, 2 ঘণ্টা 30 
মিনিট পরে। 

উদাহরণ 2. দুইটি সমান্তরাল রেলপথের একটিতে 250 মি. দীর্ঘ একটি ট্রেন 
ঘণ্টায় 30 কি, মি. বেগে এবং অপরটিতে 200 মি. দীর্ঘ অপর একটি ট্রেন্‌ ঘণ্টায় 
45 কি মি. বেগে একই দিকে চলিতে থাকিলে, উহার কতক্ষণে পরস্পরকে অতিক্রম 
করিবে? 

যে কোন একটি ট্রেণের সাপেক্ষে অপরটির আপেক্ষিক বেগ ঘণ্টায় (45 — 30) 
কি. সি., অর্থাৎ ঘণ্টায় 15 কি. মি. | 

যে কোন একটির সাপেক্ষে অপর ট্রেন্টি যে সময়ে 200 fu. -- 250 fui, বা, 450 মি. 
‘অর্থাৎ, (450/1000) কি. মি, অতিক্রম করিবে, সেই সময়ে তাহারা পরস্পরকে 
অতিক্রম করিবে। 


_ 450 _ 450x60 
aea, МОй সময় 1505 х 15 1000 х 15:19 
=] মিনিট 48 стт і 


উদ্ধাহরণ 3. একজন সাইকেল আরোহী সোজাপথ বরাবর পশ্চিমদিকে ঘণ্টায় 
8 মাইল বেগে যাইতেছে; এবং একটি মোটরগাড়ী ঘণ্টায় 8%3 মাইল বেগে 
গতিবিস্তা--4 
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উত্তরদিকে চলিতেছে | সাইকেল আরোহীর নিকট মোটর গাড়ীর আপেক্ষিক বেগ 
কিরূপ হইবে? 
মনে করি, সাইকেল আরোহী 


Ow বরাবর পশ্চিম দিকে এবং 


মোটরগাড়ী ом বরাবর উত্তরদিকে 
যাইতেছে । চিত্রে, তম এবং OD 
i যথাক্রমে ০ এর পশ্চিমদিকে এবং 
| 50 ofice অবহিত, যেখানে মত = 

00-48 মাইল) 08-8,/3 
মাইল। оров আয়তক্ষেত্ৰ সম্পূর্ণ করি। তাহ! হইলে, ОС= ,/85-48 ,/3)* মাইল 


=16 মাইল; এবং tan cáp" P4 - „З= tan 60? ; অৰ্থাৎ, / cop = 60°. 


এখন, সাইকেল আরোহীর সাপেক্ষে মোটরগাড়ীর আপেক্ষিক বেগ-মোটরগাড়ীর 
নিজের বেগ উত্তরদিকে ঘণ্টায় 8 43 মাইল «xt পূর্বদিকে ঘণ্টায় 8 মাইল বেগ 


এর লন্ধি-16 মাইল/ঘণ্টা, এবং তাহ! OC বরাবর মনে হইবে? যেখানে ос, "dfi 
হইতে উত্তরদিকে 60" কোণে নত। 

সুতরাং, নির্ণেয় আপেক্ষিক বেগ ঘণ্টায় 16 মাইল» এবং তাহা সাইকেল আরোহীর 
গতির দিকের সহিত 120° কোণে নত থাকিবে 1 

উদ্ধাহরণ 4. ঘণ্টায় 15 কি. মি. বেগে ধাবমান একটি রেলগাড়ীর একজন যাত্রীর 
পাশে স্থিরভূমিতে দণ্ডায়মান এক ব্যক্তি ও গাড়ীর গতির দিকের সহিত 60° কোণে 
ঘণ্টায় 30 কি. মি. বেগে একটি বল 
সমতল বরাবর নিক্ষেপ করিল। 
& যাত্রীর নিকট বলটির গতি 
কিরূপ হইবে? 


মনে করি, রেলগাড়ীটি ох 
বরাবর গতিশীল, এবং বলটি ос 


বরাবর নিক্ষেপ করা হইল, Š 5 
যেখানে, бА=15 কি. fü এবং 06-230 কি. মি.। fs, БООХ 


. 
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=15 কি. А, যেখানে OA এবং OB একই সরলরেখায় o এর বিপরীত পার্শ্বে 
'অবস্থিত। ০৪০০ সামাস্তরিক সম্পূর্ণ করি, এবং উহার কর্ণ OD অঙ্কন করি। তাহা 
হইলে, প্র যাত্রীর নিকট বলটির আপেক্ষিক বেগ মানে ও দিকে OD ছারা wfs 
RAI 
থেহেতু, ОВ =15 কি, মি.» 00-30 কি. fü. এবং £800=120°, 
65° =08*+0С° 4-2.08.0C. cos 120° 
215-30? --2x 15x 30x (—1/2) 
=5% x 3° x 3 (কি. মি. )* ; অৰ্থাৎ, 0D 15 J3 কি, fa. 
এবং ZDOc- 0 হইলে, 
шаг» O8. sin 120 2 15x 4/3/2 Eo е 
GG+OB.cos 120° 30-15х(-1/2) ,/3 
অর্থাৎ 0—30. তাহা হইলে, /00А=90. | 
স্থতরাং, যাত্রীর নিকট বলটির আপেক্ষিক বেগ ঘণ্টায় 15 4/3 কি. fü, এবং 
তাহা রেলগাড়ীর গতির দিকের সহিত লম্বভাবে চলিতে থাকিবে,_ইহা মনে হইবে। 
উদ্নাহরণ 5. এক ব্যক্তি যখন দক্ষিণদিকে ঘণ্টায় 5 কিলোমিটার বেগে 
বাইতেছিল, তখন бач দিকের সহিত উত্তরদিকে 30° কোণে ঘণ্টায় 5 কি. মি. বেগে 
বৃষ্টি পড়িতেছিব)॥ এখন, এ ব্যক্তির নিকট বৃষ্টির আপেক্ষিক বেগ কিরূপ মনে 
হুইতেছিল? 
মনে করি, ব্যক্তি OA 
বরাবর দৃক্ষিণদিকে যাইতে ছিল, 
এবং বৃষ্টি oc বরাবর Gum 
দিকের সহিত উত্তরদিকে 30° 
কোণে পড়িতেছিল, যেখানে, 
оқ=5 কি.মি এবং oc- 
5 কি, মি.। চিত্রে, ОВ, 
o বিন্দুর উত্তরদিকে অবস্থিত, যেখানে ВО =ОА=5 কি, মি. i 
এখন, ০৪০০ সামাস্তরিক সম্পূর্ণ করি, এবং উহার কর্ণ ОБ অঙ্কন করি। 
এখন, 08 06-5 কি. মি. ; Z80c 7 60". 
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সুতরাং, 0D* = 0B? +00" +2.08.0С, cos 60° 
2524:5?42x5x5x1275- (5 43)? বর্গ একক ; 

অর্থাৎ 05-55 /3 fs. মি. 1 
এখন, /вор=0 হইলে, 

tan p= তত ৪48০০. _ 5Xsin60" 

OB--OCcosZBoc 5+5 хсоз 60° 

অর্থাৎ, tan 0=1/ J3=tan 30°. 2. 0=30°. 
wed, ও ব্যক্তির নিকট বৃষ্টির আপেক্ষিক বেগ খণ্টায় 5 /3 কি. fu এবং 


তাহা ор বরাবর পড়িতেছে বলিয়া মনে হইতেছিল, অর্থাৎ, Фич দিকের সহিত 60° 
কোণে উত্তরদিকে পড়িতেছে বলিয়! মনে হইতেছিল | 


উদ্ধাহরণ 6. ঘণ্টায় 6 কি. মি. বেগে অনুভূমিক সরল পথে গতিশীল এক 
ব্যক্তির নিকট মনে হইতেছে বৃষ্টি উল্লশ্বভাবে ঘণ্টায় 6 ,/3 কি. মি. বেগে পড়িতেছে। 
বৃষ্টির প্রকৃত বেগ নির্ণয় কর। 


মনে করি, এ ব্যক্তি ঘণ্টায় 6 কি. মি, বেগে ох বরাবর যাইতেছে, এবং তখন 


ds আপেক্ষিক বেগ 08 বরাবর যেখানে, 
OR-6 কি. মি.) бв=бу3 কি. মি 
এবং Z лов= 90°, 


এখন OACB আয়তক্ষেত্ৰ সম্পূর্ণ করি 
এবং উহার কর্ণ তত 854 করি। তাহা 
হইলে, বৃষ্টির প্রকৃত বেগ মানে ও т GG 
দ্বাঃ! স্চিত হইবে। 

এখন, OC* = ОА" +08? =6*+(6 J3)* - (6x2)? বর্গ একক ; 

অর্থাৎ, 06-12 কি. মি.) «qt Ивос= 0 হইলে, 

- = d = ? : =j 
tan 0 BC/OB 6/3” Уз} অর্থাৎ, 0 3০৮ 

тэ, বৃষ্টির প্রকৃত বেগ ঘণ্টায় 12 কি. fu এবং তাহা Q ব্যক্তির গতির 

দিকের সহিত পিছন হইতে 120” কোণে পড়িতেছে। 
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উদ্বাহ্রণ 7. ঘণ্টায় ৪ মাইল বেগে যখন বায়ু উত্তর দিক হইতে বহিতেছে, 
তখন একজন সাইকেল আরোহীর মনে হইতেছে, উহা! ঘণ্টায় 8 মাইল বেগে পূর্বদিক 
হইতে বহিতেছে। সাইকেল আরোহীর বেগ নির্ণয় কর। 

মনে করি, বায়ু উত্তরদিক হইতে 


OA বরাবর প্রবাহিত, যেখানে 
бА=8 মাইল; এবং সাইকেল 
আরোহীর সাপেক্ষে বায়ুর আপেক্ষিক 


বেগ পূর্বদিক হইতে ос বরাবর 
প্রবাহিত, যেখানে oc-8 মাইল। 
এখন, oAcB সামাস্তরিক সম্পূর্ণ 
করি, যেখানে উহার কর্ণ oc, একটি 
বাহু OA এর সমান হইবে। তাহা 
হুইলে, সাইকেল আরোহীর প্রকৃত 


বেগ মানে ও দিকে во দ্বারা নির্দেশিত হইবে। 
এখন, যেহেতু, 2А00-090, 
‘. 6B: ত*-তম*+ত০*-৪+৪৯, বর্গ একক ; 
অর্থাৎ, 08-8 „/2 মাইল ; এবং /вос=0 হইলে, 
tan 0 ্ভত/তত-তম/তত-৪/৪-1 ; 

অর্থাৎ 0= 45. 

স্থতরাং, সাইকেল আরোহীর ewe বেগ ঘণ্টায় 8 /2 মাইল, এবং তাহা 
ক্ষিণ-পূর্বদিকে 1 

উদাহরণ 8. একজন লোক যখন ঘণ্টায় 8 মাইল বেগে পূর্বদিকে যাইতেছে, 
তখন তাহার মনে হইতেছে, বায়ু উত্তরদিক হইতে আসিতেছে ; কিন্তু যখন দে তাহার 
বেগ беч করে, তখন তাহার মনে হয় যে, বায়ু উত্তর-পূর্ব দিক হইতে আসিতেছে 
বায়ুর প্রকৃত বেগ ও অভিমুখিতা নির্ণয় কর। 

মনে করি, লোকটি পূর্বদিকে ок বরাবর যাইতেছে, যেখানে DAS মাইল; 


এবং বায়ুর আপেক্ষিক বেগ উত্তরদ্িক হইতে ০০ বরাবর বহিতেছে, যেখানে তত 


5৫৮... গতিবিদ্ধা 
দ্বারা উহার মান নির্দেশিত | এখন, ОАВС আয়তক্ষেন্র ЗЭН করি, এবং উহার w 
аний OB অঙ্কন করি। তাহা হইলে; 


০ দ্বারা বায়ুর প্রকৃত বেগ মানে 


08- মাইল / ঘণ্টা এবং 
LBOA=0, 

লোকটি যখন তাহার বেগ. 
দ্বিগুণ করিল, অর্থাৎ, বেগ ঘণ্টায়, 
16 মাইল হইল, তখন OD- 
2хбА=16 মাইল লইয়৷ ০০৪ সামান্তরিক সম্পূর্ণ করি, যাহার কর্ণ OB. 
তাহা হইলে, প্রদত্ত бї, Or দ্বারা মানে ও দিকে বায়ুর নূতন আপেক্ষিক. 
বেগ নির্দেশিত হইবে, এবং Z Foc= 45° হইবে | 

ЗЭЭ, /ADB= ZOFC- 45° ; এবং, তখন, / ABD = 45০ ; 

'. AB-AD-8 মাইল ; 
^ 08'-AB' ОА" -8'8*—(82)* বর্গ একক ; 

অর্থাৎ, 08 =8 /2 মাইল, এবং Z AOB= 45°, অর্থাৎ, 0= 459. 

We, বায়ুর প্রকৃত বেগ ঘণ্টায় 8./2 মাইল, এবং তাহা দৃক্ষিণ-পূর্বদিকে 
প্রবাহিত | 

Brigad 9. একটি ট্রামার ঘণ্টায় ॥ কিলোমিটার বেগে পূর্বদিকে যাইতেছে 
এবং অপর একটি ষ্টীমার পূর্বদিকের সহিত উত্তরভাগে 9 কোণে নত অভিমুখিতায় 
ঘণ্টায় 2и কিলোমিটার বেগে যাইতেছে | প্রথম ষ্টামারের একজন যাত্রীর নিকট, 
দ্বিতীয় ষ্টামারটি উত্তর-পূর্ব দিকে যাইতেছে মনে হইলে, প্রমাণ কর যে, 98 58070. 

মনে করি, প্রথম Na Mert 
ষ্টামারটি পূর্বদিকে ОА 
বরাবর এবং দ্বিতীয় 
Tut: ов বরাবর 
যাইতেছে, যেখানে 
LBOA=0 OA =u $ 
05 = 2u. 


ও দিকে নির্দেশিত হইবে । ধরি 
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এখন বর্ধিত AO হইতে OC লই, যেখানে OC — AO =u ; এবং 909৪ সামাস্তরিক 
সম্পূর্ণ করি, ও 00 কর্ণ অঙ্কন করি। তাহা হইলে, প্রথম মারের সাপেক্ষে দ্বিতীয় 
্টামারের আপেক্ষিক বেগ op দ্বারা মানে ও দিকে সুচিত হইবে । প্রদত্ত শর্তানুসারে, 
4০০৮. 45° асч | 
এখন, 60 ও DB সর্বসম ও সমান্তরাল বলিয়া, DBE =u ; Z 8po= Z Doc 
=90°+45° ; 4008. 45-9, 
তাহা হইলে, ово faga হইতে পাই, 
C DEC OB, cos 
SinZbOB 5їп/ ООВ” 
বা Eb lipase d e PPG কঃ 
? sin (45°—0) sin (90°+45°) ' 
বা, 2 sin (45°—0)= cos 45°; 
বা, cos0—sin 0=7. 
উহাকে বর্গ করিয়া পাই, 
1-sin28—1/4; বা, sin20—3/4 
0= 5 sin"! () 
উদ্দাহুরণণ 10. A জাহাজটি যখন ঘণ্টায় 12 কি. মি. বেগে দক্ষিণ দিকে 
যাইতেছে, ঠিক তখন তাহার 20 কি.মি. দক্ষিণে অবস্থিত в জাহাজটি ঘণ্টায় 16 
কি. মি. বেগে পূর্বদিকে যাইতেছে। তাহাদের মধ্যে দূরত্ব কখন ক্ষুদ্রতম হইবে এবং 


সেই ক্ষুদ্রতম দূরত্বই বা কত হইবে? 


A জাহাজটি Aa বরাবর গতিশীল, যেখানে Аб=12 কি. মি. ; Арнс আয়তক্ষেত্র 


56 গতিবিদ্যা 
সম্পূর্ণ করি, যেখানে, AD-16 fef, এবং АВ এর পশ্চিম দিকে AD অবস্থিত | 
এখান АН অঙ্কন করি। তাহা হইলে, в এর সাপেক্ষে A এর আপেক্ষিক বেগ AH 


হারা মানে ও দিকে নির্দেশিত হইবে। АН এর উপর BN লঙ্গ টানি। তাহা হইলে, 
B এর সাপেক্ষে A যখন N এতে আসিবে, তখন তাহাদের মধ্যে দূরত্ব ক্ষুদ্রতম T, 
এবং তাহা BN হইবে । ধরি, /ван=в. 
এখন, AH*-AC'-J-AD? 
-12*4-16*—400 বর্গ একক ; 
অর্থাৎ, AH = 20 কি. মি,, 
এবং tan 0 = CH/AC— 16/12 = 4/3. 
এখন, যেহেতু, Z ANB 907, 
"^ AN=AB.cos 0—20 কি, মি. x 3/5—12 কি, মি. ; 
এবং BN —28.sin ө —20 কি. মি. x (4/5) 216 কি. মি, | 
এখন t ঘণ্টা পরে তাহাদের দূরত্ব ক্ষুদ্রতম হইলে, 
i AN = AH X t=20 কি. fq. x t 
west, 20 কি. মি.১৫-12 কি. মি.) 
অর্থাৎ, ৫-12/20-3/5 একক | 
সুতরাং, নির্ণে সময় 3/5 ঘণ্টা, বা, 36 মিনিট, 
এবং নির্ণেয় দুরত্ব £ 16 কিমি i 


প্রশ্নমালা 3 


1. দুইটি ষ্টেশন A এবং ৪ এর মধ্যে দূরত্ব 140 ТОД | একটি রেলগাড়ী 
50 কি. মি. বেগে А হইতে в অভিমুখে এবং অপর একটি রেলগাড়ী в হইতে A 
অভিমুখে ঘণ্টায় 20 কি. মি. বেগে একই সময়ে চলিতে আরম্ভ করিলে, কখন এবং 
কোথায় তাহারা মিলিত হইবে? 

2. 250 মিটার ও 300 মিটার দীর্ঘ দুইটি রেলগাড়ী একই দিকে সমান্তরাল 
রেলপথ বরাবর যথাক্রমে ঘণ্টায় 45 কি.মি. ও 34 কি. মি. বেগে চলিতে থাকিলে, 
কতক্ষণের মধ্যে তাহার! পরস্পরকে অতিক্রম করিবে? 
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3. 200 মিটার 300 মিটার দীর্ঘ দুইটি রেলগাড়ী সমান্তরাল রেলপথ বরাবর 
“বিপরীত দিকে যথাক্রমে ঘণ্টায় 45 কি. মি. ও ঘণ্টায় 30 কি. মি, বেগে চলিতে 
থাকিলে, তাহাদের সাক্ষাতের কতক্ষণ পরে একটিকে অপরটি অতিক্রম করিবে? 

4. 200 মিটার ও 250 মিটার দীর্ঘ দুইটি বেলগাড়ী সমান্তরাল রেলপথ বরাবর 
বিভিন্ন সমবেগে একই দিকে চলিতে থাকিলে, তাহারা পরস্পরকে 1 মিনিট 15 
'সেকেণ্ডে অতিক্রম করে; few বিপরীত দিকে চলিতে থাকিলে, তাহাদের 
সাক্ষাতের পর 71 সেকেণ্ড সময়ে একটি অপরটিকে অতিক্রম করে । তাহাদের 
বেগ নির্ণয় কর। 

5. একজন সাইকেল আরোহী ঘণ্টায় 15 মাইল বেগে পূর্বদিকে যাইতেছে এবং 
একটি মোটরগাড়ী উত্তরদিকে ঘণ্টায় 15 মাইল বেগে যাইতেছে। সাইকেল 
আরোহীর নিকট মোটরগাড়ীর আপেক্ষিক বেগ কিরূপ হইবে? 

6. একটি জাহাজ পূর্বদিকে ঘণ্টায় 12 কি মি. বেগে এবং অপর একটি জাহাজ 
উত্তর দিকে ঘণ্টায় 16 কি. মি. বেগে যাইতেছে | প্রথম জাহাজটির সাপেক্ষে 


দ্বিতীয়টির আপেক্ষিক বেগ নির্ণয় কর। (W.B.H.S. 1969] 
7. A এবং B দুইটি বিন্দু পরস্পর সমকোণে যথাক্রমে u এবং y বেগে চলিতেছে | 
A এর পরিপ্রেক্ষিতে৪ এর বেগ নির্ণয় কর। (W.B.H.S. 19611 


8. একটি ষ্টীমার যখন পূর্বদিকে ঘণ্টায় 20 মাইল বেগে যাইতেছিল, তখন TA 
ক্ষিণ-পুবর্ব দিকে ঘণ্টায় 10%দ্ মাইল বেগে বহিতেছিল। а টীমারের একজন 
যাত্রীর নিকট বায়ুর বেগ কিরূপ মনে হইতেছিল 7 

9. একটি মোটরগাড়ী ঘণ্টায় 20 মাইল বেগে পূর্ব দিকে যাইতেছে এবং ঠিক 
তখন একটি ষ্টাম লঞ্চ ঘণ্টায় 15 মাইল বেগে উত্তর-পূর্ব দিকে বাইতেছে। মোটর- 
গাড়ীর সাপেক্ষে Эн লঞ্চটির বেগ নির্ণয় কর 1 [ W. В: Н. S. 1967 1 

10. একটি মোটর গাড়ী যখন সোজা পথ বরাবর ঘণ্টায় 45 মাইল বেগে 
'চলিতেছিল, ঠিক তখন গাড়ীর গতির অভিমুখিতার 60° উন্নত কোণ হইতে এ একই 
বেগে: বৃষ্টি পড়িতেছিল। এ গাড়ীর চালকের নিকট বুষ্টির বেগ কিরূপ মনে 
"হইতেছিল? : 

11. এক ব্যক্তি যখন ঘণ্টায় 6 মাইল বেগে উত্তর দিকে ছুটিতেছিল তখন তাহার 
গতির দিকের সহিত 60০ কোণে হেনিয়| সন্মুখ দিক হইতে 10 মাইল/ঘণ্টা বেগে বৃষ্টি 
-পড়িতেছিল। এ ব্যক্তির সাপেক্ষে বৃষ্টির আপেক্ষিক বেগ নির্ণয় কর! 
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12. ঘণ্টায় 6 মাইল বেগে opi. দিকে গতিশীল এক ব্যক্তির নিকট মনে হুইল, 
বায়ু দক্ষিণ-পশ্চিম দিকে ঘণ্টায় 6 / 3 মাইল বেগে বহিতেছে। বায়ুর প্রকৃত বেগ” 
নির্ণয় কর। 

18. একজন সাইকেল আরোহী যখন ঘণ্টায় 842 মাইল বেগে পশ্চিম দিকে, 
যাইতেছে, তখন তাহার মনে হইতেছে বায়ু উত্তর-পূর্ব দিকে ঘণ্টায় 23 মাইল বেগে 
বহিতেছে। বায়ুর өрә বেগ নির্ণয় কর। 

14. ঘণ্টায় 8 কিলোমিটার বেগে ধাবমান এক ব্যক্তির নিকট মনে হইল, qf 
সন্মুখ দিক হইতে ঘণ্টায় 16 কি, মি. বেগে Eg দিকের সাহিত 30° কোণে হেলিয়া- 
পড়িতেছে। বৃষ্টির প্রকৃত বেগ নির্ণয় কর। 

15. ঘণ্টায় 5/2 কিলোমিটার বেগে যখন বায়ু দক্ষিণ-পশ্চিম দিক্‌ হইতে 
বহিতেছে, তখন একজন মোটর চালকের নিকট মনে হইল, বায়ু উত্তর দিক্‌ হইতে 
ঘণ্টায় 323 কিলোমিটার বেগে বহিতেছে। মোটর গাড়ীর বেগ কত ছিল? 

16. ঘন্টায় 16 কি. মি. বেগে বায়ু উত্তর দিক্‌ হইতে বহিতেছে। একজন; 
সাইকেল আরোহীর নিকট মনে হইল, ইহা উত্তর-পূর্ব দিক্‌ হইতে ঘণ্টায় 16 কি, fü. 
বেগে বৃহিতেছে। এ সাইকেল আরোহীর বেগ নির্ণয় কর। 

17. ছুই ব্যক্তি একই সময়ে একই স্থান হইতে হাটিতে আরম্ভ করিল। একজন 
পশ্চিম দিকে ঘণ্টায় 6 মাইল বেগে এবং অপর জন দক্ষিণ দিকে ঘণ্টায় 6%3 মাইল 
বেগে যাইতে থাকিল। প্রথম ব্যক্তির সাপেক্ষে দ্বিতীয় ব্যক্তির আপেক্ষিক বেগ, 
বাহির কর। 20 মিনিট পরে তাহাদের মধ্যে দূরত্ব কত হইবে? কত সময় পরে, 
তাহাদের মধ্যে দূরত্ব 9 মাইল হইবে? 

18. একটি বৃত্তাকার পথে বিপরীতমুখে দুইটি কণা যথাক্রমে и এবং 2% ভ্রতিতে 
আবর্তন করিতেছে । কোন্‌ দিকে একের সাপেক্ষে অপরের আপেক্ষিক বেগ গরিষ্ঠ 
এবং লঘিষ্ঠ হইবে? তখন আপেক্ষিক বেগের পরিমাপ কত হইবে? 

19. এক ব্যক্তি যখন ঘণ্টায় 8 কি. মি. বেগে পুর্ব দিকে যাইতেছিল, তখন 
তাহার মনে হইল : বায়ু সোজ৷ উত্তর দিক্‌ হইতে বহিতেছে। কিন্তু, যখন সে তাহার 
বেগ @ দিকে feet করিল, তখন তাহার মনে হইল : বায়ু উত্তর-পূর্ব দিক্‌ হইতে 
বহিতেছে। বায়ুর প্রকৃত বেগ বাহির কর। 

20. এক ব্যক্তি যখন ঘণ্টায় 3 কি. মি. হাঁটিতেছে, তখন তাহার নিকট মনে হইল, 
বৃষ্টি উল্লদ্বভাবে পড়িতেছে। কিন্তু সে যখন Q দিকে ঘণ্টায় 6 কি. মি. বেগে হাঁটিতে 
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লাগিল, তখন তাহার মনে হইল, বৃষ্টি তাহার গতিপথের সহিত 45° কোণে হেলিয়া 
পড়িতেছে। বৃষ্টির প্রকৃত বেগ ও দিক নির্ণয় কর। [ W. B. H. S. 1970. ] 
21. ঘণ্টায় 6 মাইল বেগে ধাবমান এক ব্যক্তির নিকট মনে হুইল : বৃষ্টি vu 
ভাবে পড়িতেছে; few সে যখন তাহার বেগ ওঁ দিকে দ্বিগুণ করিল, তখন তাহার মনে৷ 
হইল : বৃষ্টি 45? কোণে হেলিয়! পড়িতেছে। বৃষ্টির প্রকৃত বেগ নির্ণয় কর। 
[ C. 0. P. 1976. ] 
22. ঘণ্টায় 8 মাইল বেগে পূর্বদিকে ধাবমান একটি জাহাজ হইতে মনে হইতেছে» 
বায়ু দক্ষিণ-পূর্ব দিক্‌ হইতে বহিতেছে। আবার, Seafarer ঘণ্টায় 4 মাইল বেগে 
ধাবমান একটি জাহাজ হইতে মনে হইতেছে, বায়ু পশ্চিম দিক্‌ হইতে বহিতেছে L 


© বায়ুর প্রকৃত বেগ ও দিক্‌ নির্ণয় কর। [ W. B. Н. S. 1961 ] 


28. এক সাইকেল আরোহী সমবেগে উত্তর-পূর্ব দিকে যখন যাইতেছিল, তখন 
তাহার মনে হইল £ উত্তর দিক হইতে বায়ু বহিতেছে ; কিন্তু দ্বিগুণ বেগে A দিকে 
চলিতে থাকিলে, তাহার মনে হইল, বায়ু উত্তর দিকের সহিত 15° কোণ হইতে দক্ষিণ- 
পশ্চিম দিকে বহিতেছে । বায়ুর প্রকৃত বেগ নির্ণয় কর। 

24. মধ্যাহ্ন সময়ে একটি জাহাজ A অপর একটি জাহাজ в এর 30 মাইল উত্তরে 
ছিল। ঠিক সেই সময়ে A দক্ষিণ দিকে ঘণ্টায় 20 মাইল বেগে এবং ৪ পূর্বদিকে 
ঘণ্টায় 15 মাইল বেগে যাইতে থাকিলে, কখন তাহারা পরস্পরের খুব নিকটবর্তী 
হইবে? এবং তখন তাহাদের মধ্যে দূরত্ব কত? 

25. কোন এক মুহূর্তে একই উচ্চতায় দুইটি বিমানের দূরত্ব 360 কিলোমিটার' 
ছিল এবং তখন একটি অপরটির পূর্বদিকে ছিল। প্রথম বিমানটি পশ্চিমদিকে ঘণ্টায়। 
300 কি. মি. বেগে এবং দ্বিতীয়টি দক্ষিণ দিকে ঘণ্টায় 225 fe. মি. বেগে 
যাইতেছিল। কত সময় পরে তাহাদের দূরত্ব ক্ষুদ্রতম হইবে? তাহাদের ক্ষুদ্রতম, 
দুরত্ব কত? 

26. (1) এক ব্যক্তি যে মুহূর্তে একজন সাইকেল আরোহীর 3 মাইল পূর্বে অবস্থিত” 
তখন 8 ব্যক্তি পশ্চিম দিকে ঘণ্টায় 5 মাইল বেগে এবং সাইকেল আরোহী 
পূবদিক হইতে 60° কোণে উত্তর দিকে ঘণ্টায় 10 মাইল বেগে যাইতে থাকিল। কথন, 
তাহার! পরস্পরের নিকটতম হইবে ? তাহাদের ক্ষুদ্রতম (448 বা কত? 

Gi) যদি লোকটি পূর্বদিকে 5 মাইল/ঘণ্ট। বেগে যাইত, তাহা হইলে, কি হইত D 


«60 গতিবিদ্ধা। 

27. একটি সাবমেরিণ ঘণ্টায় 15 কি. মি. বেগে পূর্বদিকে যখন যাইতে ছিল, 
তখন তাহার দক্ষিণে 40 কিলোমিটার দুরে অবস্থিত একটি са йн উত্তর দিকের 
‘সহিত 30° কোণে পূর্বদিকে সমবেগে যাইতেছিল 1 ডেষ্টয়ারের বেগ কত থাকিলে, 
উহা সাবমেরিণকে ধ্বংস করিতে পারিবে? 

28. একটি qaia ঘণ্টায় 15 কিলোমিটার বেগে সোজা পূর্বদিকে যখন 
যাইতেছিল, ঠিক তখন তাহার দক্ষিণে 10 কিলোমিটার দূরে একটি ডেষ্রয়ার ছিল; 
ওঁ ডে্টুয়ার কোন্‌ দিকে ঘণ্টায় 30 কি. মি. বেগে চলিলে, উহা аточ সহি 
‘মিলিত হইতে পারিবে? সেইরপ ক্ষেত্রে, কখন মিলিত হইবে? 

29. সোজা রেলপথ বরাবর ঘণ্টায় z মাইল বেগে দ্রুতগামী একটি 555 
রেলগাড়ীকে লক্ষ্য করিয়া এক ব্যক্তি উহার গতির দিকের সহিত 9 কোণে তাহার 
পিস্তল হইতে একটি বুলেট (bullet) নিক্ষেপ করিল। a ফুট দৈর্ঘ্য ও b ফুট 
"প্রন্থবিশিষ্ট একটি কম্পার্টমেণ্টের একটি কোণ দিয়া প্রবেশ করিয়া ঠিক উহার বিপরীত 
কোণ দিয়া বুলেটটি বাহির হইয়া গেলে এবং 6 অতিক্রম করিতে t সেকেণ্ড সময় 
‘লাগিলে, দেখাও যে, t=15(b cot 0 —a)/(22x). 

80. দুইটি কণা, a এবং b ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট সমতলীয় সমকেন্দিক দুইটি বৃত্তপথে 
যথাক্রমে u এবং » সমদ্রতিতে একই অভিমুখে গতিশীল Р এবং а যথাক্রমে 
তাহাদের অবস্থান হইলে, যখন একের সাপেক্ষে অপরের আপেক্ষিক বেগ ৮ ও ০ 
বিন্দু সংযোজক রেখা, বরাবর এবং ৮০০০, যেখানে JARI কেন্দ্র ০, 
‘দেখাও যে, 


=autby, 
COS х vs 


Answers (р | 3) 
* 2 ঘণ্টা পরে ; д হইতে 100 কি, মি. দূরে। 2. 3 মিলিট। 
24 সেকেণ্ড | 4 1188 কি. fü/«$1; 972 কি, «5t i 
. 1542 মাইল/ঘণ্টা। , উত্তর-পশ্চিম কোণের দিকে | 
20 কি. মি./ঘণট| , উত্তর হইতে পশ্চিমদিকে tan71(3/4) কোণে। 
тэтгэн" (ujv) কোণে। 
10 J2 ফাইল/ ঘণ্টা! ; দক্ষিণ পশ্চিম কোণের দিকে | 


> N $ mw ы 
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9. 14168 মাইল/ঘণ্ট! ; পশ্চিম হইতে উত্তর দিকে 4872824 কোণে (প্রায় ) ॥ 

10. 45 43 মাইল/ঘণ্টা ; সন্মুখস্থ 30° উন্নত কোণ হইতে | 

11. 14 মাইল/ঘণ্ট|; সন্মুখন্থ ০০৪-:(11/14) উন্নত কোণ ши I 

12. 6(মাইল/ঘণ্টা 98:54 দিক হইতে | 

18. 17 মাইল/ঘ্টা ; উত্তর হইতে পূর্বদিকে tan-1(7/23) কোণের দিকে | 

14. 843 কি. মি./ঘণ্টা ; Фич দিক হইতে | 

15. 378 কি. মি./ঘণ্টা ; উত্তর হইতে পূর্বদিকে tan-1(15/112) কোণের দিকে р 

16. 12:141 কি, মি./ঘণ্টা (প্রায় ) ; পূর্ব হইতে দক্ষিণদিকে 228” কোণের 
দিকে । 17. 12 মাইল/ঘণ্টা ; দক্ষিণ হইতে পূর্বদিকে 30° কোণের দিকে ; দুরত্ব 
4 মাইল ; 45 মিনিট পরে । 18. গরিষ্মান_ 3и, একত্র অবস্থানকালীন ; 
লঘিষ্ঠ মান=॥, যখন একটি ব্যাসের বিপরীত প্রান্তে উহার! অবস্থিত | 

19. 8 J2 কি. মি./ঘণ্টী ; দক্ষিণ- 

20. 3 4/2 কি. মি./ঘণ্টা ; পিছন দিক হইতে 45” উন্নত কোণে। 

21, 6 J2 মাইল/বণ্টা ; পিছন দিক্‌ হইতে 45° উন্নত কোণে। 

22, 442 মাইল/বণ্টা| ; দক্ষিণ-পশ্চিম কোণ হইতে | 

28. (বায়ুর বেগ )=( 2) (সাইকেলের প্রথম বেগ )) দক্ষিণ হইতে পূর্বদিকে 
30° কোণে। 24. 12557736'.P.M. ; ক্ষুদ্রতম দুরত্ব=18 মাইল। 

25. 4608 মিনিট ; 216 কি. মি.। 26. G) 3 4/21 মাইল ; 103 মিনিট | 

(i) 3 মাইল ; 0 সময় পরে ( অর্থাৎ, প্রদত্ত অবস্থানে )। 

97. 30 কি, মি./ঘণ্টা। 28. উত্তর হইতে পূর্বদিকে 30” কোণে; 

23 মি. 564 সে. পরে। 


=== SANA 


ত্বরণ 
( Acceleration ) 


4-1. (a) ত্বরণ ও ভতৎসংক্রান্ত আলোচন! : 
কোন একটি গতিশীল বস্তু একটি АВ অবকাশে সমবেগে চলিয়া থাকিতে পারে, 
“অথবা, Q অবকাশের প্রত্যেক মুহূর্তে উহার বেগের কেবল পরিমাপের বা, কেবল 
দিকের, অথবা, উভয়েরই পরিবর্তন হইয়! থাকিতে পারে। 
সময়-সাপেক্ষে গতিশীল বস্তু (বা, কণা, বা, বিন্দু) এর বেগের 
পরিবর্তন-হারকে ত্বরণ ( acceleration ) বলে | 
মন্তব্য £ ত্বরণ একটি ভেক্টর রাশি; অর্থাৎ, বেগের in ত্বরণের পরিমাপ এবং 
“দিক উভয়ই আছে। 
(b) সমত্বরণ ( Uniform Acceleration su 
কোন এক নির্দিষ্ট অবকাশের সমান সমান সময়ে (সেই সময় যতই ক্ষুদ্র হউক ন! 
কন) কোন একটি গতিশীল বস্তর বেগের পরিবর্তন-হার সর্বদা সমান হইলে, এবং 
তাহা একই দিকে ক্রিয়া করিলে, ও অবকাশে quz ত্বরণকে সমত্বরণ qm 
RA | | 
মন্তব্যঃ 0) অমবেগে গতিশীল বস্তুর ত্বরণ শুন্য | 
Gi) অসম বেগে গতিশীল বস্তুর ত্বরণ থাঁকিবে। 
(c) মন্দন ( Retardation 33 
সরলরেখা বরাবর গতিশীল qu (বা, কণা, বা, বিন্দু) এর বেগের পাঁরবর্তন 
বলিতে উহার বেগের বৃদ্ধি অথব! эрж বুঝাইতে পারে। সরলরেখায় গতিশীল 
বস্তুর বেগ ক্রমশঃ বৃদ্ধি পাইতে থাকিলে, উহার ত্বরণ ধনাত্মক হইবে; কিন্তু, Sefa 
বেগ ক্রমশঃ হ্রাস পাইতে থাকিলে, উহার ত্বরণ খণাত্মক ছইবে। 
MINES ত্বরণকে মন্দন বল! হয়। খণাত্মক সমত্বরণই সমমন্দন। 
দ্রষ্টব্য £ সমত্বরণকে সাধারণতঃ ‘ দ্বারা সুচিত করা 8:| থাকে। 
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(d). অসম ত্বরণ ( Non-uniform acceleration ) š 

কোন এক নির্দিষ্ট অবকাশে একটি গতিশীল qu ( বা বিন্দু, বা কণ!) এর ত্বরণ 
ব্বদি সমত্বৰণ না হয়, তবে উহা Q অবকাশে অসমত্বরণে চলমান হইবে | 

সুতরাং, কোন এক অবকাশে একটি বস্তু (বাঃ বিন্দু বা, কণ! ), G) সরলরেখার 
wm ক্রুতিতে, অথবা, (i) বক্ররেখায় অসম দ্রুতিতে চলমান হইলে এ অবকাশে 
উহার ত্বরণ অসম ( non-uniform ) হইতে পারে, বা সম ( uniform ) হইতে 
পারে। কিন্তু, (Gü) উহা বক্ররেখায় সমক্রুতিতে চলমান হইলে, উহার ত্বরণ অসম 
4 non-uniform ) হইবে | 

বিশেষ ads : 

(1) সরলরেখায় অসম ভ্রুতিতে একটি বস্তু (9, বিন্দু, বা, কণা) গতিশীল 
হইলে, উহার বেগ ও ত্বরণের ба একই হইবে, যদি ক্রমশঃ উহার বেগ বৃদ্ধি পাইতে 
থাকে ; এবং পরস্পর বিপরীত হইবে, যদি উহার বেগ ক্রমশঃ হাস পাইতে থাকে 1 
дээ, সরলরেখায় একটি গতিশীল বস্তুর (বা, কণার, বাঁ বিন্দুর ) বেগ ও ত্বরণের 
দিক্‌ একই হইলে, উহার ত্বরণ ধনাত্মক ; কিন্ত, এ দিকৃগুলি পরস্পর বিপরীত হইলে, 
ত্বরণ খণাত্মক হইবে। 

(2) বক্ররেখায় অসম ভ্রুতিতে একটি বস্তু (55 বিন্দু, বা, কণা ) চলমান হইলে, 
Sel সমত্বরণ, ( বা সমমন্দন ) অথবা অসম засч গতিশীল হইতে পারে। 

wg: গতিশীল বস্তুর বেগ যে দিকে উহার ত্বরণের দিক্‌ সেইদিকে বা উহার 
“বিপরীত দিকে অথবা অন্ত কোন দিকে থাকিতে পারে। 

(е). ত্বরণ পরিমাপে একক : 

(1) সি. জি. এস্‌. পদ্ধতিতে, ত্বরণের একক : ‘প্রতি সেকেণ্ডে, প্রতি 
সেকেণ্ডে এক সেন্টিমিটার” ; ইহাকে সংক্ষেপে 1 জে. মি./সে.ঃ লেখা হয়। 

(2) «ж. পি. এস্‌. পদ্ধতিতে, ত্বরণের একক ২ “প্রতি সেকেণ্ডে, প্রতি 
€সেকেণ্ডে এক ফুট’; ইহাকে সংক্ষেপে 1ফু./লে.* লেখা 58 | 

ত্বরণের ক্ষেত্রে, ‘প্রতি সেকেণ্ডে কথাটি দুইবার ব্যবহার করার কারণ 
হইতেছে; প্রথম কথাটি (প্রতি সেকেণ্ডে ) বেগের পরিবর্তন г uy 
ব্যবহৃত, এবং দ্বিতীয় কথাটি (প্রতি সেকেণ্ডে ) বেগকে, অর্থাৎ, সরণের পরিবর্তন- 


ছারকে বুঝাইবার 89 1 


« 
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৫). গড় ত্বরণ ও তাহার পরিষাপ : 

একটি নিদ্দিষ্ট অবকাশে একটি গতিশীল বস্তু (বা, কণা, বা, বিন্দু) এর বেগের 
পরিবর্তন ও ওঁ সময়ের অনুপাতকে এ অবকাশে উহার গড় ত্বরণ বলা হইবে 1 

মনে করি, স্রলরেথায় গতিশীল কোন এক বস্তুর জন্তু কোন এক মুহূর্তে উহার 
বেগ и ফু./সে, ছিল । উহার ঠিক t সেকেণ্ড পরে, উহার বেগ v ফু./সে. হইলে, এই 
t সেকেণ্ড অবকাশে বস্তটির গড় ত্বরণ হইবে (v — u)/t ফু./সেকেও্ঃ | 

মনে করি, সংলরেখা বরাবর গতিশীল একটি কণার কোন এক মুহূর্তে 15 সে, 
মি./সে. বেগ ছিল; এবং উহার 5 সেকেণ্ড পরে, উহার বেগ 35 সে. মি./সে. হইল 1 ` 
তাহ! হইলে, এই ‘5 সেকেণ্ড অবকাশে কণাটির গড় ত্বরণ হইবে (35--15)15 | t | 
সে. মি./সে.* ; অর্থাৎ, 4 সে. মি./সে.*। 


(৪). সমত্রণের পরিমাপ : 
- কোন নিৰ্দিষ্ট অবকাশে একটি বস্তু সমত্বরণে গতিশীল হইলে, 9 অবকাশের গড় 
Lore প্রতি মুহূর্তের ত্বরণ হইবে। 
মনে করি, একটি গাড়ী সমত্বরণে সোজাপথে গতিশীল, এবং কোন এক মুহূর্তে 
উহার বেগ ছিল ঘণ্টায় 10 মাইল। ঠিক ইহার 3 মিনিট পরে উহার বেগ হুইল 
ঘণ্টায় 25 মাইল। তাহা হইলে, এই 3 মিনিট অবকাশে, গাড়ীটির গড় ত্বরণ “মিনিটে 
5 Ч1/498 ; বা প্রতি মিনিটে (22/3) ফু/সেকেও। বা, প্রতি সেকেণ্ডে (11190) 
ফু./সে.; অর্থাৎ, 11/90 ফু./সে.* | www, এই ক্ষেত্রে, গাড়ীটির we: 
(11/90) ফু/সে, 
সাধারণভাবে, সরলরেখায় সমত্বরণে গতিশীল বস্তুর বেগ কোন এক মুহূর্তে u এবং 
ইহার t সেকেণ্ড পরে উহার বেগ v হইলে, ইহার as হইবে : (9-1, 


(b) অসম ত্বরণের ক্ষেত্রে, কোন এক মুহুর্তে ইহার পরিমাপ 


“Санг 
অসম ves ক্ষেত্রে, কোন এক নির্দিষ্ট মুহূর্তে ত্বরণের পরিমাপ 


হইবে, “কোন এক অতি ক্ষুদ্র অবকাশের অন্তৰ্গত৷ সেই mé হইলে, дї w 
অবকাশের গড় часча সীমান্থ মান।” i 1 І 
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4-2. ত্বরণের জ্যামিতিক প্রদর্শন (Geometrical representation 
of acceleration). 
(a) মনে করি, একটি কণা ox সরলরেখায় গতিশীল; এবং কোন এক মুহূর্তে 
P এতে উহার বেগ u এবং ইহার একক সময় পরে এতে উহার বেগ v. তাহা 
হইলে, v=u+f (১৮০), 


u v 
^ тте. L2. 
উবে হাহ ECT >С 


মনে করি, নির্ধারিত এককের সাহায্যে AB—u; Аб=и+/; যেখানে, 
BG-f, এবং FG এর সমান্তরাল (বা একই দিকে) AC. ৮৮৯৪ 


3 


Bc-f, এবং একক সময়ে বেগের পরিবর্তন 7 স্তরাং, এখন, BC ভেক্টর 3 


“Ра এর দিকে ত্বরণ f কে সুচিত করিবে। 

(b) মনে করি, একটি 
কণা oPa বক্রপথে 
গতিশীল; এবং কোন এক 
মুহূর্তে উহার али: এবং 
ইহার এক একক সময় পরে 


এখন, PT এর সমান এবং 731937 AB এবং QS এর সমান এবং সমান্তরাল 
— > > > > 23 
নত হইলে, АВ- u; AC= u + হইবে। এখন, БС অঙ্কন করি। 
> — БЭ bd 
যেহেতু, АС- АВ +BC (ভেক্টর চিহ্নে), .. вс=/ RAI 
- Е 
তাহা হইলে, একক সময়ে বেগের পরিবর্তন вс, অর্থাৎ, f হুইবে। quai এখন 


we, we f cs সুচিত করিবে। 
গতিবিগ্া-5 
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43. একটি কণার উপরে যুগপৎ ক্রিয়াশীল দুইটি লমত্বরণের লক্ধি 
নির্ণয় : 

মনে করি, কোন গতিশীল 
কণার উপরে যুগপৎ দুইটি 
সমত্বরণ f, এবং f, যথাক্রমে 
ох এবং ০% বরাবর সক্রিয় 
যেখানে, ZxoY=<; এবং 
কোনও এক মুহূর্তে, 8 কণাটির 


-> 
বেগ ОА, যেখানে ОА=и; 


অপিচ, fis fas u একই এককে প্রকাশিত । 

এখন, олм সামাস্তরিক সম্পূর্ণ করি? যেখানে, 5х এর উপর L এবং 
ত এর উপর M অবস্থিত। তাহা হইলে, OL এবং OM যথাক্রমে OX এবং 
OY বরাবর ОА বেগের উপাংশ হইবে। 

এখন, Lx হইতে টার এবং MY হইতে MN=f, লইয়। оком 
সামান্তরিক সম্পূর্ণ করি, এবং GD অঙ্কন করি। তাহা হইলে, কণাটির em যথন 
u u ছিল, তাহার এক একক সময় পরে উহার বেগ যুগপৎ ক্রিয়াশীল বেগদ্ধয় 0 «xt 
ON এর af হইবে) з এক একক সময় পরে উহার বেগ OD হইবে। 

খন, যেহেতু, পি সক অর্থাৎ OD —OA AD, সুতরাং এক একক 

“WR q পরিবর্তন AD, অর্থাৎ, কণাটির লদ্ধি-ত্বরণ AD হইবে। 

বর্ধিত [ম এবং ৮৯০৯1৩৭7৮৮৫ уй. করিলে, 
Ав=їк=ў, এব এবং AG MN f; হইবে। আবার, m AD=AB-+B D 
=AB+AG (ভেক্টর бе), чэ, АВ এবং AC এর লক্ধি ^D. 

хеп, একটি কণার যুগপৎ দুইটি সমন্বরণ থাকিলে, যাহারা 
মানে ও দিকে একটি সামস্তরিকের দুইটি সঙ্লিহিত বাহু দ্বার! নির্দেশিত, 


তাহা হইলে, এ ত্বরণন্বয়ের লক্ধির মান ও fes Q সঙ্লিহিত айат 
(жя {ЯГ wd দ্বারা নির্দেশিত হইবে। 
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অতএব, AD=7/ ( মানে ) হইলে, 
f= Jf, * T £,* X 2E, cos 5); 


mtan- 1|. fs sin < 
0=tan {ERE}; ( 4вАр= 9). 


mig: 0) €-0 হইলে, f=f,+f,; 
(4) «=r হইলে, f-f,-f,, (£ —£,); 
অথবা, f-f.—fiff; 
(i) «=7/2 হইলে, f= Vf, "+f; ; 
Gv) f,=f, হইলে, Е 2, cos 1 <; 0=1<. 


4-4. লরলরেখায় জমত্বরণে গতিশীল কণার জময়-বেগ লেখ এবং 
জমত্বরণের জ্যামিতিক ব্যাখ্যা i 


মনে করি, সরলরেখায় মমত্বরণ % এতে একটি কণা গতিশীল; এবং t, 
to সময়ে উহার বেগ যথাক্রমে >з, Vas vs. 
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M ES > — 
OX এবং OY কে পরস্পর লম্বভাবে লই, এবং নির্ধারিত এককে ох বরাবর সময় 
2 { 
ও ov বরাবর বেগ নির্দেশ 
করি। মনে করি, GA, 
=t, ; তম৪-৫51 ОА, 


=ts ; এবং АР: Ул) 


А4Р =s ; AsPs Vs ; 
যেখানে, AP 8562 
Aap, এর প্রত্যেকটি ov এর 
সমান্তরাল। এখন, ОХ এর 
সমান্তরাল PaL ও PaM 
অঙ্কন করি) এবং PIP, ও PP, অঙ্কন করি। তাহা হইলে, চর. =, ; 


PaM=ts— ts ; এবং 12575 01 MPs =s 5. 
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এখন, LPs/PXL—(va—vi)(t.—t,)9 একক সময়ে বেগের পরিবর্তন- 
ত্রণ=£.; এবং 725/251/ ল (৮5 —Va)/(to —ta)= একক সময়ে বেগের 
পরিবর্তন -ত্বরণ-7, Ч 

`. EPa]PAL — MPs / Ps M- 

আবার, ZPsLP;— Z Ps MP, =90°. 

991 APs.LP, এবং APs MPs সদৃশ | 

2. LPaPiL= LPPM; অর্থাৎ, Р, PoPa একই সরলরেখায় অবস্থিত | 

স্থতরাং, অরলরেখায় সমত্বরণে গতিশীল কণার সময়-বেগ লেখ একটি 
সরলরেখ!; এবং ৮অক্ষের সহিত উহা! ধনাত্মক সৃন্ষাকোণে নত, (£70). 

মনে করি, এই সরলরেখা ox এর ধনাত্মক দিকের সহিত о কোণ উৎপন্ন করে। 
তাহা হইলে, f=LPa/PiL= tan 0, 
(20). 

ws" পদ্ধতিতে দেখানো! 
যাইবে, সরলরেখার জমমন্দনে 
গতিশীল [কণার সময়-বেগ লেখ 
একটি জরলরেখা, যাহা £-অক্ষের 

в সহিত খণাত্মক সৃক্ষকোণে নত 1. 

4-5. জরলরেখায় জমত্বরণে গতিশীল কণার £ সময়ে অতিক্রান্ত 
দূরত্ব s এর জ্যামিতিক ব্যাখ্যা i 

OX এবং০$ পরস্পর "vele 
অবস্থিত, যেখানে ох বরাবর সময়, 


এবং оү বরাবর বেগ নির্দেশিত 
হইতেছে ।  সরলরেখায় সমত্বরণ 
f এতে গতিশীল কণার সময়-বেগ 
লেখ, AB. মনেকরি, 1: এবং r, 
সময়ে কণাটির বেগ যথাক্রমে & এবং 
v. চিত্রে, 6০৫8 % ÖM=ts; এবং UK= y, এবং Bm, ; যেখানে, UA 
এবং MB, Ov এর সমান্তরাল | এখন Аб ও 08, Ox এর সমান্তরাল «за করি; 
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যেখানে MB এর উপর с এবং বর্ধিত DA এর উপর ০ অবস্থিত 990 v. 
,সমবেগে (5৫2) অবকাশে চলিলে, তখন উহ! মোট দূরত্ব valto- ti) অতিক্রম 
“করিত, যাহ! ALMC আস্মতক্ষেত্রের ক্ষেত্রফলের সমান p আবার, কণীটি v, সমবেগে 
(£,—1.) অবকাশে চলিলে, তখন উহা মোট দুরত্ব ৮৪ (ta —ti) অতিক্রম করিত, 
যাহা DLMB আয়তক্ষেত্রের ক্ষেত্রফলের সমান 1 

মনেকরি, t সময়ে উহার বেগ ৮ এবং চিত্রে ON =t, NP =. 

এখন dt অবকাঁশে কণাটি o সমবেগে চলিলে, ওঁ ক্ষুদ্র অবকাশে উহার! অতিক্রান্ত 
পথের দুরত্ব ( দৈর্ঘ্য ) হইবে v dt. 

`. (ta —t,) অবকাশে কথাটির অতিক্রান্ত পথ 5 হইলে, 

ta 
$= | vdt= ট্রাপিজিয্লাম ALB এর ক্ষেত্রফল | 
t; 


4-6. সরলরেখায় গতিশীল কণার ত্বরণের বৈষ্লেবিক rer i 
মনে করি, একটি жа] ох বরাবর গতিশীল, যেখানে о একটি নির্দিষ্ট বিন্দু। 


ধরা যাক, যে কোন সময় t এতে 7”, 
—— তপ্নব, 
কণাটি P এতে এবং (GHA) О... EBERT. x 


সময়েতে উহা! Q এতে অবস্থিত, 
যেখানে, OP=x ; ба=х+ Дх, (2১৯০) তাহা হইলে, At সময়ে কণীটির 


194: Ра= Ax. 
s. P অবস্থানে কণাটির বেগ 
Ax dx, 
“т PG/At= m XT 


সুতরাং, অবস্থানে কণাটির বেগ ৮ এবং ০ অবস্থানে কণাটির বেগ ॥+ A» 


х, € es (1) 


EIE IE PESE EHE কণাটির ত্বরণ 
= (v T Av) vni A Lt Ava dy, 
ato At ло, At а 
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ett, P অবস্থানে কণাটির ত্বরণ f হইলে, 
8 m Tol (2) 
"fies, যেহেতু v" 
7- ৫৮ d dx) а: 
dt аа! а? 
মাবা ёр. dv, dx | , d", 
jf di dedi fd 
ду. ах dv 
Зар de^ ax Y: 9 


দ্রষ্টব্য £ i: dis এর ধনাত্মক দিক্‌ হইবে, ЯЛ ian; 


47. বক্ররেখায় গতিশীল কণার ত্বরণের বৈশ্লেখিক গ্রকাশ। 

মনে করি, একটি কণা কোন সমতলে АВ বক্রপথে গতিশীল | Q সমতলে 
OX এবং сү লম্বভাবে অবস্থিত এবং উহারা যথাক্রমে LEF ও 9-অক্ষকে স্থচিত 
i ^ করে। মনে করি, যে কোন 
সময় £এতে কণাটি р(х, y) 
এতে এবং (t+ At) সময়েতে 
Sel Q(x-- Ax, y+ Лу) 
এতে অবস্থিত। PL ও GN, 
ох এর উপর m এবং PN, 
ох এর সমান্তরাল টানি; 
( N, aM এর উপরিস্থ ) 1 তাহা 


হইলে, РН- Ax এবং Na = ЛУ. 


А 
Р এতে কণাটির বেগ v এবং উহার উপাংশ Ox ও OY বরাবর যথাক্রমে ve এবং 
Vy হইলে, 
Az dx. 


V= টাল 


/১/৯০ At ас? 


= Ay dy, 
J aoo At dt 


v= моз) / (88) «(Sy s 
এবং ইহার দিক্‌ srra ধনাত্মক দিকের সহিত 0 কোণ উৎপন্ন করিলে, 
tan ЭЭ 71:58 


এখন, মনে করি, Р এতে কণাটির ত্বরণ 7 এবং ০% ও Ov বরাবর ' উহার 
উপাংশ যথাক্রমে f, ও 7৮. তাহা হইলে, 


r= миз) (2) + ($3): 


এবং লক্ধি স্বরণ £-অক্ষের ধনাত্মক দিকের সহিত $ কোণ উৎপন্ন করিলে, 
tan += fif, = 907 Ја, 
4-8. দৃষ্টান্তমূলক 9912141 
উদাহরণ 1. একটি রেলগাড়ী সোজা রেলপথে яхчаса চলাকালে, 15 মিনিটে 
উহার বেগ “ঘণ্টায় 25 মাইল” হইতে বৃদ্ধি পাইয়! “ঘণ্টায় 55 মাইল’ হইল। “গজ- 
সেকেণ্ড-মিনিটে’ উহার ত্বরণ নির্ণয় কর। 
এখানে 15 মিনিটে বেগের মোট পরিবর্তন £ ঘণ্টায় (55-25) মাইল ; অর্থাৎ, 
সেকেণ্ডে 44/3 গজ। 
*, নির্ণে্ ত্বরণ £ মিনিটে ‘44/45 গজ/সেকেণ্ড’ 
бїз 2. সরলরেখায় গতিশীল একটি কণা £ সেকেণ্ডে Q রেখার উপরিস্থ 
একটি নির্দিষ্ট বিন্দু হইতে х সেন্টিমিটার দূরত্ব অতিক্রম করে, যেখানে, 
x—a- bt 4- 3ct?, (a, b, ০৯০), 
a, b, ০ এর অর্থ নির্দেশ কর। 
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G) с=0, অথবা, (i) ০০ হইলে, কণার গতি কিরূপ প্রকৃতির হইবে ? 
t=0 এতে কণাটি কোথায় ছিল? 


এখানে, х= а bt-- 3ct?. © e. (1) 
2 
. аьа; эс. ... 2 (2) 


esit কণাটির ч = c সে. মি./সে.*। 

আবার, t=0 এতে এই এর মান=&,! 

সুতরাং t=0 এতে কণাটির বেগ ছিল £ b সে. মি./সে. |. 

অপিচ, (1) হইতে, t—0 এতে x—a. 

Weit 8-0 এতে কণাটি যে সরলরেখায় গতিশীল, তাহার উপরিস্থ একটি 
নির্দিষ্ট বিন্দু 0 হইতে a সে. মি. দূরত্বে ছিল | 


0) ০০ হইলে, “зо ; অর্থাৎ, কাটি সঘবেগে গতিগীল হইবে । 


(1) ০০ হইলে, 440 ; অর্থাৎ, কণাটি সমঘন্দনে গতিশীল হইবে। 


t=0 এতে, কণাটি যে সরলরেখায় গতিশীল, তাহার উপরিষ্ পূর্বোক্ত নির্দিষ্ট বিন্দু 
О হইতে a সে. মি. দূরত্বে ছিল। 

উদাহরণ 3. সরলরেখায় গতিশীল একটি কণ! যদি £ সেকেণ্ডের সময়ে উহার 
উপারিস্থ একটি নির্দিষ্ট বিন্দু হইতে x ফুট দূরত্বে থাকে, যেখানে (z=5+24t—3t*, 
তবে কণাটি সমত্বরণে, না সমমনদনে, না অসমত্বরণে 'গতিণল? 3 সেকেও পরে 
এবং 5 সেকেণ্ড পরে উহার বেগ কত ছিল এবং তখন উহা কত দূরত্ব অতিক্রম 
করিয়াছিল? কণাটি ТӨП আপিবার পূর্বে কত দুরত্ব অতিক্রম করিয়াছিল ? 

এখানে, z=5+24t — 3t. ө 


(1) 

2 ds - : dA гэ 22 te 
. di 24 БАР 6. (2) 
таң, t এর যে কোন মান (ধনাত্মক ) এর wy 22 এর মান ат এবং 


খণাত্মক, সুতরাং, কণাটি সমমন্দনে গতিশীল ; এবং Q সমমন্দন : 6 ফু./সে.*. 
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t=3 এর ws, 25-24-6х3-6, স্বতরাং, 3 সেকেণ্ড পরে উহার বেগ 


Яа: 6 ফু./সে.। 
যেহেতু, ৫0)এর gg, х=5(; এবং 1-3 এর gg, х=5+24х3-3х9 
750; স্বতরাং, 3 সেকেণ্ডে কণাটি (50-5) ফুট, অর্থাৎ, 45 ফুট, অতিক্রম 
করিয়াছিল। 
dx 


আবার, t=5 এর az 26-24-6১57 -6, এবং 


x25424x5—3x25-50. 
স্বতরাং, 5 সেকেণ্ড পরে কণাটির বিপরীতমুখী বেগ ছিল 6 9/0. ; এবং তখন, 
উহ! (50-5) ফুট, অর্থাৎ, 45 ফুট দূরত্ব (displacenent) অতিক্রম করিয়াছিল। 


যেহেতু, drao, যখন t=4, সুতরাং, 4 সেকেণ্ড পরে কণাটি স্থিরাবস্থায় 


আসিয়াছিল; এবং তখন, উহা (5424Х4-3х16-5) ফুট, অর্থাৎ, 48 ফুট 
দূরত্ব অতিক্রম করিয়াছিল। 

উদ্দাহরণ 4. সরপরেখায় গতিশীল একটি,)কণার ত্বরণ £ সময়ে 8-01565, 
যদি t=0 এতে উহা স্থিরাবন্থায় থাকে, এবং লেই মুহূর্তে কণাটি যেখানে ছিল 
সেইথান হইতে দুরত্ব মাপ| হয়, তবে 10 সেকেণ্ড পরে উহা কত দূরত্ব অতিক্রম করিবে 
এবং তখন উহার বেগ কত হইবে? 

মনে করি, t সময়ে কণাটির অতিক্রান্ত দূরত্ব x ছিল 1! তাহা হইলে, 

d 8-015, e (D 
"rexit, ইহাকে সমাকলন করিয়া পাই, 


কিন্ত, eire শর্তান্ুসারে, ৫০ যখন ৫০0)... Ke0 


dx 1 tS. 155 (2) 


ইহাকে সমাকলন করিয়া পাই, | 


disce loe 
x=4t 80! TC. 
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কিন্তু, ewe শর্তানুসারে, х=0 544:-0, 2. C-0. 
^y" ile n м 
x-4t 80. (8) 


এখন, t= 10 হইলে, 25-30, «2275. 
স্থতরাং, 10 সেকেণ্ড পরে কণাটির বেগ ২ 30 একক এবং raq : 275 একক | 


উদ্ধাহরণ 5. সরলরেখায় সমত্বরণে গতিশীল একটি কণা 2 সেকেণ্ডে, 5 সেকেগ্ডে 
ও 10 সেকেণ্ডে যথাক্রমে 14 সে. fà, 77 সে. মি..ও 3 মি. 2 সে. মি. দূরত্ব অতিক্রম 
করিলে, 6 সেকেণ্ডে উহা কত quw অতিক্রম করিবে এবং তখন উহার বেগ 
কত হইবে? 

মনে করি, কণাটির ত্বরণ £ f সে. মি./সে.* ; এবং যে সরলরেখায় উহা! গতিশীল, 


t সেকেণ্ড পরে তাহার উপরিস্থ একটি নিদ্দিষ্ট বিন্দু ০ হইতে উহা x সে. মি. দূরত্বে 
থাকিবে। 


ЕЖЕ 
às 


ইহাকে সমাকলন করিয়া পাই, 
dx 
dt 


এবং z=a+bt+3fta, 
প্রদত্ত শর্তামুসারে, 
14=a+2b+2f ; 
77=a+5b-+25f/2 ; 
302 = a + 105 --50f. 


ইহাদের সমাধান করিয়া পাই, a=2, b=0, f=6, 


=b+ft; 


=. ал. 15. 841806 
х=24+3:% ; s 6 ; а 6. 


তাহা হইলে, t=6 হইলে, х=110; d 36. 


সুতরাং, নির্ণে় দূরত্ব : 110 সেন্টিমিটার , এবং নির্ণের বেগ 3 26 সে. মি./সে. 


чи 75 


উদ্ধাহরণ 6. সরলরেখায় এমন ভাবে একটি কণা গতিশীল যে, £ সময়ে X 
রেখার উপরিস্থ একটি নিদ্দিষ্ট বিন্দু হইতে উহা s দূরত্বে থাকে, যেখানে 
s*=at* +2bt+c, 
а,Ь,с чт রাশি। দেখাও যে, উহার ত্বরণ 5° এর সহিত ব্যস্ত ভেদে 
থাকিবে। 


এখানে, দেওয়া আছে : 

s? 2at? +2bt+c. р E (1) 
ইহাকে / এর সাপেক্ষে অস্তরকলন করিয়া পর” 

sat +b ба A (2) 


পুনরায় ইহাকে t এর সাপেক্ষে অন্তরকলন করিয়া পাই, 


Si =a Ф টি, (3). 


425 CEA ds at +b\* 
543 = (g) =a sl 5 ) 
аз? —(at+b)* 
s? 
__а(аї* --2bt -c)— (at--b)* _ ac — b*. 
=т= = = 


. Tie ect, অর্থাৎ, dis d 

উদ্দাহরণ 7. বক্ররেখায় গতিশীল একটি কণ! £ সময়ে Po y) এতে অবস্থিত» 
যেখানে, x-acosnt; у=а sin nt. কণাটির বেগ ও ত্বরণের পরিমাপ নির্ণয় 
কর। দেখাও যে, কণাটির পথ একটি 91 


এখানে, x-acosnt; у=а sin nt. E. (1) 
= —an sin nt ; D can cos nt ; ত (2) 
d’ F= —an* cos nt ; “у= тап" sin nt 16 (3) 


= VE (2) гон» (মানে); 
few s) (3) сөн (খেল) 
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সুতরাং, কণাটির বেগ ও ত্বরণের পরিমাপ যথাক্রমে : ап একক এবং an? 
একক | 

এখন, (1) হইতে t অপনয়নঃকরিয়া পাই, ৮*+/৯-৫%, 

2. কণাটির পথের সমীকরণ : хуа", যাহা একটি বৃত্ত । 

Вета 8. সোজাপখে সমত্বরণে দ্রুতগামী একটি রেলগ'ড়ীর আধ মাইল 
খাইতে উহার বেগ ঘণ্টায় 15 মাইল হইতে বেগ ঘণ্টায় 45 মাইল হয়। উহার 
প্রারম্ভিক বেগ 15 মা./ঘ. হইলে, কত সময় পরে উহার বেগ 45 মা./ঘ. হইয়াছিল? 
ইহার কত সময় পরে গাড়ীটির বেগ 60 মা./ঘ. হইবে? 

যেহেতু গাড়ীটি সমত্বরণে গতিশীল, ইহার গতির সময়-বেগ লেখ একটি 

- — -» 
সরলরেখা AC হইবে, যেখানে, OX সময়-স্ছচক অক্ষ এবং OY বেগ-সুচক অক্ষ | চিত্রে, 
ві, бм, উভয়ে OYA সমান্তরাল এবং BN | 14 3 এবং ARI OL; (L, M 
{чн ox এর উপরিস্থ ) 1 

বেগ £ ঘণ্টায় 15 মাইল 

=22 ফু/সে, ; 

(її: ঘণ্টায় 45 মাইল 

=66 ফু./সে, ; 
বেগ £ ঘণ্টায় 60 মাইল 
=88 ফু./সে. ; 
3 মাইল=} 1760 x 38. 
=2640 ফুট 1 
মনে করি, t সেকেগ্ডেতে গাড়ীটির বেগ 66 ফু./সে.; এবং t, সেকেণ্ডেতে 
উহার বেগ 88 ফু./সে. ছিল। 
চিত্রে, oA 722 ফু./সে. ; 
биеэс সেকেণ্ড: te 66 Ja. ; 
OM =. সেকেণ্ড ; мс=88 %./@. 
এখন, | সেকেণ্ডে সরণ 
সুট্রাপিজিয়াম OLBA এর ক্ষেত্রফল 
=} (GA+LB )X OL 
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={ (22466) x t ফুট 
=2640 ফুট, (প্ৰদত্ত শর্তানুসারে ) 1 
`. 44t—2640 ; বা, 1=60. 
Ж 60 সেকেণ্ডে অর্থাৎ এক মিনিটে গাড়ীটির বেগ ঘণ্টায় 60 me 
হইয়াছিল। 
আবার, AABR এবং ABCN সদৃশ বলিয়া, 
AR/BN= RB/NC 
বা, t/(ta —t)=44/22 
বা, 60=2x (tı _60). -. tı =90. 
তাহা হইলে, tı —t=90—60=30. 
স্থতরাং, আরও 30 সেকেণ্ড পরে, গাড়ীর বেগ ঘণ্টায় 60 মাইল RT | 
উদ্দাহরণ 9. সরলরেখায় গতিশীল একটি কণার Q সরলরেখার উপরিস্থ একটি 
বিন্দু о হইতে «দূরত্বে ত্বরণ пех এবং তাহা ০ অভিমুখী A ৮০0 সময়ে ха 
এবং উহার বেগ u থাকে, তবে দেখাও যে, যে কোন সময় £ এতে উহার দূরত্ব 
x হইলে, 


х=а cos nt^ sin nt. . 


প্রদত্ত শর্তাঙ্গসারে, | 

ge AEE 3 e 

дэ nex. (1) 
এখন, (1) হইতে পাই, 


gds d'a = 2924, 


заг ас 
ইহাকে t এর সাপেক্ষে সাকলন করিয়া)পাই, 


(0) 2C-n'x* E শি (2) 
যেহেতু, প্রদত্ত শর্তান্থসারে, 


কণাটির বেগ u যখন xa, 
u* = C-n*a*. 


38 


গতিবিদ্যা 


Sext, 
(5) = nia? -nx гн (57-79), 


যেখানে, k= Ja*-ru*[n*. 


. dx - 
^ d +n (6° — x2). 


dx d 
ч, T MEETS সু" 
ইহাকে সমাকলন করিয়া পাই, 
— Хур 
+соз ; nt— A. 
3 ы ৪ ৬৬ 
vec (০০ z) cos (nt— A) ; 
বা, х=} cos (nt — А). 
“আবার, প্রদত্ত শর্তাম্ুলারে, t=0 এতে x—a. 
`. a=k cos А; (0< A<n/2). 
তখন, (3) এবং (6) হইতে, 
_а®=Ь*соз%А =" — b*sin*A 
-а --u?|[n? — »*sin*A 
3, hsinA-uln (^. 0<А<л/2). 
х=} cos (nt — A) 
=(k cos А) cos nt--(b sin A) sin nt 


=а cos nt? sin nt. 


(3) 
(4) 


(5) 


(6) 


উদ্দাহরণ 10. সরলরেখায় সমত্বরণে গতিশীল একটি কণ| ta, £9, tQ সময় 
পরে A সরলরেখায় উপরিস্থ একটি নি্ি্ট বিন্দু হইতে যথাক্রমে a, b, c দূরত্বে থাকে | 
যদি ti, ta ts А.Р. তে এবং а, b, c, G, P. তে থাকে, তবে প্রমাণ কর যে, 
কণাটির ত্বরণ : 


( Jc— Jay, 
(ta —ti)° 
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মনে করি, ৫০৫৪4; ta mt) 2d ; এবং bar ; ০০৫৮8, 
ыг স্বরণ f (vm) হইলে, এবং t সময়ে এ নিধি বিন্দু হইতে উহার 
qm x হইলে, 


"n + d 
"uV х={+А4+В, аи (2) 
“এখন, প্রদত্ত শর্তাঙ্ছসারে, 
a=}ft,"+At, +B; $i (3) 
b=ar=1]ft,"+At,+B 
-if(t, *d)*-A(t--d-B; eo» (4) 
car! z1ft,* + At, +B 
-1(5--2d)'--A(, +2d)+B. -. (5) 
(3) এবং (4) হইতে পাই, 
a(r-1)- 3f 2t, -- d)d + Ad. e (6) 
(3) এবং (5) হইতে পাই, 
а(*—1)=34/(@,+24)24+2А4. ... (7) 


তখন, (6) এবং (7) হইতে পাই, 
টিন ult Cho tn (8) 


কিন্ত, cca. 22 (еа Је Jaya: ... (9) 
+. (Је Wa)’ fita =t) 


eaim 4 
1. সোজা রেলপথে সমত্বরণে জ্রুতগামী একটি রেলগাড়ীর বেগ 22 সেকেগ্ডে 
15 মা./ঘ, হইতে 60 মা./ব. তে বৃদ্ধি পাইল। “ফুট সেকেণ্ড-সেকেণ্ড' এতে উহার ত্বরণ 
নিৰ্ণয় কর। 
2. সরলরেখায় সমত্বরণে জ্রুতগামী একটি গাড়ীর বেগ আধ ঘণ্টায় 30 মা./ঘ, 
হইতে 6031/4. তে পরিণত হইলে, উহার ত্বরণ “ফুট মিনিট-মিনিট* এতে 
নির্ণয় কর। 
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з. সরলরেখায় একটি কণা সমত্বরণে গতিশিল। ( সময়ের একক এক I oe 
এবং দৈর্ঘ্যের একক এক ফুট হইলে, কণাটির ত্বরণ 42একক হয়। а ত্বরণ “ফুট-মিনিট- 
মিনিট” এককে কত হইবে? 

4 সরলরেখায় একটি কণা সমত্বরণে গতিশীল | সময়ের একক মিনিট এবং 
দৈর্ঘ্যের একক গজ হইলে, কণাটির ত্বরণ 15 একক হয়। “ফুট-সেকেণ্ড"সেকেণ্ড” এতে 
কণাটির ত্বরণ নির্ণয় কর! 

Б. যদি সরলরেথায় গতিশীল একটি কণার। সরণ t ATS х ফুট হয়, যেখানে 
X= 504882, তবে কণাটি কি সমত্বরণে গতিশীল ? 5 সেকেণ্ডের সময়ে কণাটির 
বেগ এবং 5 সেকেণ্ডে উহার সরণ কত ? 

6, সরলরেখায় গতিশীল একটি কণা £ সেকেণ্ডে a সরলরেখার উপরিস্থ একটি 
বিন্দু ০ হইতে z ফুট দূরত্বে থাকিলে, যেখানে, x—2- 3t 4i*, 4 সেকেণ্ড পরে 
о হইতে কত দূরত্বে কণাটি থাকিবে? তখন উহার বেগুও ত্বরণ কত হইবে;? 

1. sumas) বরাবর. গতিশীল একটি কপ! a মরলরেখার। উপরিস্থ একটি 
Реч о হইতে গতি আরস্তের отө পরে < ফুট দূরত্বে থাকে । যদি 
%= 5460430 হয়» তবে 3 সেকেণ্ড পরে উহার বেগ, 4 Кист পরে 'ত্বরণ 
এবং 5 সেকেণ্ডে সরণ কত হইবে? কণাটি কি সমত্বরণে গতিশীল? 

в. সরলরেখায় গতিশীল একটি কণা £ সেকেণ্ড সময়ে 5 সে. মি. দূরত্ব অতিক্রম 
করে, যেখানে, ৩-০%৯+-2৮৪+০৮(৫৯০), দেখাও যে, কণাটি সমত্বরণে গতিশীল 
এবং যে কোন মুহূর্তে উহার ত্বরণ (22) সে. মি./সে.*। 

9. সরলরেখীয় একটি কণা এমনভাবে গতিশীল ka, t সেকেণ্ডে উহা! х সেমি. 
দূরত্ব অতিক্রম করে, যেখানে х=5:—21:*. কণাটি কি সমত্বরণে Ы? 5 
стоте পরে উহার বেগ ও ত্বরণ কত হইবে? 

10. যদি সরলরেখায় গতিশীল, একটি কণ! t সেকেণ্ডে 5 সে. মি, দুরত্ব £ু'অতিক্রম 
করে, যেখানে, 5= 63:— 61" – 05, তবে কণাটি কি সমত্বরণে গতিশীল£?* 2 সেকেণ্ড 
পরে উহার বেগ কত হইবে? байаа আসিবার পূর্বে কণাটি কত দূরত্ব অতিক্রম 

করিবে? 

11. সরলরেখায় গতিশীল একটি কণা! রেখাটির)উপবিস্থ একটি নির্দিষ্ট fano 
হইতে £ সেকেণ্ডে х ফুট দুরে থাকে, যেখানে &= 0204304104. কণাটি 
চলিতে আঁরস্ত করার 5 সেবেণ্ড পরে tus বেগ ও ত্বরণ নির্ণয় কর? 
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এবং যখন কণাটি 50 ফুট দূরত্ব অতিক্রম করে তখন উহার বেগ নির্ণয় কর। 
উহার গতির প্রথম 10 সেকেণ্ড সময়ের গড় বেগ বাহির কর 1 


12. স্থিরাবস্থা হইতে সরলরেখ! বরাবর গতিশীল একটি কণার ত্বরণ t সেকেণ্ডে 


{з sin tory] ছট। সেকেওঃ। 3 সময়ে কণাটি কত c অতিক্রম করিবে! 


18. সরলরেখায়- একটি কণা সমত্বরণে গতিশীল, এবং সময় ও দৈর্ঘ্যের একক 
যথাক্রমে মিনিট ও গজ হইলে, উহার ত্বরণ 150 একক | স্থিরাবস্থা হইতে ЧТ] আরম্ভ 
করিয়া থাকিলে, 16'সেকেণ্ডে কণাটি কত পথ অতিক্রম করিবে? 

[ W. B. H. S. 1967 ] 


14. নির্দিষ্ট বেগে যাত্রা fas করিয়া সরলরেখায় একটি কণ! 6 সে. মি./সে.ঃ 
সমত্বরণে গতিশীল যাত্রার 5 সেকেণ্ড পরে, উহার বেগ 45 সে. মি./সে. হইলে, উহার 
প্রারম্ভিক বেগ কত ছিল? 

15. явлаа গতিশীল একটি কণার £ সেকেগ্ডের সময়ে ত্বরণ  12--0126%. 
1=0 এতে উহার বেগ 95 হইলে» 15 সেকেপ্ডের সময়ে উহার বেগ ও সরণ কত 
হইবে, যদি কণাটি £-0 এতে x=0 এতে থাকে? 

16. সরলরেখায় সমত্বরণে গতিশীল একটি কণ! 0,1,2 সেকেগ্ডেতে  সরলরেখার 
উপরিস্থ একটি নির্দিষ্ট বিন্দু 0 হইতে যথাক্রমে 12 সে. মি,» 19 সে, মি. ও 34 সে. মি. 
দুরত্বে থাকে। 5 সেকেণ্ডে কণাটি।কত পথ অতিক্রম করে? 

17. সরলরেখায় গতিশীল একটি কণা t সেকেণ্ডে s সে. মি. দূরত্ব অতিক্রম করে, 
যেখানে, 

G ( 31°, যখন 0t 1. 
6t, যখন tL 
কণাটির গতি-গ্রককতি আলোচনা কর ; এবং প্রথম 5 সেকেণ্ডের 99 উহার গড় বেগ 
নির্ণয় কর। : 

18. সরলরেখায় গতিশীল একটি কণার £ সেকেণ্ডে অতিক্রান্ত দূরত্ব х সে, মি. 

নিয়োক্ত সমীকরণ ছারা! প্রদত্ত £ 
t? t5, যখন 012, 
x-[ 16t, যখন t»2. 
কণাটির 5085-6568 আলোচনা কর এবং 05 সেকেণ্ডেতে উহার ত্বরণ নির্ণয় কর। 
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19. সরলরেখায় গতিশীল একটি কণ। যাত্রা আরস্তের E সেকেণ্ড পরে Q সরল- 
রেখার উপরিস্থ О বিন্দু হইতে 5 সে. মি. দূরত্বে থাকে, যেখানে, 

s-a-bt4- ct? + dt. 

а,Ь, c, d ধনাত্মক авга হইলে, উহাদের অর্থ নির্দেশ wq 1 

0) 4=0 হইলে, দেখাও যে, v? —b? = 4c(5— a). 

(i) যদি »*—45—5* হয়, তবে দেখাও যে, v! f S 4 

20. সরধরেখায় গতিশীল একটি কণার £ সেকেণ্ডে সরণ х এবং বেগ 
৮ ফু./সে.। যদি = ৫ হয়, তবে দেখাও যে, কণাটি সমত্বরণে গতিণীল। 

21, সরলরেখায় গতিশীল একটি কণ| £ সময়ে Q সরলরেখার উপরিস্থ একটি 
বিন্দু o হইতে 2 TACY থাকে; এবং তখন উহার বেগ v হয়। যদি yt max! pz c 
হয়, যেখানে a, b, c че, তবে দেখাও যে, কণাটির ত্বরণ A হইতে উহার দূরত্বের 
সরলভেদে আছে, যেখানে A বিন্দুটি গতিপথের SAIZ, এবং ০ হইতে bja একক 
পিছনে অবস্থিত। t সময়ে উহার ত্বরণ f হইলে, দেখাও যে, f*-ay*=* — ac. 

22, সরলরেখায় গতিশীল একটি Fit সময়ে ও দূরত্ব অতিক্রম করে, যেখানে, 
tas! +5, (a,b 0), (a, b —#q#) | দেখাও যে, কণাটি 24৮*মনদনে গতিশীল | 


আরও দেখাও যে, t=0 এতে ›=су40 হইলে, J - A 4at. 


38. বক্ররেখায় গতিশীল একটি কণা 1 সময়ে Р(х,у) এতে অবস্থিত হইলে, 
যেখানে, x=a cos ut এবং y=b sinut, কণাটির পথের সমীকরণ বাহির কর ; 
এবং উহার প্রারস্তিক waqta নির্দেশ wq | t=0 সময়ে, Beta বেগ ও ত্বরণ নির্ণর কর। 

24. একটি কণা t সময়েতে Р(х,у) এতে অবস্থিত হইলে, যেখানে 
x-a(2--sin 2t); y-a(l-cos2t) দেখাও যে, কণাটির ত্বরণ wu 
861 কি সমত্বরণে গতিশীল? 

25. একটি কণা %/-সমতলে এমনভাবে ভ্রমণ করে যে, (x, 2) অবস্থানে Ox, 
Oy অক্ষয়ের সমান্তরাল উহার বেগ যথাক্রমে _-% এবং -॥*২, যদি প্রারস্তে 
কণাটি (a, ০) এতে থাকে, তবে দেখাও যে, কণাটির ভ্রমণ পথ একটি erat | 

[C. U. P. 1977] 

26. хулчэр) একটি #4! এমন ভাবে গতিশীল যে, যে কোনও সময়ে, хер 
ও учет সমান্তরাল বরাবর উহার বেগের উপাংশ ক্রবক। দেখাও যে, কণাটি 
সরলরেখায় সমবেগে গতিশীল | 
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যদি যেকোন সময়ে বেগের উপাংশ এ-অক্ষের সমান্তরাল ЧФ few )-অক্ষের 
সমান্তরাল ৪46 হয়, যেখানে g এবং c qz (220), তাহা হইলে, কণাটির ত্বরণ কি 
হইতে পারে? 

27. সোজা রেলপথে সমবেগে ক্রতগামী একটি রেলগাড়ীতে ব্রেক্‌ প্রয়োগ করার 
পর রেলগাড়ীর আধ মাইল যাইতে বেগ ঘণ্টায় 60 মাইল হইতে বেগ ঘণ্টায় 15 মাইল 
হইলে, স্থিরাবদ্থায় আসিবার কত সময় পূর্বে ব্রেক প্রয়োগ কর! হইয়াছিল এবং 


স্থিরাবস্থায় আসিতে গাড়ীটির আর কত সময় লাগিয়াছিল? 
L W. B. Н. S. 1963 1 


28. সরলরেখায় গতিশীল একটি কণার এ রেখার উপরিস্থ একটি বিন্দু 
O হইতে x ae বেগ ॥ A / ==. দেখাও যে, কণাটির ত্বরণ সর্বদা О অভিমুখী 


এবং 0 হইতে দূরত্বের বর্গের ব্যন্ত-সমান্ুপাতিক। 
29. সরলরেখায় গতিশীল একটি কণার Q রেখার উপরিস্থ 0 বিন্দু হইতে 
x দূরত্বে ত্বরণ /-০, (0220), এবং তাহা সর্বদা О অভিমুখী । যদি 0 হইতে c 
অবস্থিত স্থান হইতে কণাটি স্থিরাবস্থায় stal আরম্ভ করে, তবে О হইতে ০/2 
দূরত্বে উহার বেগ কত হইবে T 
80. সরলরেখা বরাবর u বেগ লইয়া যাত্রার t সময় পরে যাত্র স্থান হইতে х 
দূরত্বে একটি কণার বেগ 4০৮) যেখানে а একটি ধনাত্মক ধ্রুবক । প্রমাণ কর যে, 


1 [০৪242 সময় পরে উহার বেগ 2и হইবে এবং Q অবকাশে উহার 
a 1+2и 
14-24, 


1 
অতিক্রান্ত পথের б হইবে ü log ИК 


81, সরলরেখায় গতিশীল একটি কণার ত্বরণ এ халсан উপরিস্থ O বিন্দু 
হইতে x দুরত্বে nx এবং তাহ! O হইতে বহিযু্খী। দেখাও যে, £ সময়ে 
( যখন দুরত্ব х), 


хээд cosh ntP sinh nt, 


xfq ₹=0 এতে х=а এবং PRULT 
32, সরলরেখায় গতিশীল একটি কণার ত্বরণ এ সরলরেখার উপরি O বিন্দু 


হইতে ঈদুরত্ধে ॥*% এবং তাহ। O অভিমুখী fi =a তে উহার প্রক্ষেপ বেগ 
V হয় এবং তাহ! O অভিমুখী হয়, তবে প্রমাণ কর যে, কণাটি O বিন্দুতে আসিবে 


-1 
1 tan па эрд পরে 1 
n y 


84 ч গতিবিদ্যা 
ANSWERS (emata 4) 
1 3 ফুট/সেকেণ্ড* , 2. 88 ফুট/মিনিটএ ; 
2. T ЫГ 
3. 14400 ফু./মি.* ; t gg E/O 5 


б. সমত্বরূপে গতিশীল) G) বেগ-85 ফু./সে. ; (i) 544—225 ফুট। 

6. দূরত্ব=270 ফুট ; বেগ=195 ফু./সে. ; ত্বরণ 96 ফু./সে. ; 

7. বেগল24 ফু./সে.; ত্বরণ=6 ফু./সে.*; 9544-0105 58, সমত্বরণে 
গতিশীল | 9. লমমন্দনে গতিশীল; বেগ. —25 F/A; ত্বরণ. -6ফু./সে.* ; 

10. সঘস্বরণে গতিশীল নহে; বেগ=27 ফু./সে. ; 133—108 ফুট | 

11. 5 সেকেণ্ডেতে (i) বেগ=5 F/A. ; (8) ত্বরণ-0:4 ফু./সে.এ ; 

(ii) 10 সেকেণ্ডেতে (44-57 ফু./সে. ; (iv) গড় বেগ =5 কু,/সে. 

12. (4t-3sint—log(l-))i ফুট । 13. 16 ফুট । 14 15 ফু/সে. 

15. বেগ=45 ফুট/সেকেওড ; সরণ: 50625 ফুট | 16. 115 ফুট) 

17. কণাটি O«t«1l অবকাশে সমত্বরণে ; ৫৯] এর sy ইহা সমবেগে 
গতিশীল ; গড় বেগ=5'4 ся. মি,/সে. 1 

18. কণাটি, 04:৫2 অবকাশে অসম ত্বরণে গতিশীল; few (22 এর জন্য 
ইহা সমবেগে গতিশীল। ত্বরণ-5 সে. মি./সে.৪ | 

19. а= етае দুরত্ব b= প্রারস্তিক বেগ ; ০=প্রারস্তিক ত্বরণের অর্ধেক ; 
а =ч পরিবর্তন-হারের 1 অংশ। 

28. পথের সমীকরণ : */০*+-১%/৮*-] ১ প্রারম্ভিক অবস্থান. (а, ০); 
প্রারম্ভিক বেগ’=৮॥, (মানে) এবং তাহা ус та ধনাত্মক দিকে; প্রারস্ভিক 
9 =аи", (মানে ) এবং তাহা /-অক্ষের খণাত্মক দিকে | 

24. অসম ত্বরণে গতিশীল। 

26, “94-04 একক এবং তাহা )-অক্ষের ধনাত্মক দিকের সমান্তরাল i 

27. 1 মিনিট 4 সেকেণ্ড পূর্বে ব্রেক প্রয়োগ করা হইয়াছিল; আরও 16 সেকেণ্ড 
সময় লাগিবে। 29. বেগ= J2yujc ; এবং তাহা 0 অভিমুখী | 


ien зааж 


সরলরেথায় яхаа গতি 
(Motion in a straight line with uniform acceleration) 


5-1. প্রয়োজনীয় সূত্ৰাবলী ৷ 
f সমত্বরণে সরলরেখায় গতিবিশিষ্ট একটি কণার t অবকাশের প্রারম্ভিক ও 
প্রান্তিক বেগ যথাক্রমে u এবং р ; এবং Q অবকাশে উহার অতিক্রান্ত দূরত্ব s হইলে, 
0) v=u+ft; 
(1) s=ut+ ft": 
(ü) v*-u*-2fs; 
(iv) s. 2u--3fQt- 1). 
প্রমাণ মনে করি, একটি কণ! ০ বিন্দু হইতে যাত্রা আরম্ভ করিয়া উহার 
গতির দিকে f সমন্বরণে ох বরাবর গতিশীল; এবং t সমতেয়ে উহা P এতে 
“অবস্থিত, যেখানে ор” s এবং PCS উহার বেগ=”. 


и v 
ОШ wasy "yer OT Эрс) Л 


তাহা হইলে, t=0 এতে 5-0, এবং তখন উহার বেগ--&, 
d* 
এখন, যে কোন সময় এতে কণাটির বেগ ও ত্বরণ যথাক্রমে © এবং 


=з А? , (1); 
এবং Tief. Ў (2). 
সুতরাং, 0) হইতে, Zat. + e 


উহাকে t এর সাপেক্ষে সমাকলন করিয়া পাই, 
y=ft+ À e (4). 
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এখন, যেহেতু, ₹=0 এতে Dou; 22 Asu 

49 vudft : БЫ, (5). 
আবার, (1) এবং (5) হইতে, 

а ... (6). 
t এর সাপেক্ষে ইহাকে সমাকলন করিয়! পাই, 

৬7০৮১17৯498 . (7). 
এখন, যেহেতু, t=0 এতে, $=0, 2. B=0; 

"^ scut-4-1Hft* 4: (8). 
অপিচ, (2) হইতে আমরা পাই, 

৮৫৮০7 বা, ৮ dy=f ds. 
ইহাকে সমাকলন করিয়া পাই, 

y! 2C 4-2fs 2: (9). 
এখন, যেহেতু, ৫০০0 এতে s=0 এবং =u, 1. Cou, 

"uU v*—u?-L2fs ET (10). 


আবার, 5:=-তম একক সময়ে অতিক্রান্ত পথ । 
t 


t 
= Jv dt = J (u+ft)dt 
t-1 t-1 

4 
“ний teat tun - 4458-1) 
t-1 


^ sus jf(2t- 1) 
বিকল্প পদ্ধতি : 
sem [t সময়ে অতিক্রান্ত পথ] -[(/_1) সময়ে অতিক্রান্ত পথ ] 
=(ut Mie) - ut - 1-4 f(t 0 
—uFif2t- 1). 
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দ্বিতীয় পদ্ধতি £ 2 i 
কণাটি 7 সমত্বরণে গতিবিশিষ্ট বলিয়া, ইহার গতির সময়-বেগ লেখ একটি 
— - 
সরলরেখ। АР হইবে ; যেখানে OX সময়-সৃচক অক্ষ এবং бү বেগ-হুচক অক্ষ | চিত্রে, 


ОА= + АМ” 015553 LP= 7. 
তাহা হইলে, NP—v—u-i অবকাশে 
বেগের পরিবর্তন | 
2, NP/AN=f 3 
অর্থাৎ, (v —u)ft =. 
v-ud ft. e 0 (ü) 
s-AoLP ভ্রীপিভিয়ামের 
са = CACLN- AANP. 
"o s=ut+1ft°. et (ii) 
no v’=(u+ ft)" 
=u’ 4 2uft - f*t* 
eu! + 2flut Mt) ; 
বা, v?-u*-2fs. © (iii) 
আবার, s (ut -3ft*) - ut — D+- 1”! 
=u+3f(2t-1). E (iv) 
বিশেষ দ্রষ্টব্য £ f সমমন্দনে সরলরেখায় কণাটি গতিশীল হইলে, এবং 
অবকাশ উহার প্রারস্তিক ও প্রান্তিক বেগ যথাক্রমে u ও v এবং দূরত্ব $ হইলে, 
(i) v=u- ft; 
(ii) s- ut —4ft? А 
(1) »*—-u*-2fs; 
(iv) s—u-3Af(2t-1). 
5-2. 1 সমত্বরণে সরলরেখায় গতিবিশি্ট এক্টটি কণার t অবকাঁশের প্রারন্তিক 
ও «бү বেগ যথাক্রমে u এবং % এবং এ অবকাশে কণাটির অতিক্রান্ত পথ ও এবং 


গড় বেগ V হইলে, 
V=1(u+v)=u+išft. 


88 গতিবিদ্া| 


4 == ut+1ft° 
প্রমাণ £ এখানে, V 1 : 


зөрөөд ЕН 


ШЕ үүл, 


WT: সংজ্ঞান্সসারে, ৪_ গোড়বেগ)» эги! 
এখন, 31 = অবকাশে গড়বেগ-&(/+-/), 
$—3(u4 v) xt. 


মন্তব্য £ $= 0—1) সময়েতে বেগ+/ সময়েতে саярх 1 


=) иу 
7 ud 3f(2t —1). 


বিকল্প পদ্ধতিঃ у সমত্বরণবিশিষ্ট গতির সময়-বেগ লেখ АВ সরলরেখা, 


\ যেখানে бА=и; Np—v; ON=t. 
এখন, s=aonP ট্রাপিজিয়ামের ক্ষেত্রফল 
: T L MOX NP) x ON 
= (ифо) xt. 


কিন্তু, s= বেগ х সময় | 
(9) ft> 


5-3. witwwere উদাহরণ : 
Briza 1. 4 সে. মি./সেকেও সমত্বরণে সরলরেখায় গতিশীল একটি কণার 


প্রান্তিক বেগ 2 সে. মি./সেকেণ্ড fen) কত সময় পরে কণাটি 60 সে, মি. পথ 
অতিক্রম করিবে? k 


মনে করি, নির্ণেয় সময় c সেকেণ্ড | 
এখন, $= ці Aft? ш 5760; u-2; f=4 
60—2t--1$x 4x1? 
বা, 4644-30-00, 
বা, (-5)(t+6)=0 
1-5, Ч, —6 


V =s] বেগ =; =Y(u+» 
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কিন্ত, যেহেতু, সময় কখনও খণাত্মক হইতে পারে না, 
2. নির্ণেয় উত্তর : 5 সেকেণ্ড । 
উদ্দাহরণ 2. সরলরেথায় সমত্বরণে গতিশীল একটি কণা নির্দিষ্ট বেগে যাত্রা 
আরম্ভ করিয়া 4 সেকেণ্ডে 84 সে. মি. পথ অতিক্রম করিল। ইহার পর কণাটি 
সমবেগে চলিতে থাকিয়া পরবর্তী 4 সেকেণ্ডে 108 সে, মি, পথ অতিক্রম করিল। 
কণাটির প্রারম্ভিক বেগ ও ত্বরণ নির্ণয় কর। 
মনে করি, কণাটির প্রারম্ভিক বেগ=এ সে. মি./সে. ; ত্বরণ =} সে. jan ? | 
তাহা হইলে, প্রথম 4 সেকেণ্ডের জন্য, s=ut+ 4f? wta, s=84 ; t=4. 
2. 84=4u+1fx<16; 
বা, u+2f=21. .. t (1) 
এখন, 4 সেকেণ্ড পরে কণাটির বেগ-%+- 4f, 
স্থতরাং, পরবর্তী 4 সেকেণ্ডের 59, 
108- (4447) % 4; 
বা, u+4f=27 ` «i 
এখন, (1) এবং (2) হইতে পাই £ /=3; ц=15, 
^. নিৰ্ণেয় প্রারম্ভিক বেগ=15 সে, মি,/সে. ; 
এবং чя{:==3 সে. মি /ся ° | 
উদাহরণ 3. সরলরেখায় সমত্বরণে গতিশীল একটি কণা 11-54 ও 15-তম 
সেকেণ্ডে যথাক্রমে 720 সে. মি. এবং 960 সে. মি. পথ অতিক্রম করে। যাত্রা 
whaea পর কণাটি যখন 1200 সে. মি, পথ অতিক্রম করিবে, তখন উঠার eet 
কত হইবে, এবং কখন হইবে? 
মনে করি, কণাটির প্রারম্ভিক са =u সে. মি./সে. ; 
এবং 89 f সে. মি./সে.* । 
তাহা হইলে, s — u-- 3t —1) হুতৱের সাহায্যে পাই : 
720. 11-তম সেকেণ্ডে অতিক্রান্ত পথ 
—-utif(2x11-1) 
=и+21//2; us os (1) 
960 »15-তম সেকেণ্ডে অতিক্রান্ত পথ 
=u+}f(2x 15-1) 
=u+29f/2. .. re e 


(2) 


90 গতিবিদ্যা 


এখন, (2) হইতে (1) বিয়োগ করিয়া পাই £ 
4f=240 ; <=. f=60i 
west, (1) হইতে, ॥=90. 
fca, বেগ v সে. মি./সে. হইলে, 
॥:=॥*-+2F5 TA হইতে পাই : 
v3 90 x 90 +2 x 60 х 1200 
2152100— (3x 13x 10). 
. v-390. 
সুতবাং, facfa বেগ=390 সে. মি/সে. 1 
এখন, v—u- ft Ya হইতে পাই £ 
390--90--60хї, .', t=5. 
2. Бе সময়_5 সেকেগু। 
উদ্দাহরণ 4. সরলরেখায় গতিশীল একটি কণা পরপর প্রতি এক সেকেন্ডে 
যথাক্রমে 7 সে. f, 9 সে. মি ও 11 সে. মি. পথ অতিক্রম бїл! ইহার গতি 
কি সমত্বরণের সহিত সামঞ্রস্তপূর্ণ ? যদি তাহাই হয়, তবে ত্বরণ কত? 
ধরা যাক্‌, উহার গতি সমত্বরণবিশিষ্ট এবং ত্বরণ f সে. মি./সে.* এবং প্রারম্ভিক বেগ 
и সে. fac. 1 
মনে করি, ॥-তম, (॥41)-তম এবং (॥42)-তম সেকেণ্ডে কণাঁটি যথাক্রমে 
7 সে, 8, 89 সে. মি. ও 11 সে. মি, পথ অতিক্রম করে। এখন, তাহা হইলে, 
si u+ 3 (28-1) трач সাহায্যে পাই, 


7=u+tf(2n—1) ge: Hh (1): 
9-u-ifQ(n41)-1| | 40), 
ll=u+MD0m+2-1 77 БАЛЫГ ды 


কণাটির গতি সমত্রণবিশিষ্ট হইবে যদি и এবং £ এর নির্দিষ্ট এক সেট মান 
(1), (2) এবং (3) কে যুগপৎ সিদ্ধ করে। 
এখন, (1) এবং (2) হইতে পাই, f = 2 এবং u= 8 -2n. 
eds: দেখা যাইতেছে f=2 এবং u-8-2n (3)কেও সিদ্ধ করে। 
эй, u এবং f এর এই নির্দিষ্ট মানের জন্ত (1), (2) এবং (3) সাম্ঞশ্বপূর্ণ । 
*. নিৰ্ণের «472 সে, 0". 
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উদ্দাহরণ 5. সরলরেখায় সমমন্দনে গতিশীল একটি কণা পঞ্চম সেকেণ্ডে 
7 সে. মি. পথ অতিক্রম করে, এবং অবশেষে কিছুক্ষণ-পরে উহা স্থিরাবস্থায় WITA | 
Їй কণাটি সমগ্র অতিক্রাজ পথের ত অংশ শেষ সৈকেণ্ডে অতিক্রম করে, তবে 
Vel কতক্ষণ গতিতে ছিল, এবং উহার প্রারম্ভিক বেগ কত ছিল? 

মনে করি, কণাটির প্রারম্ভিক বেগ и সে.মি./সে. ; মন্দন= fo, fa Jon" ; এবং 
সমগ্র পথ উহা! £ সেকেণ্ডে অতিক্রম করে। 


তাহা হইলে, প্রদত্ত শর্তামুসারে, 
7-2u—if(2x5-1) 
=u—9f/2; 8 (1) 
0-u-—ft ; "e (2) 
এবং u- M (2t— 1) 9 dut — 1ft?). 75 (3) 


(2) এর সাহায্যে (3) হইতে পাই, 
ft-4 f(2t—1)= de (fi? —+ И?) 
বা, t*-—64,C. f0) 
no ot-8 e (4) 
এখন, (1), (2) এবং (4) হইতে, 
7=ft-9f/2=8 xf —9f/2=7f/2 


হা এ eins 819) 
"owed (6) 


mes, কণাটি 8 সেকেণ্ড গতিতে ছিল এবং без প্রারম্ভিক বেগ 
76 লে দি/নে. ছিল। 


উদ্দাহুরণ 6. সোজা রেলপথের ধার বরাবর একজন সাইকেল-আরোহী মিনিটে: 
400 গজ সমবেগে যাইতেছিল। aqa Q ব্যক্তি একটি রেল-ইঞ্জিনের 22 গজ পিছনে, 
ঠিক সেই মুহূর্তে ইঞ্জিনটি батат হইতে 2 ফু./সে.* সমত্বরণে সাইকেলের গতির, 
দিকে চলিতে আরম্ভ fma কখন ওঁ ব্যক্তি ইঞ্জিনটির সহিত মিলিত হুইবে r 
দুইটি উত্তর পাইবার কারণ নির্দেশ কর। 

মনে করি, à ব্যক্তি ইঞ্জিনটির সহিত t সেকেণ্ডের সময়ে মিলিত হইয়াছিল | 


92 550891 
বেগ £ মিনিটে 400 গজ. সেকেণ্ডে 20 ফুট ; 32 গজ=96 ফুট । 
t সেকেণ্ডে ইঞ্জিনটির পক্ষে অতিক্রান্ত পথ 
2044.2. t° 58-01 ফুট ; 
t মেকেণ্ডে সাইকেল-আরোহীর পক্ষে অতিক্রান্ত পথ 20t ফুট | 
যেহেতু t সেকেণ্ড সময়েতে তাহারা মিলিত হইয়াছিল, IEN, 


20#=96+1° ; 
বা, #—20:+96=0; বা, @—8)Ф—12)=0 
„теё; 12: 


সুতরাং, গর ব্যক্তি 8 সেকেণ্ড পরে এবং 12 সেকেণ্ড পরে ইঞ্জিনটির সহিত মিলিত 
হুইয়াছিল। 

8 সেকেখ্ডেতে ইঞ্জিনটির বেগ-16 ফু./সে. ; Wes 8 সেকেণ্ড পরে এ 
সাইকেল-আরোহী ইঞ্রিনটিকে অতিক্রম করিয়া সন্মুখে আগাইয়া যাইতে 
থীকিবে। কিন্ত, 12 সেকেণ্ড পরে ইঞ্জিনটির বেগ=24 ফু/সে. হইবে; 
অর্থাৎ, তখন, ইঞ্জিনটির বেগ Q ব্যক্তির বেগ অপেক্ষা অধিক হওয়ায়, ইহার পর 
তাহারা আর মিলিত হইতে পারিবে না। 


উদ্দাহরণ 7. বন্দুকের একটি বুলেট ( bullet ) 10 ইঞ্চি একটি দেওয়াল ভেদ 
করার সময় উহার বেগ 120 ফুট/সেকেণ্ড হইতে 80 ফুট/সেকে্ড হইল। দেওয়াল 
“ভেদ করিতে বুলেটের কত সময় লাগিয়াছিল এবং অর্ধেক দেওয়াল ভেদ করার পর 
উহার বেগ কত হইয়াছিল তাহাও নির্ণয় কর। দেওয়া আছে, দেওয়ালের প্রতিরোধ 
ক্ষমতা AN | 
দেওয়ালে আঘাত দেওয়ার মুহূর্তে বুলেটের বেগ 120 ফু./সে. ছিল; এবং 
সমমন্দনে চলিতে থাকিয়া! দেওয়াল হইতে বাহির হইবার মুহুর্তে বেগ 80 ফু./সে. [ছল 1 
মনে করি, বুলেটের মন্দন = f ফু./সে.ঃ 1 
তাহ! হইলে, v? =u? — 2f স্থত্রের সাহায্যে, প্রদত্ত শর্ত হইতে পাই : 
80? -120* -2x fx19 ; 
বা, 20f =12х (12° —8*)x 10? 212 x 20x 4x 10° 
`, f= 4800. 7 (1) 
এখন, v=u— ft TEA সাহায্যে, 


k. 
কিরাত রা নি то”? 
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প্রদত্ত শর্ত হইতে হইতে পাই, 
80=120-fxt 
বা, 4800 xt=120-80; 
t=1/120. 
2. їл: 1/120 отте | 
মনে করি, অর্ধেক দেওয়াল ভেদ করার পর বুলেটের বেগ oa ফু./সে. হইয়াছিল | 
তাহা হইলে, 
у? 2120? -2f x% 
—120? —2 x 4800 x 2 
=20 X20 x 26. 
7. v1—20 J26=101'98 ( e ) 1 
', т বেগ _20 J26 ফু./সে. ; বা, 10198 ফু./সে. (শ্রায়)। 
Baread 8. সরলরেখায় সমত্বরণে একটি কণ! গতিশীল। xf পরপর তিনটি 
অবকাশ з, £2, fs এতে উহার গড় বেগ যথাক্রমে уд, ৮০, Vs হর তবে দেখাও যে, 
Уз 01 ti Tto, 
Vs—V3 te+ts 
মনে করি, কণাটির ত্বরণ 7) এবং tuta ts অবকাশের জন্ত উহার প্রারম্ভিক 
বেগ যথাক্রমে u, v, w. 


"u y—uwtft; 
এবং wv fts-uc(tits)f. 
এখন, গড় বেগ নির্ণয়ের সুত্রঃ Vut ift হইতে পাই, 

৮২-৮4-8765 ; = 2A (1) 
мээн ^ 0) 
7127:3105472) на ЦЭ zd (3). 

2. заст Н tts); e ue (4) 
vs 7 vs df (ts ts). <4 "n (5) 


Уз 23 tts, 
2 Vg o tots 
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উদ্ধাহরণ 9. সরলরেখায় সমত্বরণে গতিশীল একটি কণা পরপর তিনটি অবকাশ 
tas tay ta এতে সমান সমান দূরত্বের পথ অতিক্রম করিলে, দেখাও G, 
PEDE АВЫН 
t (256 tittatts 
[ W. B. H. S. 1973 | 
মনে করি, to ta ta অবকাশে কণাটির প্রারস্তিক বেগ যথাক্রমে vi, Vas Уз 
«Wt অবকাশের প্রাস্তিক বেগ ৮; এবং প্রত্যেক অবকাশে অতিক্রান্ত পথের 
© এ. তাহা হইলে, 
(৮,1৮2). ti অবকাশের গড় বেগ -4/3 ; 
у. ув) =з অবকাশের গড় сая = 4/42 E 
l(vg--v)7 ts 'অবকাশের গড় বেগ = dita 5 
0, +0) = (t1 Ft, t9) অবকাশের গড় বেগ 
=34|(%х +4» + ts). 
2 1 


`й sete: s 


= +) 2 (pa +з) s +z 
intime 

881544 10. একটি রেলগাড়ী কোন এক ষ্টেশন হইতে fastum যাত্রা 
stag করিয়া পরবর্তী ষ্টেশনে গিয়! থামে, যেখানে ওঁ ষ্টেশন দুইটি সোজাপথের পার্শ্বে 
অবস্থিত; এবং তাহাদের মধ্যে দূরত্ব d ফুট। গাড়িটি এ পথের প্রথম অংশ 
a ফু./সে.* সমত্বরণে এবং পরবর্তী অংশ b ফু./সে.* সমমন্দনে চলিয়া! থাকিলে, 
প্রমাণ কর যে, সমন্ড পথটি অতিক্রম করিতে উহার সময় লাগিয়া ছিল 


А/ 93 oen i 
ab 


মৰে করি, গাড়ীটি পথের প্রথম অংশ x, ফুট а ফু./সে,* সমত্বরণে t, সেকেণ্ডে 
এবং অবশিষ্ট х. কুট b ফু./সে,* সমমন্দনে t, সেকেণ্ডে অতিক্রম করে। তাহা! 
হইলে, xix. md; এবং সমগ্র পথটি (1: 4-1.) সেকেণ্ডে উহ! অতিক্রম করে। 
মনে করি, ₹; সেকেণ্ড পরে গাড়ীটির বেগ y ফু [সে হইয়াছিগ। 
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угай, ; >" 22axi ; - d) 
এবং ts সেকেণ্ড সময়ের জন্য £ 
০0-7৮-৮৫57 07-5১-2845, s (2) 
2 
Т 
বা, 22 y? 
2abd 
a+b (3) 
151 
আবার, a+ = (L+: = / дате. ын, МДА) 


সমগ্র সময় = NED সেকেণ্ড । 


бта 11. সোজা পথে চলন্ত একটি রেগগাড়ীর বেগ 0 হইতে f, সমহারে 
বৃদ্ধি পাইয়া v হুইল) পরে কিছু সময়ের 89 সমপ্ততিতে চলিল ; এবং অবশেষে f, 
সমহারে হাস পাইয়া উদ্ধার বেগ 0 হইল। xf সম্পূর্ণ পথের দৈর্ঘ্য x হয়, তবে 
প্রমাণ কর যে, এ পথ অতিক্রম করিতে উহার মোট সময় লাগিয়াছিল : 
w/1,1 
AA El 
মনে করি, গাড়ীটি f, সমত্বরণে xi দূরত্ব t, সময়ে; p সমবেগে x' দূরত্ব £ 
лїї; এবং f, সমমন্দনে x. দূরত্ব ta সময়ে অতিক্রম করে। তাহা হইলে, 


v=f;tı ; ৮7274 ; ELA 
y —f,ts ; v* 217 n (2) 
; TER +. 
রঃ tits ৮ +7.) (3) 


au, ху+х'+х«=х, 
© 46৮26268725) 


বা, vt =x- xis; 
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v p? 
বা, ৮৮ "3-3 ТО, 
MEEI BT 1 Жү; 


м (4) 
v av. f” 
` 14 


-(24 f; p А) е 
Дъ) 
উদাহরণ 12, একটি লিফট, багаа! হইতে প্রথমে f সমত্বরণে, পরে সমবেগে 
এবং অবশেষে f সমমন্দনে উপরের দিকে উঠিয়া থামে। যদি সমগ্র উত্থিত দূরত্ব 5 
এবং মোট সময় £ হয়, তবে দেখাও যে, সমবেগে উঠিতে যে সময় লাগে তাহা 
A (t* = as]f). (№. В. Н. 5. 1963] 
মনে করি, লিফ.ট.টি 7 সমত্বরণে 5, দূরত্ব, ৮ সমবেগে 5, দূরত্ব এবং f সমমন্দনে 
Sa দূরত্ব যথাক্রমে tis ts, ts সময়ে অতিক্রম করে। 
তাহা হইলে, 5а tsatss=s ; titta tts =t. 
আবার, যেহেতু, v= fti; vo ft, ; 
এবং 5 mft? ; 5:-44/153, 
` tity; sim” 5৪. 
তাহা হইলে, 2t ttt 25, +s =s. 
এখন, ta অবকাশের প্রারম্ভিক বেগ=॥ ; এবং faeb v সমবেগে ss 
тач অতিক্রম করে। 
ce 550 m (ft). 
TOM 5= 25, +52= ft, "+ ftt, 
= (fi tft. 
={(@+)х@—-(,„)х/ 
= Қ? —t,*)f. 
аур. 
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ere 5 
1. একটি কণ। সেকেণ্ডে 15 সেন্টিমিটার প্রারম্ভিক বেগে সরলরেখায় সমত্বরণে 
চলিতে থাকে এবং 5 সেকেণ্ড পরে উহার বেগ সেকেণ্ডে 40 সেন্টিমিটার হয়। 
উহার ত্বরণ এবং প্রথম 8 সেকেণ্ডে অতিক্রান্ত পথের দৈর্ঘ নির্ণয় কর। 
2. নির্দিষ্ট বেগে যাত্রা আরম্ভ vf m একটি কণা 3 সে. মি./সেকেও” সমত্বরণে 
চলিতে থাকিল, এবং 26 সে. মি. পথ অতিক্রম করিবার পর. উহার বেগ 16 সে. মি./ 
সেকেণ্ড হইল। উহার প্রারস্তিক বেগ কত ছিল? এক মিনিট পরে উহার বেগ 


এবং অতিক্রান্ত পথের ИЧ কত হইয়াছিল? 
8. সরলরেখায় সমত্বরণে গতিশীল একটি কণ! 3 সেকেণ্ডে 81 ফুট অতিক্রম 


করিয়! 24 ফুট/সেকেও বেগ প্রাপ্ত হয়। কণাটির প্রারম্ভিক বেগ ও ত্বরণ fada কর। 
ГУУ. B. Н. S. 1968] 

4, «90482 প্রারস্তিক বেগে যাত্রা WIS করিয়া সরলরেখায় সমত্বরণে 
চলিতে থাকে এবং 5 সেকেণ্ডে 80 ফুট অতিক্রম করে। তারপর ত্বরণ বন্ধ হইয়া 
গেল এবং পরবর্তী 5 সেকেণ্ডে কণাটি 130 ফুট অতিক্রম করে । কণাটির প্রারম্ভিক 
বেগ ও ত্বরণ নির্ণয় কর। 

5. সরলরেখায় সমত্বরণে "8A аан B "pii ЛД এবং 
পরবর্তী 6 সেকেও্ডে 126 ফুট-অতিক্রম করে। কণাটির ত্বরণ এবং তৎপরবর্তী 162 
ফুট অতিক্রম করিবার সময় বাহির কর। [W.B.H.S. 1962] 

6. সরলরেখায় সমত্বরণে গতিশীল একটি বিন্দু яах সেকেণ্ডে 93 ফুট এবং 
দশম সেকেণ্ডে 129 ফুট অতিক্রম করে। কণাটির ত্বরণ কত? উহা পঞ্চম সেকেপ্ডে 
কত পথ অতিক্রম করিয়াছিল? 

7. একটি বস্তু প্রথম সেকেণ্ডে 15 সে.মি, তৃতীয় সেকেণ্ডে 63 সেমি, এবং 
পঞ্চম সেকেণ্ডে 111 সে. মি. দূরত্ব অতিক্রম করে। ইহা কি সমত্বরণের সহিত 
সামঞ্ধস্তপূর্ণ ? ГУУ. В.Н. S. 1967] 

8. সরলরেখায় চলমান একটি 9999) পর পর প্রতি 3 সেকেণ্ডে যথাক্রমে 
7 ফুট, 9 ফুট ও 11 ফুট অতিক্রম করে। ইহা কি সমত্বরণের সহিত সঙ্গতিপূর্ণ ? 
afa সঙ্গতিপূর্ণ হয়, তবে এ ত্বরণের মান নির্ণয় কর। (УУ, B. H. S. 1963] 

9. একটি বস্তকণাকে 3 সেকেণ্ডে 39670 মিটার এবং তাহার পরবর্তী 4 সেকেণ্ডে 
392 মিটার এবং তাহারও পরবর্তী 5 সেকেণ্ডে 26975 মিটার পথ যাইতে দেখ! үч । 
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প্রমাণ কর যে, কণাটি тач চণিতেছে, এই অনুমানের সহিত ইহা সঙ্গতিপূর্ণ এবং 
কণাটি থামিয়া যাওয়া পর্য্যন্ত অতিবাহিত সময় নির্ণয় কর। (W. В. Н. S. 1965] 

10. সর্লরেখার সমত্বরণে গতিশীল একটি কণ11-তম, 4-54 € r-53 সেকেণ্ডে 
যথাক্রমে а, 6, с ফুট দুরত্ব অতিক্রম করিলে, দেখাও যে, 

a(q—7)-- b(r —p)-- c(b — = 0. [C. U. P. 1962] 

1. সরলরেখায় গতিশীল একটি কণার প্রারস্তিক বেগ সেকেণ্ডে 32 ফুট এবং 
মন্দন 2ফুট/সেকেও*। কণাটি দশম সেকেণ্ডে কত পথ অতিক্রম করিবে এবং 112 
ফুট অতিক্রম করার পর উহার বেগ কত হইবে, এবং কত সময় পরে হইবে? 

12, ঘণ্টায় 30 মাইল বেগে ধাবমান একটি রেলগাড়ীতে ব্রেক্‌ প্রয়োগ করায় 
উহ! সমমন্দনে চলিতে থাকিয়া 1} মিনিটে একটি ষ্টেশনে ЧИХ! 4 হইতে কত 
দূরত্বে ব্রেক্‌ প্রয়োগ করা হইয়াছিল? ফুট সেকেও-সেকেও্ডে মন্দন কত ছিল? 

[W.B.H S. 1966] 

13. একটি এক্সপ্রেস গাড়ীকে যদি আধ মাইল দূরত্বের মধ্যে উহার ঘণ্টায় 
60 মাইল বেগকে ঘণ্টায় 15 মাইল বেগে ব্রেক প্রয়োগ করিয়া কমাইয়া আনা হয়, 
তবে কতক্ষণ যাবৎ ব্রেক প্রযুক্ত ছিল এবং ইহার কতক্ষণ পরই বা উহ! থামিয়া 
গিয়াছিল? (W. B. H. S. 1963) 

14. একটি টার্গেটের 3 ইঞ্চি ভেদ করিতে একটি বুলেটের বেগ অর্ধেক হাস 
পাইল। বুলেট্টি টায্‌গেটের আর কত ইঞ্চি ভেদ করিবে? [ টার্‌গেটের বাধ! সুষম 
ধরিতে হুইবে। ] (C. U. P. 1970] 

15. সেকেণ্ডে 1200 ফুট বেগে ধাবমান একটি বুলেট একটি Biarea মধ্যে 
এক ইঞ্চি প্রবেশ করিবার পর অর্ধেক বেগ হারায়। টাঙ্গুগেটের বাধা qux হুইলে, 
বুলেটুটি আর কত দূর গিয়া থামিয়া যাইবে? 

16. একটি বন্দুকের গুলি 96 ইঞ্চি পুরু এক দেওয়াল ভেদ করাতে উহার বেগ 
1200 ফু./সে. হইতে 900 ফু./সে. হইল। দেওয়াল ভেদ করিতে কত omm লাগিল 
তাহা! নির্ণয় কর এবং অর্ধেক দেওয়াল ভেদ করার পর উহার বেগ কত হইয়াছিল? 
( ধর যে, দেওয়ালের প্রতিরোধ ক্ষমত| সুষম ) [C. U. P. 1975] 

17. প্রমাণ কর যে, একটি কণ! সরলরেখার সমত্বরণে চলিতে খাকিলে, ক্রমিক 
সমমান অন্তরের সময়ে অতিক্রান্ত দুরত্বসমূহ সমাস্তর শ্রেণীভুক্র হইবে | 

(C U. Р. 1974] 
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18. একটি কণা স্থিরাবস্থ। হইতে যাত্রা আরম্ভ করিয়া সরলরেখায় f সমত্বরণে 
চলিতে থাকে। সময়-বেগ লেখ অথবা অন্ত উপায়ে প্রমাণ কর বে, s= ft, 
( প্ৰতীকসমূহ প্রচলিত অর্থে ব্যবহৃত )। [W. B. H. S. 1961] 


19. সরলরেখায় চলমান একটি কণার প্রারম্ভিক বেগ ॥ এবং একটি নির্দিষ্ট 
দূরত্বের ছুই অর্ধেক উহ! যথাক্রমে f, এবং f, সমত্বরণে অতিক্রম করে। দেখাও যে, 
কণাটি সমগ্র দূরত্ব 207, +14) সমত্বরণে অতিক্রম করিলে যে প্রান্তিক বেগ হইত, 
এক্ষেত্রেও তাহাই হইবে I [C.U.P. 1970] 


20. іти হইতে সরলরেখায় গতিশীল একটি কণা প্রথমে 25 ফু./সে.* 
লমত্বরণে এবং পরে 5 ফু./সে.* সমমন্দনে মোট 192 ফুট দীর্ঘ পথ অতিক্রম করিবার 
পর স্থিরাবস্থায় আসে। কণাটির সর্বাধিক বেগ কত ছিল, এবং সমস্ত পথ অতিক্রম 
করিতে মোট কত সময় লাগিয়াছিল? 


21. এক বিড়াল 30 ফুট vacw একটি ইছুরকে দেখিয়া: ইহাকে ধরিবার as 
স্থিরাবস্থা হইতে 2 ফুট/সেকেণ্ডঃ সমত্বরণে যেই মাত্র দৌড় দিতে আরম্ভ করিল ঠিক 
তখনই একই সোজাপথ বরাবর 990 13 ফু./সে. বেগে সামনের দিকে দৌড়াইতে 
থাকিল। কখন এবং কতদুরে বিড়ালটি 8 4 9 ধরিতে পারিবে? 

22, দুইটি FN A হইতে যাত্রা আরম্ভ করিয়া একই সরলরেখায় একই দিকে 
গতিশীল হুইল। প্রথম কণাটি সেকেণ্ডে 40 ফুট সমবেগে এবং দ্বিতীয় কণাটি 
প্রারপ্তিক বেগ 16 ফু./সে, এবং সমত্বরণ 6 ফু./সে.* লইয়া চলিতে থাকিলে, কত সময় 
পরে আবার তাহার! মিলিত হইবে? [C. 9.৮. 1965] 

উহাদের মধ্যে দূরত্ব সর্বাধিক কখন হইবে এবং তাহা কত হুইবে? 


28. সোজা! রাস্তা বরাবর একজন সাইকেল-আররোহী মিনিটে 360 গজ সমবেগে 
যাইতেছিল। sqa Q ব্যক্তি একটি গাড়ীর ঠিক 15 গঞ্জ পিছনে ছিল, সেই মুহূর্তে à 
গাড়ীটি স্থিরাবস্থা হইতে 2 ফু./সে.* সমত্বরণে একই দিকে Q রাস্তা বরাবর যাইতে 
লাগিল। কখন এ সাইকেল-আরোহী গাড়ীটির সহিত মিলিত হইবে? দুইটি উত্তর 
পাইবার কারণ নির্দেশ কর। 


24. একই সোজা! রেলপথ বরাবর দুইটি বেলগাড়ী পরস্পর অভিমুখে যথাক্রমে 
< এবং p বেগে ধাবমান | যখন তাহাদের মধ্যে দুরত্ব d, তখন তাহার! পরস্পরকে 
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দেখিল এবং সঙ্গে সঙ্গে ব্রেক প্রয়োগ করায় তাহারা যথাক্রমে ৫ এবং b সমমন্দনে 
চলিতে লাগিল। প্রমাণ কর যে, দুর্ঘটনা কোনক্রমে এড়ানো সম্ভব হইবে, যদি 


2 ° 
| -+ঠ =24 
< এবং ৪-এর'মান যথাক্রম 45 মা./ঘ,) এবং 60 ষা./ঘ.; a=18 ফু./সে.* 
в 4=121 গজ হইলে b-<q মান কিরূপ হইলে, 94891 হওয়ায়,সম্ভাবন! কম ? 
25. নির্দিঃ প্রারম্ভিক বেগ লইয়া সরলরেখায় সমত্বরণে গতিবিশিষ্ট একটি 
কণ! ৮তম CAFTA х ফুট এবং (৫+%)-তম সেকেণ্ডে у ফুট অতিক্রম করে। দেখাও 
ca, উহার ত্বরণ (у-х)п ফু./সে.*। C [ W. B. Н. S. 1960 1 


26. সরলরেখায় / সমত্বরণে গতিশীল একটি কণা কোন এক অবকাশ t পেকেণ্ডে 
8 ফুট দুরত্ব এবং পরবর্তী অবকাশ t সেকেণ্ডে s ফুট অতিক্রম করে। দেখাও যে, 


7-2(5-2/4+). 


27. অরলরেখায় সমত্বরণে গতিশীল একটি কণা পর পর A, ৪, ০ বিন্দু দিয়া যায়। 
A হইতে B তে যাইতে t, সময়, B হইতে C তে যাইতে £9 সময় উহার লাগিলে, এবং 
Ав=а, 75- হইলে, প্রমাণ কর যে, কণাটির ত্বরণ 


= 2(bt. —at;), 
ТИТИ [ W. B. H. S. 1972] 


28. সরলরেখায় সমত্বরণে গতিশীল একটি w যথাক্রমে. t, tas ts সময় পরে 
ও ষরলরেখার উপরিস্থ ০ বিন্দু হইতে যথাক্রমে xi, ৪, 29 দূরত্বে থাকে । দেখাও 
যে, কণাটির ত্বরণ 

"aes apta ne Hcy zaate), 
(ts —ts)(ts titi — ta) 

29. একটি রেলগাড়ী কোন এক ча হইতে feae যাত্রা আরম্ভ 
করিয়া 4 মিনিট পরে 2 মাইল দূরত্বে পরবর্তী Оча থামে। মাইল ও মিনিট 
যথাক্রমে দৈর্ঘ্য ও সময়ের একক হইলে, এবং ট্রেনটি প্রথমে x সমত্বরণে এবং পরে y 
সমমন্দনে চলিয়! থাকিলে, দেখাও যে, 

: нь. ° 
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30. একটি রেলগাড়ী এক ষ্টেশন হইতে স্থিরাবস্থা' হইতে aal আরম্ভ করিয়! 14 
মিনিটে 7 মাইল দূরত্বে, অবস্থিত পরবর্তী ষ্টেশনে থামে। যদি গাড়ীটি প্রথমে 
লমত্বরণে এবং পরে সমমন্দনে চলিয়া থাকে, তবে উহার সর্বাধিক বেগ কত ছিল? 

81, একটি রেলগাড়ী এক ষ্টেশন হইতে ( স্থিতাবস্থা হইতে ) রওয়ানা হইয়া 
অপর এক টেশনে থামে।. ইহ! প্রথমে f সমত্বরণে যাত্রা করে ! ҷа ষ্টীম বন্ধ করিয়া 
ব্রেক প্রয়োগ করা হয়, তখন ইহা সমমন্দন / এতে ।চলিতে থাকে । যদি দুইটি. 
ষ্টেশনের মধ্যে ача হয় তবে দেখাও যে, এক ষ্টেশন হইতে অপর ষ্টেশন যাইবার 
шал 

32. একটি ট্রেন 50 মিনিটে % ষ্টেশন হইতে স্থিরাবস্থায় যাত্রা আরম্ভ করিয়া 
v ষ্টেশনে স্থিরাবন্থায় আাসে। x এবং v এর মধ্যবর্তী z স্থানে, উহার সর্বাধিক 
বেগ 50 31/9, হয়। যদি উহা x হইতে z পৰ্যন্ত সমত্বরণে এবং 2 হইতে Y পর্যন্ত 
সমমন্দনে চলিয়া থাকে, তবে x এবং Y এর মধ্যবর্তী দুরত্ব নির্ণয় কর। 

ГУУ. В, H. S. 1972] 

33. দুইটি কণা একই সরলরেখায় একই দিকে যথাক্রমে f. এবং f. সমত্বরণে 
চলিতেছিল। 8 সরলরেখার উপরিস্থ 0 বিন্দু হইতে যখন а, এবং а, (ШЧ 
উহারা ছিল, তখন তাহাদের বেগ যথাক্রমে % এবং ৮2. প্রমাণ কর যে, তাহারা 
পরস্পরকে দুইবারের বেশী অতিক্রম করিতে পারে না) এবং যদি তাহারা দুইবার 
মিলিত হয়, তবে তাহাদের মিলিত হইবার অবকাশ, 

2 Jus —us)* -2(a1 —as)(f1 71750108715), 

84. একটি йд  ষ্টেশন্‌ হইতে যাত্রা আরম্ভ করিয়া coque অবস্থিত 
অপর এক dm ৪ তে পৌছাইবার ww চলিতে থাকে | প্রথম ? সময় সমস্বরণে, 
পরবর্তী ₹ সময় সমবেগে এবং পরে সমমন্দনে চলিয়া অতিরিক্ত t' সময়ে в এতে 
«ifm খামিল। প্রথম অবস্থার ত্বরণ নির্ণয় কর । — [W.B.H.S. 1961] 

85. সোজা রেলপথে স্থিরাবস্থা হইতে স্থিরাবস্থায় পরিভ্রমণ শেষ করিতে একটি 
ট্রেনের т সময় লাগে। ইহা প্রথমে 2т/п সময় সমত্বরণে চলিয়! v বেগ লাভ করে ; 
পরে (n—3yrln সময় v বেগে চলিতে থাকে এবং অবশেষে т/п সময় সমন্দনে চলিয়া 


থাকে | প্রমাণ কর যে, ইহার গড় বেগ (2%-3)৬/(2%). 
[ W.B.H.S. 1962) 
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1. ч34-5 সে. মি./সে.ঃ ) দুরত্ব 280 সে. মি. | 

2 প্রারম্ভিক বেগ--10 সে. মি./সে. ; এক মিনিট পরে বেগ. 190 সে. মি./সে. ; 
অতিক্রান্ত 94-60 মিটার) 3, বেগ-30 ফু./সে. ; = -2ফু./সে.* 
р 4 বেগ=6 ফু./সে.; ত্বরণ=4 ফু./সে.* 5. ত্বরণ] ফু./সে.* ; সময় 
' =6 সেকেণ্ড। 6. wi4-12 ফু./সে.* ; দূরত্ব=69 ফুট। Т. হ্যা, stas 

8, সমত্বরণের সহিত সঙ্গতিপূর্ণ; ত্বরণ-219 ফু./সে.* (9. যাত্রা মুহূর্তের 
15 সেকেণ্ড পরে; 11. 1339; বেগ=24 F/A. ; সময়=4 সেকেণ্ড। 


12. দূরত্ব=3/8 মাইল ; মন্দন=22/45 ফুট/সে.”। 
18, 48 সেকেণ্ড ; 16 সেকেণ্ড; 14. 1 ইঞ্চি। 


15. 130116. সময = 1610" সেকেণ্ড; বেগ=750 /2 ফুট/সে. 


20. 40 ফুট/সে. ; 9'6 সে. । 21. 15 সেকেণ্ড পরে; 225 ফুট দুরে | 
22. 8 সেকেণ্ড ; দূরত্ব=48 ফুট এবং সময় 4 সেকেণ্ড। 


23. 3 সেকেণ্ড পরে ও 15 সেকেণ্ড পরে; 3 সেকেণ্ড পরে গাড়ীটির বেগ 
সাইকেলের বেগের চেয়ে কম; কিন্ত 15 সেকেণ্ড পরে, ইহা তাহার বিপরীত 1 


24, 16 ফু/সে.*, 4 উহার অধিক হওয়! প্রয়োজন। 


80. 6 2220053 
ঘণ্টায় 60 মাইল । 32. 205 মাইল। 34. ত্বরণ = তর 


zB зааж 
নিউটনের 50554 


( Newton's Laws of motion ) 

6-1. উপস্থাপন 1 

গতিবিগ্ভার আলোচনায় এ পর্যন্ত কেবল দ্রুতি, বেগ ও ত্বরণ এবং তৎসংক্রান্ত 
নানাবিধ প্রশ্নাবলী আলোচিত হইয়াছে । বস্তুর গতির কারণ কি এবং বস্তুর ভরের 
সহিত বলের কোনও সম্পর্ক থাকিতে পারে কিন! তাহা এ পর্য্যন্ত আলোচিত হয় 
নাই। বর্তমান অধ্যায়ে বলের অস্তিত্ব, বলের সহিত ভয়ের সম্পর্ক এবং বলের 
প্রতি আলোচিত হইবে। নিউটনের “গাতি-সূত্র” হইতে ইহাদের জানা যাইবে। 

1686 খৃষ্টাব্দে নিউটন তাহার লিখিত "Principia Mathematica" নামক 
গ্রন্থে গতি теа মূল তথ্যগুলিকে তিনটি হৃত্রের আকারে লিপিবদ্ধ করিয়া! গিয়াছেন। 
সেইগুলি নিউটনের প্গতি-হুত্র” নামে পরিচিত। ইহাদের প্রমাণ করা যায় নাঃ 
বলবিষ্তায় ইহারা মৌলিক তথ্য হিসাবে পরিচিত । এই স্থত্রগুলির উপর নির্ভর 
করিয়া গ্রহ ও উপগ্রহের অবস্থান ও গতি-পথ fag m ভাবে গণনা! করা সম্ভব 


হইয়াছে। 

6-2, নিউটনের গতি-সূত্র ° 

প্রথম ча: বাহির হইতে প্রযুক্ত বল দ্বারা কোন বস্তুর অবস্থার 
পরিবর্তন না ঘটিলে, স্থির বস্তু চিরকাল স্থিরাবন্থাঁয় থাকিবে, এবং গতিশীল 
বস্তু চিরকাল সমবেগে সরলরেখায় চলিতে থাকিবে i 

[Every body continues in its state of rest or in its state 
of uniform motion in a straight line, except in so far as it 
is compelled by an external impressed force to change that 
state.] 2 М 

দ্বিতীয় qa; একটি গতিগীল ачи ভরবেগের পরিবর্তন-হার বস্তুর 
উপর প্রযুক্ত বলের সমানুপাতিক এবং এ প্রযুক্ত বল যেদিকে ক্রিয়াশীল 
ভরবেগের পরিবর্তন সেই দিকে হুইবে। 

[The rate of change of momentum is proportionol to the 
impressed force, and takes place in the direction in which 
the force acts] 


: প্রত্যেক ক্রিয়ার সমান ও বিপরীত প্রতিক্রিয়া আছে। 
[To every action there is an equal and opposite reaction.] 
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6-3. নিউটনের গতি-সূত্রের ব্যাখ্যা 1 

(a) প্রথম সূত্রের IAT 

প্রথম দুত্রের প্রথম অংশে বলা হইয়াছে, কোন বস্তু যদি স্থিরাবস্থায় থাকে, তবে 
Зар চিরকালই স্থিরাবস্থায় থাকিবে, যদি বাহিরের কোন বল বস্তুটির অবস্থার 
পরিবর্তন না ঘটায়। বস্তুর এই ধর্মকে স্থিতিজাড্য (Inertia of rest) বলা হয় 1 
॥ একটি বইকে টেবিলের ওপর রাখিলে, উহা একই স্থানে চিরকাল, স্থিরাবস্থায় 
থাকিবে, যদি না উহার উপর বাহিরের বল প্রয়োগ করিয়া Q অবস্থার পরিবর্তন 
করা হয়। কিন্ত, মনে রাখা দরকার, বাহিরের প্রযুক্ত বল দ্বারা বস্তুর স্থিরাবস্থার 
পরিবর্তন নাও হইতে পারে। বস্তুর জাড্য ধর্মের чу বস্তুটি প্রযুক্ত বল কর্তৃক উহার 
অবস্থান পরিবর্তনের চেষ্টাকে বাধা প্রদান করিবে। কিন্তু, যখন বস্তুটি & পরিবর্তনের 
চেষ্টাকে বাধ! দিতে সক্ষম হইবে না, কেবলমাত্র তখনই বস্তুটির অবস্থান পরিবর্তন 
হইবে। 


্থিরাবন্থায় একটি ট্রামগাড়ীতে একজন আরোহী বসিয়া থাকিলে, এবং Q 
গাড়ীটি হঠাৎ চলিতে শুরু করিলে, чат জাড্য «боғу শরীরের উপরের অংশ 
্থিরাবস্থায় থাকিবার চেষ্টা করে ; কিন্তু শরীরের নিয়ভাগের যে অংশ গাড়ীর সংস্পর্শে 
থাকে তাহা গাড়ীর গতির অভিমুখে গাড়ীর সহিত গতিশীল হয়। সেইজন্য গাড়ী 
চলার সঙ্গে সঙ্গে দেহের উপরের অংশ পিছনের দিকে ছেলিয়! পড়ে | 

প্রথম হুত্রের দ্বিতীয়াংশে বল! হইয়াছে, কোন বস্তু সমবেগে সরলরেখায় গতিশীল 
থাকিলে, তাহা চিরকাল এভাবে থাকিবে যদি না বাহিরের প্রযুক্ত বল Q অবস্থার 
পরিবর্তন করে। <a এই ধর্মকে গাতি-জাড্য (Inertia of motion) বলা হয় | 

একটি sag বাস হইতে сте নামিয়া' পড়িলে, তাহার পা দুইটি মাটির সংস্পর্শে 
আসিয়া মাটির ধর্ষণজনিত বাধাহেতু থামিয়া ঘায়। few, দেহের উপরের অংশ 
বস্তর জাড্য ধর্মহেতু গাড়ির গতির সমান গতিতে সামনের দিকে গতিশীল থাকে । 
crier, চলস্ত গাড়ী হইতে নামিবার সঙ্গে সঙ্গে দেহের উপরের অংশ গাড়ীর গতির 
দিকে হেলিয়! পড়িতে চেষ্টা করে। 

একটি চলস্ত ট্রামগাঁড়ী হঠাৎ থামিয়া গেলে, গতি-জাডা ces গাড়ীতে আসীন 
আরোহীর শরীরের উপরের অংশ গতিশীল থাকিতে চায়; কিন্ত গাড়ীর সহিত 
সংলগ্ন অংশ গাড়ীর সহিত থামিয়া ধায়। সেইজন্ আরোহী সামনের দিকে 
হেলিয়া পড়ে। 


নিউটনের ета 105 


“বাহির হুইভে প্রযুক্ত বল” ছারা কি বুঝায় তাহা নিম্নের উদাহরণ লক্ষ্য করিলে 
বুঝিতে অস্থবিধা হইবে না। একটি অবিস্তার্য শক্ত দড়ির একপ্রান্ত নিজের কোমকে 
বাধিয়া অপরপ্রাস্ত এক হাতে ধরিয়া উপরের দিকে টানিতে থাকিলে (সেই টান 
যাহাই হউক «| কেন), ইহাতে নিজের শরীরকে উপরে তোলা যাইবে ali 
এইখানে দড়ির টান বাহির হইতে প্রযুক্ত বল নহে। 

টেবিলের উপর স্থিরাবস্থায় একটি বই আছে। Q বইটির এক পার্থে হাত দ্বারা 
উপযুক্ত পরিমাণ চাপ দিয়! এ স্থিয়াবস্থার পরিবর্তন করা যাইতে পারে। এখানে, 
Q প্রযুক্ত চাপই “বাহির হইতে প্রযুক্ত বলের” দৃষ্টান্ত | 

গোলের মুখে একটি ফুটবল জোরে চুটিয়া আসিবার সময় গোলরক্ষক উহাকে হাত 
fimi ধরিলে, 5108 সে যে চাপ 55:54 করে তাহাই বাহির হইতে প্রযুক্ত বলের (218 1 

Ф) দ্বিতীয় সূত্রের ব্যাখ্যা : 

নিউটনের দ্বিতীয় গতি-স্ত্র হইতে প্রযুক্ত বলের পরিমাপ সম্বন্ধে ধারণ! করা 
যাইবে | একটি বস্তুকে v বেগে g fece যে বলের প্রয়োজন উহাকে 2v বেগে g fets 
তাহার feed বলের প্রয়োজন | আবার, ভরের কোনও বস্তুকে v বেগে 8 ড়িতে 
যে বলের প্রয়োজন, 2m ভরের বস্তুকে v বেগে ছু'ড়িতে তাহার দ্বিগুণ বলের প্রয়োজন 1 
erexit, বলের পরিমাপ নির্ণয়ে বল প্রয়োগে উৎপয় বেগ এবং বস্তুর ভর উভয়েরই 
বিবেচনা! করিতে হইবে । দেখা! যায়, সমান বেগ পরিবর্তনের জন্য অসমান ভরবি শিষ্ট 
ছুইটি বস্তুতে উহাদের ভরের সমাম্পাতে বল প্রয়োগ প্রয়োজন | 

йй মুহূর্তের ws কোনও বস্তুর ভর ও 884 বেগের গুণফলকে Q মুহুর্তের 
wy উহার ভরবেগী (momentum) বলা হয়। 

তাহা হইলে, ভরবেগের পরিবর্তন-হার প্রযুক্ত বলের সমানুপাতিক হইবে এবং 
প্রযুক্ত বল যে দিকে ক্রিয়াশীল ভরবেগের পরিবর্তনও সেইদিকে হইবে; অর্থাৎ; 
мабааа প্রযুক্ত বল stera নিজের দিকে একটি ত্বরণ Зан করিবে | 

“বলের প্রকৃতিগত স্বাধীনতা sg (Principle of Physical 
Independence of forces) £ 

কোনও একটি বস্তুর উপর 'অবচ্ছিন্নভাবে প্রযুক্ত একটি বল তাহার নিজের ক্রিয়ার 
দিকে একটি ত্বরণ белн করিবে । সুতরাং, কোনও একটি বস্তুর উপর একাধিক বল 
বুগপৎ ক্রিয়াশীল হইলে, প্রত্যেক বলই নিজস্ব দিকে ও অভিমুখিতায় একটি ত্বরণ Sela 
করিবে, যে ত্বরণ অপর কোনও বল বস্তটির উপর ক্রিয়াশীল না হইলেও Ger হইত। 
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সুতরাং, দেখা যাইতেছে, প্রত্যেক বলের গ্রকৃতিগত স্বাধীনতা আছে, এবং wes 
অপর কোনও বলের ক্রিয়াকে ব্যাহত করে ন! ; অর্থাৎ, একটি বলের ক্রিয়া এবং 
অপর যে কোনও বলের ক্রিয়া পরস্পর নিরপেক্ষ। ইহাই, “বলের প্রকৃতিগত, 
স্বাধীনতা wq” নামে পরিচিত। 


সোজা রেলপথ বরাবর সমবেগে চলন্ত রেলগাড়ীতে আসীন একজন যাত্রী একটি 
“মার্কেল সোজা উপরে ছু'ড়িয়া দিলে, কিছুক্ষণ পরে এ মার্কেলটি যথাযথভাবে পুনরায় 
তাহার হাতে পড়িবে । এখানে, যে মুহূর্তে মার্ব্বেলটি চুড়িয়া দেওয়া হইল, ঠিক সেই 
মুহূর্তে রেলগাড়ীর বেগের সমান এবং রেলগাড়ী যেদিকে যাইতেছে সেইদিকে 
মার্কেলের একটি বেগ আছে; তাহা ছাড়া, উপরের দিকে 5499 মার্কোলের 
আরও একটি বেগ উপরের দিকে ক্রিয়াীল। কিন্ত, অভিকর্ষজ ত্বরণ মার্কোলের উপর 
নীচের দিকে ক্রিয়া করিতেছে। «9 প্রক্ষেপ-বেগ ও নিয়মুখী ত্বরণের ক্রিয়ায় 
মার্কেলটি উপরে কিছুটা উঠিবার পর, পুনরায় পূর্বস্থানে ফিরিয়া আসিত যদি রেলগাড়ী 
fa থাকিত। কিন্তু অমুভূমিকরেথ!| বরাবর রেলগাড়ীর 95-65, Q অবকাশে 
গাড়ীটি কিছুটা! পথ যাওয়ায় এ ব্যক্তিও ঠিক ততটা! পথ আগাইয়| গিয়াছে ৷ 
সুতরাং, এ অবকাশে রেলগাড়ীর বেগহেতু, মার্কোলটি সামনের দিকে ঠিক ততটা 
পথ আগাইয়া না গেলে 88 পুনরায় যাত্রীর হাতে ফিরিয়া আসিত না। ইহা দ্বারা 
বুঝা যাইতেছে, মার্ধেলটির উপর প্রযুক্ত বলসমূহ নিজ নিজ দিকে অন্ত নিরপেক্ষভাবে 
ক্রিয়া করিতেছে। 

সার্কাসে একটি сая) সাধারণতঃ দেখ! যায়। জোকার ঘোড়ার পিঠে চড়িয়া 
চলিতে চলিতে হঠাৎ উপরের দিকে লাফ দেয়; কিন্তু কিছুক্ষণ পরে দেখা যায় সে 
এ ছুটন্ত ঘোড়ার পিঠেই পড়ে। ইহা পূর্ব দৃষ্টাস্তের mat 1 

(с) তৃতীয় সূত্রের ব্যাখ্যা 2 

তৃতীয় та হইতে প্রযুক্ত বলের একটি সাধারণ ধর্ম জানা যায়, যথা “প্রতিটি 
ক্রিয়ার একটি সমান ও বিপরীত প্রতিক্রিয়া থাকিবে”। এখানে, "aegri" কথার 
অর্থ, একটি বস্তু কর্তৃক অপর একটি বস্তুর উপর প্রযুক্ত বল এবং "Пайыз" কথার 
অর্থ, দ্বিতীয়টি দ্বারা প্রথমটির উপরে প্রযুক্ত বল। তৃতীয় таула ক্রিয়া ও 
উহার প্রতিক্রিয়া সমান হইবে এবং তাহারা পরস্পর বিপরীত দিকে ক্রিয়া করিবে ॥ 

টেবিলের উপর একটি qw রাধিলে, উহা! উল্ন্বভাবে faxfüce টেবিলের উপর 
একটি বল প্রয়োগ করে। ইহাই টেবিলের উপর বন্ধটির бий! wees, 


, নিউটনের "fea 107 


টেবিলটিও বস্তুটির উপরে উল্লঙ্ছভাবে Sm দিকে সমান পরিমাপের একটি বল প্রয়োগ 
- করে। ইহাই বস্তুটির উপর টেবিলের প্রতিক্রিয়! 1 

যখন, কোন ব্যক্তি নৌকা থেকে লাফ দিয়ে তীরে নামে, তখন নৌকাটিও বিপরীত 
দিকে চলিয়া যাইতে থাকে । নৌকার উপরে যে বল-প্রয়োগ করিয়া লোকটি তীরে 
লাফ দেয় তাহা “ক্রিয়া” বলের দৃষ্টান্ত । আবার নৌকাটি লোকটির উপর সমান ও 
বিপরীত বল প্রয়োগ করে। ইহাই “প্রতিক্রিয়ার” gere I 

6-4. আভ্যন্তরীণ বল ও বহিরাগত বল š 

একই বস্তুর বিভিন্ন অংশ পরম্পরে একে অপরের উপর যে বল প্রয়োগ করে” 
ক্মথবা, কতিপয় বস্তুকে লইয়া গঠিত কোনও সিস্টেম (system )-এর একে অপরের 
উপর পরম্পরে যে বল প্রয়োগ করে, তাহাকে আভ্যন্তরীণ বল বলে। 

একই সিস্টেমের অন্তর্গত নহে এইরূপ দুইটি qua একে অপরের উপর wm 
প্রয়োগ করিলে, দ্বিতীয়টর উপরে প্রযুক্ত বলকে বহিরাগত বল বলা হইবে। 

চাপ ও টান 2 

একটি বস্তু A অপর একটি qu в এর উপর যদি কোনও বল প্রয়োগ করে, 
তাহা হইলে, ৪ এর উপর ক্রিয়াশীল এই বলকে А এর ক্রিয়া! C action ) বলা, 
হয় ; এবং নিউটনের তৃতীয় সুত্র অনুসারে, ৪ বস্তুটি A বস্তুর উপরে সমান মান-বিশিষ্ট 
একটি বল বিপরীত অভিমুখে প্রয়োগ করিবে। এইরূপ ক্ষেত্রে, A এর উপর В এর 
ক্রিয়াকে প্রতিক্রিয়া। (reaction) বলা! হয়। যখন ক্রিয়-গ্রতিক্রিয়ার ফলে, 
একটি বস্তু অপরটিকে ক্রিয়ার দিকে যাইতে বাধা দেয় তখন এই জাতীয় fames vit 
( Pressure, or Thrust ) বলে 1 যেমন, টেবিলের উপর একটি বই রাখিলে, 
za টেবিলের উপর নিয়দিকে যে বল প্রয়োগ করে, তাহাই টেবিলের উপরে 52 
Бї! আবার, টেবিলও বিপরীত দিকে সমান মানবিশিষ্ট যে বল বইটির উপর" 
প্রয়োগ করে, তাহা টেবিলের প্রতিক্রিয়া ! 

বাশের একটি দণ্ড ছারা কোন ভারী বস্তুকে ঠেলিতে থাকিলে, Q eme 
বলই 4904 উপরে দণ্ডের চাপ; আবার বস্তটিও বিপরীত দিকে সমান মান 
বিশিষ্ট যে বল দণ্ডের উপর প্রয়োগ করে তারা বস্তির প্রাতিক্রিয়। 

дад ক্রিয়া-প্রতিক্রিয়া দুইটি বস্তুকে «элсч রাখিতে চেষ্টা করে, যাহাতে 
তাহার! বিছ্ছিদ্ না হইয়া পড়ে, তখন সেই জাতীয় ক্রিয়াকে টান ( Tension, 
ог, Pull) বলা হয়। কূপ হইতে দড়ির সাহায্যে qafe করিয় জল তুলিবার 
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সময় দড়ি বরাবর নিচের দিকে হাতের উপর বলের অনুভব করা।যায় ; এই বলই 
"দড়িতে টানের (818 1 
এখন একটি দৃষ্টান্ত লক্ষ্য করা যাক্‌। মাল বোঝাই ছুই চাকার একটি গাড়ীকে 
একটি দড়ির (বা হাগডেলের ) সাহায্যে টানিতে থাকিলে, গাড়ীটিও সমান বল 
দ্বারা পিছনের দিকে চালককে টানে। তাহা সত্বেও গাড়ী কেন চলিতে থাকে, 
তাহা দেখা Ї 1 দড়ি, (বা হাণ্ডেল ) টানিবার সময় লোকটি মাটিতে তির্যকভাবে 
R চাপ দিতে থাকে, এবং মাটিও বিপরীত দিকে সমান বল R লোকটির উপরে 
প্রয়োগ করে। সেই প্রতিক্রিয়ার উপাংশ অস্ভূমিক বরাবর P ধরা যাক। গাড়ীর 
উপর চাকার আ্যাক্সেল (axle) এবং মাটির ঘর্ষণ জনিত লব্ধি-বাধা F° মনে কর! 
A এবং দড়িতে ( বা 510808 ) লন্ধি-টান T ধর! 415 1 


এখন, গাড়ীর উপর ক্রিয়াশীল বলসমূহ কেবল বিবেচনা করিলে, গাড়ীটি 
গতিশীল হইবে, যদি 1>চ' হয়। আবার লোকটি উপর ক্রিয়ানল বলসমূহ কেবল 
বিবেচনা! করিলে, লোকটি গতিশীল হইবে, যদি P>T аң | 
few, গাড়ী ও লোকটির উপর ক্রিয়াশীল বলসমূহকে বিবেচনা করিলে, 
এবং Р বহিরাগত বল এবং T, т আত্যন্তরীণ বল গণ্য হইবে; এবং এইরূপ 
ক্ষেতে "1675 বল পরস্পর সমান এবং বিপরীত দিকে finta বিয়া, গাড়ীট 
চলিবে, যদি P>F হয়। হুতরাং যদিও দড়িতে 7 етта বিপরীত দিকে 
“анат, তথাপি গাড়ীটি চলিতে পারে, <q কেবল ern; যেহেতু এখানে 
— Мы ирге рдин 
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6-5, ভরবেগ 8 eres একক : 

কোন মুহূর্তে গতিশীল বস্তুর ভর ও বেগের গুণফলকে Q মুহূর্তের ws 2 
বস্তুর ভরবেগ ( Momentum ) বলা হয়। 

তাহা হইলে, কোন মুহূর্তে গতিশীল, quy ভর m এবং Q মুহূর্তে উহার বেগ 
» হইলে, এ মুহূর্তের чу বস্তাটির ভরবেগ тэ RBA I 

যেহেতু, যে কোন মুহূর্তে বেগের মান ও দিক্‌ আছে, অতএব, গতিশীল বস্তর- 
ভরবেগের মান ও দিক্‌ থাকিবে। 991, ভরবেগ একটি ভেক্টর রাশি। 

এফ পি. এস্‌. (Е. P. S.) পদ্ধতিতে ভরবেগের একক 1 পাউগু-ফুট|সেকেও 
{ সংক্ষেপে, 1 পা.-ফু/সে. ) এবং পি. জি. এম্‌. (C. G. 5.) পদ্ধতিতে ভরবেগের 
একক 1 গ্রাম-সের্টিমিটার/সেকেওড ( সংক্ষেপে, 1 গ্.-সে. মি./সে. ) 1 

দৃষ্টান্ত 1. 45 মা./ঘণ্টা সমবেগে গতিশীল 20 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট বস্তুর ভরবেগ- 
নির্ণয় কর। 

বেগ = 45 মা./ঘ.= 66 ফুট/সেকেও্ড। 

3. Юг ভরবেগ-20 ১:66 পা.-কু/সে.ল 1320 পা.-ফু/সে,» এবং তাহা! 
বস্তুর গতির দিক্‌ বরাবর ক্রিয়াশীল । 

দৃষ্টান্ত 2. бейт হইতে 15 সে.মি./সে.” সমত্বরণে গতিশীল 16 গ্রাম 
তরবিশিষ্ট একটি বস্তুর ভরবেগ যাত্রার 5 সেকেণ্ড পরে ও 8 সেকেণ্ড পরে কত হইবে ?: 
এই 3 সেকেণ্ড অবকাশে বস্তুটির ভরবেগের পরিবর্তন কত হইবে? 

5 সেকেণ্ড পরে বস্তুর বেগ ৮ সে.মি./সে. হইলে, y=0+15x5=75, 
. 5 সেকেণ্ড পরে ভরবেগ= 16 x 15 গ্রা-সে.মি./সে. = 1200 গ্রা.-সে.মি./সে.,. 
এবং উহা! বস্তুর গতির দিক্‌ বরাবর ক্রিয়াশীল | 
8 সেকেণ্ড পরে বন্থরবেগ v সে.মি./সে. হইলে, v—0 4-15 x8- 120. 
* 8 спе পরে ভরবেগ= 16 x 120 গ্রা.-সে মি./সে. 
= 1920 গ্রা.-সে.মি./সে.১ 
এবং উহ! qua গতির দিক্‌ 44143 1 
সুতরাং, এই (8—5) সেকেণ্ডে, অর্থাৎ, 3 সেকেণ্ডে ভরবেগের পরিবর্তন 
= (1920 — 1200) গ্রা.-সে.মি./সে. 
=720 গ্রা,-সে.মি/সে.। 
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6-6. P=" sa স্থাপন : 
মনে (করি, একটি বস্তুর উপর P পরিমাপবিশিষ্ট m বল অবিচ্ছিয্ভাবে 


ক্রিয়াশীল, এবং £ মুহূর্তে বস্তুটির ভর m, বেগ v ও ত্বরণ 7, যেখানে Paf এবং P 


বলের ал Феј দিক্‌ বরাবর ত্বরণ {| তাহা হইলে, নিউটনের দ্বিতীয় স্তর 
"অনুযায়ী, 


£ m »)«P; 
ч, P-K (т), ( K= বক )1 ET, di) 
** বস্তটির ভর সর্বদা অপরিবর্তিত থাকিলে, (1) হইতে, 
Р-Кт, 
বা, P= Kmf ө (2) 
যেখানে, VI ed যান NOM একক vont ধক ও দা এককের উপর 
“নির্ভরশীল | 
‘এখন, যে পরিমাপ বল এক একক ভরের উপর প্রযুক্ত হইয়া এক একক ত্বরণ 
উৎপন্ন করে তাঁহাকে এক একক বল ধর! যাক্‌। এইরূপ মনোনীত একক লইলে, 
“অর্থাৎ, যখন m=1 এবং f=1, তখন P—1 হইলে, (2) হইতে পাই, 
1=Kx1x1; অর্থাৎ, Каз], 
বল: 
P-mf; (3) 
"Wo বল= 93x ত্বরণ 1 


মন্তব্য £ P= সুত্ৰ স্থাপনে যে বল এক একক ভরের উপর প্রযুক্ত হয়! এক 
একক ত্বরণ Bett করে তাহাকে বলের একক হিসাবে ধরা হইয়াছে। quit, একক 
মনোনয়নে, উহাদের যে কোণটির পরিবর্তন হইলে, এই тү: তখন প্রযোজ্য হইবে 
না। যেমন, যে বল 5 একক ভরবিশিষ্ট একটি বস্তুর উপর প্রযুক্ত হইয়া এক একক 
ত্বরণ ия করে তাহাকে এক একক বল ধরিলে, (2) হইতে পাই, 1১৫5১]; 
অর্থাৎ K215; এবং তখন, P=} mf ; অৰ্থাৎ, 5P = mf. 
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wig: =" কে প্রচলিত গঞন্তি-সমীকরণ (Standard kinetic 
equation) বলা হয়। কোন গতিশীল বস্তুর ভর ও waq জানা থাকিলে, উহাদের 
গুণফলই বস্তুটির উপর অবিচ্ছিন্নভাবে প্রযুক্ত বলের পরিমাপ হুইবে। তাহা ছাড়া, 
অতি অবশ্তই মনে রাখা দরকার, P=mf mo Р যেদিকে ক্রিয়াশীল থাকবে, f ও 
.সেইদিকে ক্রিয়াশীল হইবে 1 

6-7. বলের পরম একক š 

P=" w স্থাপনে মনোনীত একক বলকে বলের পরম একক (absolute 
unit of force) বলা হয়। ইহার কারণ, সকল স্থানেই এই একক বল 
নঅপরিবর্তনীয় থাকে। | 

বলের পরম একক ছুই শ্রেণীর £ যেমন (1) পাউগ্যাল্‌ (১4091) ও 
(2) ডাইন্‌ (Dyne). 

পাউগ্যাল্‌£ যে পরিমাণ বল এক পাউণ্ড ভরের উপর অবিচ্ছিন্ভাবে প্রযুক্ত 
айл 1 ফুটাসেকেও ত্বরণ উৎপন্ন করে তাহাকে এক পাউগ্যাল্‌ বলা হয়। স্তরাং 
এফ.. পি. ext, পদ্ধতিতে বলের একক এক পাউণ্ড্যাল্‌ । 

ডাইন্‌ঃ যেপরিমাণ বল এক গ্রাম ভরের উপর অবিচ্ছিরভাবে প্রযুক্ত RT 


1 লে.মি/গেকেও? ত্বরণ Sa করে তাহাকে এক ডাঁইন্‌ বলা হয়। সুতরাং, 


fs. fa, an, পন্ধতিতে বলের একক এক ভাইনু। 

মন্তব্যঃ Absolute unit of force (a poundal ora dyne) is 
also called a Dynamical unit of force. 

mu: 1. P=mf тщ বলের পরিমাপ পাউগ্যাল্‌ অথবা ডাইন্হইবে। 
বস্তুর этет পাউণ্ড এবং উহার ত্বরণ/ ছুট/দে.* হইলে Po mf BR I 
কিন্ত বস্তুর ভর =m গ্রাম ও উহার ত্বরণ f পে.মি/সে.* হইলে, P =mf ডাইন্‌ হইবে | 

aa; 2. যেহেতু, 91994536 গ্রাম এবং 1 ফুট ৮3048 সেটিমিটার 
(প্রায় ), 

2. 19897 =1 পাউণ্ড ২1 ফুট/সেকেওড” 
=453'6 গ্রাম %30'48 সে.মি./সেকেণ্ড =... 


=453'6x 3048 ডাইন্‌ ДМЧ л DN 
= 13825728 ডাইন্‌ ЫЙ ERA 
2 


অর্থাৎ, 1 পাউণ্যাল= 13800 ডাইন্‌ (প্রায়); 1১ / 
এবং 1 ডাইন্‌= тв со পাউণ্যাল্‌ ( প্রায় )। Š. 
C S 
N С 


৬৯ 
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4181. 50 গ্রাম ভরবিশিষ্ট একটি বস্তুর” উপর. একটি «чт বল Р 


আবিচ্ছিন্নভাবে ক্রিয়াশীল হওয়ায়, 2 সে.মি./সে. ত্বরণ উৎপন্ন হইলে, P এর মান কত? 
P=mf = 50 x2 ডাইন=100 v2 | ' 

দৃষ্টান্ত 2. 200 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট «ч বস্তুর উপর একটি ач বল P 

অবিচ্ছিম়নভাবে ক্রিয়াশীল হওয়ায়, бя হইতে 22 সেকেণ্ড পরে ঘণ্টায় 30 মাইল 


বেগ উৎপন্ন করিলে, বলের পরিমাপ কত ছিল? 
ঘণ্টায় 30 মাইল = 44 ফুট/সেকেও ; 
এখন» v=u + ft সুত্ৰ সাহায্যে 44047 x22 ес, f=2 ফু./সে. | 
Р=тЁ= 200 х2 পাউও্যাল্‌_400 পাউগ্যাল্‌। 
6-8. নিউটনের মহাকর্ষ মূত্র (Newton's Law of Gravitation) : 
বিশ্বের প্রতিটি 44 অপর বে কোন বস্তুকে উহাদের ভরকেন্দ্র সংযোজক 
সরলরেখ। বরাবর একটি বল দ্বারা আকর্ষণ করে, যাহ! বস্তদ্বয়ের ভরের 
গুগফলের সমানুপাতিক এবং «ассан দূরত্বের বর্গের ব্যস্তানুপাতিক। 
LEvery body in the Universe attracts every other body 
with a force, in the direction of the straight line Joining 
their centres of mass, which is directly proportional to the 
product of their masses and inversely proportional to the 
square of the distance between their centres of mass] 


এই আকর্ষণকে মহাকর্ষ বলা হয়। ইহাই প্রাথমিক বল'। মনে করি, দুইটি 
বস্তুর ভর ту এবং та এবং উহাদের ভরকেছয়ের দূরত্ব d. Stel ছইলে, বস্তদ্বয়ের 
যে কোনটি অপরটিকে F পরিমাপ বল দ্বারা আকর্ষণ করিলে, 

Е "з; অর্থাৎ, FeG. ime, 


যেখানে, G একটি ধ্রুবক এবং ইহাকে মহাকায় asa (gravitational 
constant) বলা | এই G এর মান ভরের একক, দূরত্বের একক ও বলের 
এককের উপর নির্ভর করে। সি. জি. এস. পদ্ধতিতে С-667х 10:85 (erm) i 

মন্তব্য ঃ আকর্ষণ (attraction) ও বিকর্ষণ (repulsion) ২ 

যে বল দ্বারা একটি বস্তু অপর একটি Се কাছে টানিতে চেষ্টা করে, তাহাকে 
আকর্ষণ বল (Force of attraction) বলা হয়। কিন্ত, যে বল яг একটি 
qq অপর একটি বস্তুকে দূরে সরাইতে চেষ্টা করে তাহাকে বিকর্ষণ বল (Force of 
repulsion) বলা হয় 1 
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6-9. অভিকৰ্ষ (gravity) ও ভার (weight) š 

পৃথিবী অন্তান্ত সকল বস্তুকে যে বল ছার! আকর্ষণ করে তাহাকে অভিকর্ষজ বল | 
(Force of gravity) বলা হয়। সুতরাং, মহাকর্ষের এক বিশেষ প্রকারই অভিকর্ষ | 
পৃথিবীর আকর্ষণই অভিকর্ষ। পৃথিবী যে অভিকর্ষজ বল দ্বার! কোন বস্তুকে তাহার 
কেন্দ্রের দিকে আকর্ষণ করে তাহাকে এ বস্তুর ভার (weight) বলা হয়। সুতরাং, 
ভার একপ্রকার বলের নামান্তর । ভারের মান ও দিক্‌ উভয়ই আছে; সেইজন্ত 
ইহা ভেক্টর রাশি। 

নিউটনের দ্বিতীয় গতি-সুত্র হইতে আমরা জানি, কোন বস্তুর উপর কোন একটি 
বল প্রযুক্ত হইলে, ও বলের অভিমুখিতায় একটি ত্বরণ উৎপন্ন হয়। অভিকর্ষজ বলের 
с faata Заяа কোন একটি পতনশীল বস্তুর ত্বরণকে অভিকর্ষজ ত্বরণ (accelera- 
tion due to gravity) বলা হয় এবং ইহাকে g 8141 55 করা৷ exi 

সুতরাং, ভরবিশিষ্ট একটি qua ভার W হইলে, 

И? — mg (in absolute units) ; ө (1) 

অর্থাৎ, J/-mg পাউগ্যাল্‌, (999 ভর? পাউণ্ড এবং ৪-এর মান ফুট- 
CATITA প্রকাশিত হইলে ); 

অথবা, J/-mg ডাইন্‌, ( 499 ভর= গ্রাম এবং 2-99 মান সে্টিমিটার- 
сясэсз প্রকাশিত হলে) 

স্থতরাং, m- 1 পাউণ্ড হইলে, 1 পাউণ্ড ভরের ভার-& পাউগ্যাল্‌; 

অর্থাৎ, 1পাউণ্ড-ভার = পাউণ্ড্যাল্‌ ; (ie, 1 Ib. мі. =g poundale). 

few т=1 গ্রাম হইলে, 1 গ্রাম ভরের ভার= g 9183; 

অর্থাৎ, 1 গ্রাম-ভার =g ডাইন্‌; (i e., 1 gm. wt.= g dynes). 

এফ.. পি. এম্‌. পদ্ধতিতে অভিকর্বীক্প বলের একক (gravitational unit 
of force) এক পাউগুন্ভার এবং সি. জি. এস্‌. পদ্ধতিতে অভিকর্ষীয় বলের একক 
এক গ্রাম-ভার। 

আবার, মহাকর্ষ 18 হইতে, 

p. ge 5 Q) 

যেখানে, Ge প্রবক ) ৷ = বস্তুর ভর ; Мч ভর ; r= qw e পৃথিবীর 

ভরকে ভয়ের দুরত্ব, এবং বস্তুটি vp অথবা Se হইতে উর্ধে чер W= 
601—8 
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чаба ভার) অর্থাৎ, পৃথিবী cx বল দ্বার! 99009 তাহার কেন্দ্রের দিকে 
আকর্ষণ | 

এখন, (1) এবং (2) হইতে পাই, 
нэ 2 (3) 


2511$, দেখ! যাইতেছে, & এর মান т এর মানের উপর (454 4Л| যেহেতু 
পৃথিবী গোলাকৃতি নহে, ভূ-পৃষ্ঠের উপর বিভিন্ন অক্ষাংশে এবং একই অক্ষাংশের 
বিভিন্ন উচ্চতায় g এর মান বিভিন্ন হইবে। 
পৃথিবীর উত্তর ও দৃক্ষিণমের কিছু চাপ, অর্থাৎ, মেরু-ব্যাসার্ধ (41024149 ব্যাসার্ধ 
অপেক্ষা কিছু БӨ! CARAF, g এর মান মেরুতে বেণী এবং বিষুবরেখায় কম। - 
ET. উপর сур এর মান 3226 ফুউ/:সকেপু* (39332 সে. মি./ ' 
“3 уу বিধুবরেথান্ন ইহার মান 32:09 ফুট/সেকেণ্ডঃ (419781 সে. মি./সে.*) 
এবং কলিকাতায় Sata মান 32:11 35/cnc va? ( 31, 97388 নে. মি./সে.* ). 
মোটামুটিভাবে g এর মান аж, পি. an, পদ্ধতিতে 32 ছুউ/সেকেও্ড« এবং পি. জি. 
чат, পদ্ধতিতে 930 সের্টিমিটার!সেকে 9? ধর! হইয়! থাকে | (5987 কোন উল্লেখ না 
থাকিগে а মান 32 ফু /সে.” 41980 ся. fir Jen." ধরিয়া লইতে হইবে। 
স্থতরাং, g এর মান ফুট-সেকেগ্ডে প্রকাশিত হইলে, 
1 পাষ্টগু-ভার (1 lb. wt.) =32 পাউগ্যাল্‌। 
কিন্ত, g এর মান সেটিমিটার-সেকেণ্ডে প্রকাশিত থাকিলে, 
1 গ্রাম-ভার (1 gm. wt.) - 980 5184 1 
жау: Gravitational unit of force (ie, 1 Ib. wt., or, 
1 gm. wt.) is also called a statical unit of force. 


RI: (а) ধর! যাক, পৃথিবী গোলারুতি এবং উহার ব্যানার্ধ R ও ভর M. 
তাহা হইলে, р=о- Ма হি В পৃথিবী পৃষ্ঠে থাকে mmo eer) ip 


বন্দ বস্তুটি পৃথিবী পৃষ্ঠ হইতে h উচ্চগাহ থাকে | এখান হইতে দেখা যাইতেছে, পৃথিবী 
eh ভতে কোন Tare ধতই উপরে নিয়ে যাওয়া হইবে, উঠার উপর ক্রিয্নাশীল 
‘এর মান ততই কমিতে খাকিবে। 
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(b) jb থেকে পৃথিবীর h দূরত্ব ভিতরে m তর-বিশিক্ট একটি বস্তু A তে থাকিলে 
এ স্থানে বস্তুটির чэ ёо» 
যেখানে, м'=(к—Ю) ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট 
Аз গোলকের ভর এবং পৃথিবীর ст 
যাহার сти, এই গোলকের বাহিরের 
অংশ প্রতিসাম্যহেতু বস্তুটির উপর কোন 
কার্যকরী আকর্ষণ প্রয়োগ করিবে না। 
পৃথিবী গড় ঘনত্ব ০ হইলে, 
M 7 тпс ; M'—$n(R —h)'c. 


"no g-G$nR—Hh?.x.——— 


(R— I 
=$о.ло(е — h) - «(n — 1), যেখানে, k= $৫7০ 49 | 


সুতরাং, h এর মান যতই বাড়িতে থাকিবে, g এর মান ততই কমিতে থাকিবে। 
এইরূপ কমিতে কমিতে ЧЇЙ কল্পন! কর! যায় যে, বস্তুটি পৃথিবীর কেন্দ্রে আছে, তাহা 
হইলে, З স্থানে g এর মান শুন্য হইবে ; অর্থাৎ, w—mx0-0 হইবে। ex, 
পৃথিবীর কেন্দ্রে সকল বস্তুর ভার 79 | 

বিশেষ ўа? 

(1) বলের পরম এক ক ( absolute unit of force ) অভিকর্ধ অথবা অন্ত যে 
কোন প্রভাব নিরপেক্ষ | অভিকর্ষীয় বলের একক ( gravitational-unit of 
force) অভিকর্ষের প্রভাবাধীন। মহাকর্ষকে প্রাথমিক বল ( Funda mental 
force ) বলা হয়। 

(2) কোন বস্তুর উপর ক্রিয়াশীল অভিকর্ধজ ত্বরণ সব্ব ত্র সমান নহে বলিয়া, এ 
বস্তুর ভারও বিভিন্ন স্থানে বিভিন্ন হইবে ; few, উহার ভর mu একই থাকিবে। 
সাধারণ yw ( Common balance) এর সাহায্যে বিভিন্ন অবস্থানে একই _ 
বস্তর বিভিন্ন ভার ধর! পড়িবে না | মনে করি, কোন একটি বস্তুর ভর m ; এবং দুইটি 
few উচ্চতায় অভিকর্ষজ ত্বরণ ৫ এর মান ৪: এবং 8.) তাহা হইলে A ছুইস্থানে 
বস্তুটির ভার w, এবং Ws হইলে, Wi=mg এবং Wa = т, RAI সুতরাং, 
д «аа তার (বা, ওজন) প্রথম স্থানে IM E 
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বাটখারার ভার (বা, ওজন) wa. সেইজন্ত উভয় স্থানে সাধারণ তুলাবস্ত্রে একই 
ভরের ওজন সমান হইবে । একই বস্তুর ওজন যে বিভিন্ন স্থানে বিভিন্ন হইবে তাহা 
সহজেই fei жар, ধর! পড়িবে । এই «щй এমনভাবে নিমিত যে, feh এর 
чий বস্তুটিকে ঝুলাইয়! দিলে, অতিকর্ষজ ত্বরণ হেতু, বস্তুটি ferre টানিয়া বে 
স্থচকে আনিবে, সেই স্থানের চিহ্নিত দাগ হইতে 4504 ওজন ধর! পড়িবে | 

(3) অভিকর্ষজ ত্বরণ g এর মান বিভিন্ন স্থানে বিভিন্ন বলিয়া, সমুদ্রের উপরি- 
ভাগে g এর মান 45, উচ্চ পব্বতের চুড়ার উপর মান তাহার চেয়ে বেশ কম। সেইজন্য 
কোন বস্তুর ভার সমুদ্রোপরি যাহা হইবে, পব্ব তের চুড়ায় তাহার চেয়ে অনেক কম 
হইবে। আবার.পৃথিবীর আকর্ষণের বাহিরে বস্তুটি নিয়ে যাওয়! সম্ভব হইলে, সেখানে 
g এর মান শষ্য হইবে ; এবং তখন т ভরযুক্ত একটি বস্তুর ভার শুন্য হইবে । কারণ, 
এইরূপ ক্ষেত্রে, বস্তুর ভার w=mXg=mx0=0. 


(4) আবার, পৃথিবীর ভিতরে যত নীচে একটি বস্তুকে নিয়ে যাওয়া যাইবে, 
উহার ভার ততই ক্রমশঃ কমিতে থাকিবে । পৃথিবীর কেন্দ্রে বস্তুটি নিয়ে যাওয়া সম্ভব 
হইলে, উহার উপর পৃথিবীর মোট আকর্ষণ প্রতিসাম্য হেতু, (due to sym- 
шебу ) чэ হইবে, এবং তখন, Q qui কোন ভার থাকিবে না। 

(5) পৃথিবীর কেন্দ্রে m ভরবিশিষ্ট একটি বস্তুকে তুলিতে কোন শক্তি প্রয়োগের 
প্রয়োজন হয় না। আবার, 8 বস্তুটিকে ভূপৃষ্টের উপর হইতে তুলিতে যে শক্তির 
প্রয়োজন, vnb থেকে অনেক উচু হইতে উহাকে তুলিতে তাহার চেয়ে অনেক 
কম শক্তির প্রয়োঙ্গন হইবে। 

কিন্তু, à বস্তুটিকে নির্দিষ্ট মুহূর্তে নির্দিষ্ট বেগে গতিশীল করিতে একই পরিমাপের 
বল প্রয়োগ করিতে হইবে--সেই বস্তুটি পৃথিবীর сток থাকুক, বা vnda কোথাও 
থাকুক, অথবা অপর যে কোন স্থানে থাকুক না কেন। তাহার কারণ, P= mf 
সুত্রটি সর্বত্র প্রযোজ্য, যেখানে প্রারস্তিক ত্বরণ অর্থাৎ f একই এবং те একই | 

(6) নিবাত শূন্যে (In absolute ৪০৪০) বিভিন্ন পরিমাপের за Ч 
বস্তুসমূহ একই স্থান হইতে একই সময়ে (ПЧ! হইতে পতিত হইলে, প্রতি 
মুহূর্তে প্রত্যেকটির বেগ একই হইবে, এবং তাহারা একই সময়ে একই উচ্চতায় 
থাকিবে, অর্থাৎ সমান পথ অতিক্রম করিবে ইহার কারণ, I = mg "ra হইতে 
দেখা যায়, প্রভোকটির স্বরণ একই (= 0. 
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6-10. (a) সমান বলের সংজ্ঞ। 2 

মনে করি, m ভরবিশিষ্ট একটি qua উপর একটি gas বল Р অবিচ্ছিন্নভাবে 
ক্রিয়াশীল হয়! ত্বরণ 7-উৎপক্ন করে, এবং £ অবক্কাশে উহার বেগ ॥ হইতে > এতে 
পরিবতিত হয়। তাহা হইলে, v—ucft; 


এবং P-mf-^ (ft); 
অৰ্থাৎ, P= (u). ө (А) 
এবার, মনে করি, এ m ভরবিশিষ্ট বস্তুটির উপর Р বল ক্রিয়া না করিয়া অপর 


- কোন একটি че বল D' wafer ক্রিয়াশীল হইল, এবং ফলে উহার ত্বরণ 


f' উৎপন্ন হইল, এবং t অবকাঁশে উহার বেগ % হইতে v' এতে পরিবর্তিত হইল। 
তাহা হইলে v =u tft i 
এবং Р-т (ft); 


অর্থাৎ, P=" ou) e (B) 

সুতরাং, xfi 9১৪৮ হয়, তবে P= P' হইবে । 

দুইটি sas বল পৃথক পৃথক্‌ ভাবে (যুগপৎ নহে) একই «ча উপর 
বিচ্ছিন্নভাবে ক্রিয়াশীল হইলে এবং সমান সময়ে বেগের পরিবর্তন | 
€সমান্তরাল দিকে) সমান মানে উৎপন্ন করিলে, 9 বল দুইটি সমান 
হইবে। 

(b) সমান ভরের সংজ্ঞা 2 

মনে করি, Р পরিমাপবিশি্ট দুইটি সমান বল, m এবং m' ভরবিশিষ্ট দুইটি বস্তুর 


— হইরা যথাক্রমে 7 এবং f ত্বরণ উৎপন্ন করে এবং একই সময় o 
প্রথমটির বেগ и হইতে এতে এবং ছ্বিতীয়টির বেগ u হইতে v এতে পরিবতিত 77, 
হয়। তাহা হইলে, / | 
v=u+ft; P=mf ; 

এবং v'—u' tft; Рет? 


Baa Xt 
f v-u 
P Pt 1 
এবং m'= = 7. à 
F w—u „н 


সুতরাং, যদি y—u=w — u 0684, তবে m=m হইবে | 
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ছুইটি বস্তুর ভর সমান হইবে, যদি উহাদের উপর সমান পরিমাপ 
বিশিষ্ট দুইটি বল ক্রিয়াশীল হুইয়া একই সময়ে বেগের পরিবর্তন 
(সমান্তরাল দিকে ) সমান মানে উৎপন্ন করে। 


6-11. একটি কণার উপর যুগপৎ ক্রিয়াশীল দুইটি বলের লক্ধি নির্ণয় ৷ 

মনে করি, Pe o পরিমাপের দুইটি বল / তে অবস্থিত m ভরবিশিষ্ট একটি 

কণার উপর (যাহা স্থিরাবস্থায় বা গতিণীল অবস্থায় থাকিতে পারে ) যুগপৎ 
Y —- 


AX এবং AY বরাবর যথাক্রমে 
ক্রিয়াশীল ।  প্ৰলের প্রকৃতিগত 
স্বাধীনতা ww" অনুযায়ী, P এবং 
০ যথাক্রমে АХ ও AY বরাবর f, 
এবং f, ত্বরণ উৎপন্ন করিবে যেখানে, 
P=mf; এবং o=mf,. 

মনোনীত এককের সাহায্যে, АВ-/, এবং АС-47, লই এবং ABDC 
সামাস্তরিক অঙ্কন করি এবং AD অঙ্কন করি। 

AD=f হইলে *ত্বরণের সামাস্তরিক va" অনুযায়ী, f, এবং £০ এর লক্ধি 
হইবে AD, অৰ্থাৎ, f= A(fs* +f," +27, fs cos <) , ( মানে), 


3 fa sin < 
2, 0 АТ! тл ЫМ 
"ut EO ay, ০৬ 


যেখানে, /8AC=4; ZBAD-0; এবং AD বরাবর f ক্রিয়াশীল । 
এখন, পূর্ব নির্ধারিত এককের সাহায্যে, . 


AL=P-mfi=m.AB লইয়া ALN সামান্তরিক жил করি, যেখানে N, 
Ар এর উপরিস্থ এবং NI дс. এখন, যেহেতু, AABD ও AALN », 


'. ANJAD=AL|AB=m. 

অর্থাৎ, AN mLAD— mf. 

Weit, ৮ ও o এর লন্ধি R (মানে) হইলে, елм এবং 88 AN 
(বা, AD ) বরাবর ক্রিয়াশীল | 
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6-12. অনুভূমিক তলের সহিত নিদ্দিষ্ট কোণে নতিবিশষ্ত assa | 
যে তল অঙ্ুভূমিকতলে, বা উহার সহিত সমকোণে অবস্থিত নহে, তাহাকে 
assa ( Inclined plane ) বলা হয়। 


চিত্রে, ooer অনুভূমিক তল; ABCD একটি নততল, যেখানে উহা অনুভূমিক 


e 
তলকে CD সরলরেখা বরাবর ছেদ করে। নততলে অবস্থিত যে সরলরেখা 
ও নততলের সাধারণ ছেদিত রেখার উপর mW তাহাকে এ নততলের 


' সর্বাধিক নতিবিশিষ্ট রেখ (the line of greatest slope) qmi হয়। 
সর্বাধিক নতিবিশিষ্ট রেখার 0108 яарна দৈর্ঘ্য (length of the inclined 
plane); ও রেখার mute প্রান্ত হইতে অনুভূমিক তলের উপর ага 0608 
নততলের (উচ্চতা, (height ofthe inclined plane) এবং à রেখা এবং 
অঙুভূমিকতলে উহার লঙ-অভিঙ্গে পের মধ্যবর্তী কোণই asema afs ( angle of 
the inclined plane ). 

fora, co সাধারণ রেখ! ; ADAD; ANLBN ; ED ও DN একই রেখায় 
অবস্থিত এবং жирөө PA এর লঙ্-অভিঙ্গে AEN. ZADN Ç (৬০4*9০৯, 

তাহ! হইলে, asco নততলের সর্বাধিক নতিবিশিষ্ট ati AD (= CM); উহার 
উচ্চতা! АН; উহার দৈর্ঘ্য AD এবং নতি <. 


afi Хбеп এবং ЦЭС তাহা হইলে sin <= 1n. এইরূপ ক্ষেত্রে, ABCD 
নততঙলকে “n এতে 1 উন্নতি বিশিষ্ট নততল’ বলা হইয়া থাকে। 
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6-13. দৃষ্টান্তমূলক উদ্ধাহুরণ : 


উদ্ধাহরণ 1.  স্থিরাবস্থা হইতে যাত্র। করিয়া 20812084 একটি বন্ধ 40 ফুট! 
সেকেণ্ড সমত্বরণে সোজা পথে গতিশীল হইলে, 5 সেকেণ্ড পরে উহ! কত ভরবেগ লাভ 
করিবে? 

qaia 91—20 আউন্স পাউণ্ড। 5 সেকেণ্ড পরে বস্তটির বেগ 

=40х5 ফু./সে., (v—u-d-ft-ats, u—0, f240, t=5) 

7200 ফু./সে.। 


х 


" fata ভরবেগ o тр *tl.-g./cm , (т=#; р=200); 
=4x 200 পাউণ্ড-ফুট/সেকেণ্ড 
=250 পা.-ফু./সে. । 


ФЕП 2. স্থিরাবন্থা হইতে যাত্রা করিয়া কোন একটি বস্তু 3 সে. মি./সে.গ 
সমত্বরণে সোজাপথে গতিশীল হইল এবং 10 সেকেণ্ড পরে উহা 45000 4fj.- 
সে-মি/সে. ভরবেগ লা করিল। বন্তটির ভর কত ? 

10 সেকেণ্ড পরে বস্তুটির বেগ 

73X10 সে. মি./সে.=30 সে. মি./সে.। 

মনে করি, 4584 ভর = গ্রাম। 

তাহ! হইলে, প্রদত্ত শর্তান্ছদারে, 
mv — 45000, (৮30) 

3, mX30245000 ; বা, m= 1500. 
fafi ভর = 1500 গ্রাম = 1.5 কিলোগ্রাম | 


উদাহরণ 3. যে বলের Өячбан ক্রিয়ার 30 গ্রাম зиед একটি 4415 
সেকেণ্ড স্থিতাবন্থ। হইতে 9 মিটার দুরে নীত হয়, তাহার মান কত? 
9 মিটার = 900 caf fatta | 
বস্তুটি f সে. মি,/সে.” সমত্বরণে গতিশীল হইলে, s=ut+1ft* সূত্রের সাহায্যে, 
900—0--3x f xX (15X15); 3b 7-8, 
এখন, P—mf wc সাহায্যে, 
Р=30х8 ডাইন=240 ডাইন্‌। 
fit fa বলের পরিমাপ = 240 ডাইন্‌। 
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উদ্দাহুরণ 4. 10 wa ভরবিশিষ্ট একটি чеч উপর যে বল fia হওয়ায়, 
10 cuate ঘণ্টায় 3 মাইল বেগ সঞ্চার করে তাহার মান কত? (বস্তুটি প্রথমে 
স্থিরাবস্থায় fèn ) | 
বস্তুটির ভর- 10 x 4% 28(পাউণ্ড = 1120 পাউণ্ড | 
ঘণ্টায় 3 মাইল বেগ = 3} ৮3 ফু./সে.= 3⁄2 ফু./সে. ৷ 
মনে করি, বস্তুটির ত্বরণ = f ফুট/সেকেণ্ড*। 
তাহা হইলে, v—udft হত্র-সাহাধ্যেঃ 
M-fx10; (v=; u=0; 1510): 
বা, 7-3. 
এখন, P= সুত্র সাহায্যে, 
Р=1120х 33 পাউগ্যাল্‌ 
—4928 পাউগ্যাল্‌-154 পাউণ্ড-ভার 1 
উদ্দাহুরণ 5. 200 ডাইনের একটি єє বল সরলরেখায় গতিশীল একটি 
বস্তুর উপর অর্ধ মিনিট কাল ক্রিয়া করিলে, উহার বেগ সেকেণ্ডে 290 সে. মি. হইতে 
সেকেণ্ডে 35 মি. এতে পরিবর্তিত হয়। বস্তুটির ভর G কর। 
মনে করি, বস্তটির ত্বরণ--7 সে. মি./সে.* i 
তাহা হইলে, v=u+ft সুত্র-সাহায্যে, 
350-290-7х30, ( > ›=350; и= 290; 1=30); 
বা, ў=2. 
মনে করি, ০৫০ BY 
তাহ! হইলে, P= হুত্র-সাহাধো, 
200-тх 2, (2 P-200; f-2); 
বা, т=100, 
2. নির্ণয় ভর 100 গ্রাম | 
উদাহরণ 6. її হইতে 15 পাউণ্ড ভরধিশিষ্ট একটি qui উপর একটি 
#q বল 3 সেকেণ্ড নিরবচ্ছিন্টভাবে ক্রিয়া করিয়া fafan হয়। পরবর্তী 5 সেকেগ্ডে 
বস্তুটি 320 ফুট দূরত্ব অতিক্রম করিলে, বলের পরিমাপ কত ছিল? 
m i [W.B.H.S. 1970] 
| মনে করি, বলের পরিমাপ Р পাউগ্যাল, এবং এই বলের ক্রিয়ার 
| 7 ফুট/লেকেণ্ড* ত্বরণ উৎপয় ex 1 


122 1656491 : 
етее হইতে যাত্রার 3 সেকেণ্ড পরে বস্তুটির বেগ ৮ ফু./দে. হইলে, 
৮০০97 ১৯ .. m (1) 
বলটি নিক্ষিয় হইবার পরে, বস্তুটি সংবেগে গতিশীল ছিল। তাগ হইলে, পরবর্তী 
5 সেকেণ্ড সময়ের 59, 
320 ফুট 5 সেকেণ্ডে সরণ-১:5 29, 
অর্থাৎ, 320=3fx5; বা, f= 
এখন, P=mf সুত্ৰ-সাহায্যে 
P=15 x t= 320. 
+" fcf বলের ুপরিমাপ =320 পাউগ্যাল্‌_ 10 পাউগু-ভার। 


উদাহরণ 7. 1600 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি uber? ঘণ্টায় 30 মাইল 
বেগে ধাবমান। (i) 11 সেকেণ্ডের পর, Gi 121 ফুট অতিক্রধের পর গাড়ীটিকে 
থামাইতে কত পাউগু-ভার বল প্রয়োগ করিতে হইবে ? 

ঘণ্টায় 30 মাইল = 22 x 30 ফুট/সে.= 44 ফু./সে. ; 

G) মনে করি, নির্ণেয বলের পরিমাপ Р পাউগ্যাল্‌। বস্তুটির গতির বিপরীত 
মুখে এই বল প্রয়োগ করিলে 11 সেকেণ্ড পরে উদ্ধার বেগ че হইবে। মনে করি» 
За f ফুট/সেকেও* সমমন্দনে গতিশীল হইল। তাহা হইলে, 

0-44-fx11; বা, f—4 
এখন, P= সুত্ৰ-সাহাব্যে, 
P - 1600 x 4= 6400. 
+. farta বলের পরিমাপ =6400 পাউণ্যাল=200 পাউণ্ড-ভার | 
Gi) মনে করি, দ্বিতীয়ক্ষেত্রে P, পাউগ্যাল্‌ বল প্রয়োগ করা হইয়াছিল এবং 
বস্তুটি f ফু./সে.* সমমন্দনে গতিশীল হইয়াছিল। 
তাহা হইলে, 0'-44*-2x7, x121; বা, fi-8 
এখন, P=" za সাহাযো, 
P, = 1600 x 8= 12800. 
7. নির্ে বলের পরিমাপ = 12800 পাউগ্যাল্‌. 400 পাউগু-ভার। 
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উদ্ধাহরণ 8. স্থিরাবস্থা হইতে 10 ফুট পতনের পর 20 পাউণ্ড ভর-বিশিষ্ট 
একটি বস্তু বালির মধ্যে 6 ইঞ্চি প্রবেশ করিয়া থামিয়! যায়। বস্তুটির উপর বালির 
চাপ কত ছিল? (ধর ওঁ চাপ সুষম) [ g=32 ফুট/সে.* 1, 
বালিতে প্রবেশ করিবার ঠিক 9109006 qufüs বেগ সেকেণ্ডে ৮ ফুট হইলে, 
v’=0°+2g x10; 
বা, ৮*-640, 
মনে করি, বালির চাপ R 
পাউগ্যাল্‌ (যাহা উৰ্দ্ধদিকে ক্রিয়াশীল ) 
এবং বালির মধ্যে বস্তুটি  ফুট/সেকেওঃ 
সমমন্দনে গতিশীল। 
তাহা হইলে, 6 ইঞ্চি অর্থাৎ 
112 ফুট বালির মধ্যে প্রবেশ করিয়া 
বস্তুটি স্থিরাবস্থায় আসায়, 
0*2,*-2fxj; 
বা, f-640. 
এখন, P=mf হুত্র-সাহায্যে, 
(R-mg)-mf; অর্থাৎ, (Ё-20х32)-20х640, 
বা, К=32 х 420. 


» Ве 517= 32х 420 পাউগ্যাল্‌_ 420 পাঁউগু-ভার। 


উদ্দাহুরণ 9. 100 টন ভরের একটি রেলগাড়ী অগ্ভূমিক তলে সোজা রেলপথ 
বরাবর ঘণ্টায় 60 মাইল বেগে গতিশীল ছিল। ইঞ্জিনের বাম্প বন্ধ করায় ঘর্ষণ জনিত 
বাধার দরুণ মিনিট 20 отте পরে গাড়িটি থামিয়া গেল। প্রতি টনে বাধা 
কিরূপ ছিল এবং ব্রেক প্রয়োগের পর উহা কত দূর গিয়াছিল? 

বেগ ঘণ্টায় 60 মাইল 88 ফুট/সেকেণ্ড । 

মনে করি, প্রতি টনে বাধা R পাউগু-ভার এবং Q বাধার দরুণ গাড়ীটি f ফুট। 
সে.* সমমন্দনে ( Сар প্রয়োগের পর ) গিয়াছিল। তাহা হইলে, 

0০-৪৪-1৯৪০ বা, = 11110. 
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এবং, P=mf а-л, 
Rx100 x 32 = (100 х2240) x 11/10 ; 
বা, R77. 
Nest, প্রতি টনে বাধ! 77 পাউণ্ড-ভার । 
МО দূরত্ব এ ফুট হইলে, 


x=88 x 80-3 x 13 x (80 x 80) ; 
বা, z=44x80=3520. 


fats দূরত্ব = 3520 ফুট=2/3 মাইল | 
উদাহরণ 10. 300 টন ভরবিশি্ট একটি গাড়াকে একটি ইঞ্জিন 150 এতে 
1 নতিবিশিষ্ট নততলে 3 ফুট/সেকেণ্ড* সমত্বরণে টানিয়া উঠাইতেছে। যদি ঘর্ষণ 


জনিত বাধা qux হয়, এবং তাহা গাড়ীটির ভারের 45 অংশ হয়, তবে গাড়ী ও 
ইঞ্জিনের মধ্যবর্তী টান বাহির কর। [24732 ফু/সে.* у [W. B. H. S. 1965] 


নততলটি অঙ্ভূমিকের সহিত < কোণ উৎপন্ন করিলে, প্রদত্ত শর্তানুসারে, 
sin «= 1/150. 


বর্ষণজনিত মোট বাধ R পাউগ্যাল্‌ হইলে, 
К = (300 x 2240) x 32 x 45. 

মনে করি, ইঞ্জিনের টান" গাউগ্যাল্‌। 
তাহা হইলে, P =mf হুত্ৰ-সাহায্যে, 
(T - В —mg sin X)-7 mf ; 

3l, T = (300 x 2240 x 32 x 25) +1300 x 2240 x 32 x тї) 


+(300 х 2240) x 3 
74x 301 x 2240 
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fats টান 4% 301 x 2240 পাউগ্যাল্‌ 


_ 4৯301 2240 


i পাউণ্ড-ভার 


4x 301 5 
U^ টন-ভার 378 টন-ভার। 


wissen 6 


1. ঘণ্টায় 40 মাইল বেগে গতিশীল 12 'আউব্দ ভরবিশিষ্ট за 
fads কর। 


2. ও টন তরবিশিষ্ট একটি ঘোটর গাড়ীর বেগ ঘণ্টায় 45 মাইল হইলে উহার 
ভরবেগ কত? 

3. fatai হইতে 5 সে. মি./সে.* সমতুরণে গতিশীল 50 গ্রাম ভরবিশিষ্ট. 
একটি বস্তু 20 সেকেণ্ড পরে কত ভরবেগ লাভ করিবে? 

4.  স্থিরাবস্থা হইতে অবাধে পতনশীল 20 আউন্স তরের একটি qw 15 рээ 
পরে কত ভরবেগ লাভ করিবে? [ g=32 ফুট/সেকেণ্ডঃ ]. 

5. fra wai হইতে 5 সে. মি./সে.” সমত্বরণে সোজাপথে 10 সে. মি. দূরত্ব 
অতিক্রমের পর 1 কিলোগ্রাম ভরের একটি qu কত ভরবেগ লাভ করিবে? 

6. fata হইতে 24 ফু./সে.* সমত্বরণে গতিশীল একটি বস্তু 10 সেকেও. ` 
পরে 30 পা.-ফু./পে. ভরবেগ লাভ করিলে, বস্তুটির ভর কত? 

7. бейтш হইতে সমত্বরণে সরলপথে গতিশীল 6 পাউণ্ড ভরের একটি বস্তু 
5 সেকেণ্ড পরে 60 পা.-ফুট/সে, ভরবেগ লাভ কৰিলে, বস্তুটির ত্বরণ কত ছিল? 

8, 100 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি বস্তুর উপর কি পরিমাপের একটি а বল 
22 অবিচ্ছিয়ভাবে ক্রিয়াশীল হইয়া 22 সেকেণ্ড পরে ঘণ্টায় 30 মাইল বেগ সঞ্চায় করিবে ? 
| 9. যেবলের অবিচ্ছিন্ন ক্রিয়ায় 30 গ্রাম ভরবিশিষ্ট একটি বস্তু 1 মিনিটের পরে 
+ faataa হইতে 441 মিটার দুরে নীত হয়, তাহার পরিমাপ কত? 

(а= 980 সে, মি./সে.* ) 1 

10. 10হন্দর ভরবিশিষ্ট একটি বস্তুর উপর fux evi হইতে যে ধ্রুবক বল 
অবিচ্ছিন্নভাবে ক্রিয়াশীল হওয়ায়, 10 সেকেণ্ড পরে ঘণ্টায় 3 মাইল বেগ সঞ্চারিত 
হয়, তাহার পরিমাপ কত? 


চট л, — ий. 
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11. এক আউন্স ভারের একটি বল এক পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি qui উপর 
অবিচ্ছিন্নভাবে সরলরেখায় ক্রিয়াশীল হইলে এবং বস্তুটি স্থিরাবন্থা হইতে চলিতে 
খাকিলে, 10 সেকেণ্ড পরে উহার বেগ এবং অতিক্রান্ত দূরত্ব কত হইবে? 

12. 10 পাউও-ভারের একটি বল 1 টন ভরবিশিষ্ট একটি বস্তুর উপর অবিচ্ছিন- 

` ভাবে ক্রিয়াশীল হইলে, উহা! স্থিরাবন্থা হইতে কত সময়ের পরে 224 ফুট দূরে সরিয়া 
যাইবে? 

18. একটি s4* বল 6 আউন্স ভরবিশিষ্ট একটি বস্তুর উপর দ্বিরাবন্থা হইতে 
বিচ্ছিন্নভাবে ক্রিয়াশীল হওয়ায়, 2 সেকেণ্ড পরে উহা! বন্তটিতে সেকেণ্ডে 10 ফুট বেগ 
সঞ্চার করে। বলের পরিমাপ “ডাইনে' প্রকাশ কর। 

(1508-3058, 191.=4536 43.) [ W. B. H. 1967 ] 

14. 200 ডাইনের একটি বল সরলরেখায় গতিশীল একটি বস্তুর উপর গতির 
অভিমুখে অবিচ্ছিন্জভাবে ক্রিয়াশীল হওয়ায়, ] মিনিটে উহার বেগ সেকেণ্ডে 250 
মিটার হইতে সেকেণ্ডে 300 মিটারে পরিবর্তিত হইল। বস্তুটির ভর কত? 

15. faea স্থিত 15 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি বস্তুর উপর কোন একটি sqa 
বল 3 সেকেণ্ড ক্রিয়া করিয়া! নিক্ষিয় হয়। পরবর্তী 5 সেবেণ্ডে বস্তুটি 320 ফুট পথ 
অতিক্রম করিলে, বলের পরিমাপ কত ছিল? [ W. B. Н. S. 1968 ] 

16. 10 গ্রাম-ভারের একটি ‘বল’ 27 গ্রাম ভরের একটি qua উপর এক সেকেণ্ড 
«femi ক্রিয়া করে। যদি а=981 সে. মি./সে. হয়, তবে বস্তাটিতে উৎপন্ন বেগ এবং 


©з] কতদূর পথ অতিক্রম করিয়াছে, তাহা নির্ণয় wq | 
Г W. В. Н. S. 1969 ] 


17. 3988 ভরের একটি বস্তুর উপর সরলরেখায় একটি বল প্রয়োগ করায়, 
Зи Тата হইতে যাত্রা 914815 সেকেণ্ড পরে 10 ফুট/পেকেও বেগ অর্জন করে । 
বলের পরিমাণ নির্ণয় কর। 5 সেকেণ্ড পরে যদি Q বলটি নিক্ষিয় হয়, তবে যে সুষম 
বাধায় দরুণ ইহা মোট 10 সেকেও পরে স্থিরাবস্থায় আসিবে তাহা fafa কর | 

[ W. B. Н. S, 1962] 

18. т পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি স্থির বস্তুর উপর Р পাউগ্যাল্‌ ধ্রবক qu t 
সেকেণ্ড সময় ব্যাপিয়া ক্রিয়া করে এবং এ সময়ে বস্তুটি x ফুট দূরত্ব অতিক্রম করে ও 
it সেকেণ্ডের সময়ে ‘সেকেণ্ডে v ফুট’ বেগ লাভ করে) প্রমাণ কর যে, Px=1mv*. 

[ W. B. Н. S. 1968, '70 1 
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19. দ্বিরাবস্থায় (45 9 পাউণ্ড ভরের একটি বস্তুর উপর 10773 ডাইন্‌ 
পরিমাপের একটি ক্রবক বল সরলরেখা বরাবর 2 মিনিট কাল ক্রিয়াশীল থাকিলে, 
এ অবকাশে বস্তুটি কত ফুট দুরত্ব অতিক্রম করিবে? (1 ফুট-30:4 সে. মি. ; 
1 পাউণ্ড= 4536 গ্রাম ) [ C. U. P. 1963 ] 

20. 30 গ্রাম ভরবিশিষ্ট একটি বস্তু যখন সেকেণ্ডে 40 সেন্টিমিটার সমবেগে 
গতিশীল, তখন ইহা যে অভিমুখে গতিশীল তাহার ঠিক বিপরীত অভিমুখে 60 ডাইন 
পরিমাপের একটি ‘বল’ উহার উপর প্রযুক্ত Л) কত সময় পরে বস্তুটি স্থিরাবস্থায় 
আসিবে এবং তখন উহা কত পথ অতিক্রম করিবে? [W. B. H. 5. 1963 ] 

21. 3 পাউণ্ড ভরের একটি qu অবাধে অভিকর্ষের প্রভাবে 4 সেকেও পড়ার পর 
Sefera কি পরিমাণ সুষম বল উহার উপর প্রয়োগ করিলে, উহা আরও 64 ফুট 
দূরত্ব অতিক্রম করিয়া স্থিরাবস্থায় আসিবে? [ W. B. Н. S. 1960 1 

22. হ্থিরাবন্থা হইতে 1 মিটার পতনের পর 100 গ্রাম ভরের একটি qu কাদার 
মধ্যে 10 সে. মি. প্রবেশ করিয়া স্থিরাবস্থায় আবে 1 Visio oue 
afaa তাহা নির্ণয় wa | 

28. 10 গ্রাম ভরের একটি vw ছ্থিরাবস্থা হইতে 10 মিটার পড়িবার পর 
বালুকার মধ্যে 5 সেটিমিটার প্রবেশ করিয়া স্থিরাবন্থায় আসে। বালুকার 8889 বাধ! 
গ্রাম-ভারে নির্ণয় কর। [ C. U. P. 1977] 

24. একটি বন্দুকের গুলি 96 ইঞ্চি পুরু একটি দেওয়াল ভেদ করাতে উহার বেগ 
সেকেণ্ডে 1200 ফুট হইতে সেকেণ্ডে 900 ফুট হইল। দেওয়াল ভেদ করিতে কত 
সময় লাগিল তাহা নির্ণয় কর, এবং অর্ধেক দেওয়াল ভেদ করার পর উহার বেগ কত 
হইয়াছিল, তাহাও বাহির কর। (ধর যে, দেওয়ালের প্রতিরোধ-ক্ষমতা qm) | 

[ C. U. P. 1975] 

25. 10 আউন্স ভরবিশিষ্ট একটি গুলি সেকেণ্ডে 160 ফুট বেগে একটি 
দেওয়ালে আঘাত করিল এবং দেওয়ালটির 6 ইঞ্চি ভেদ করিয়া স্থিরাবন্থায় зїйл | 
দেওয়ালের বাধা waq হইলে, el নির্ণয় wa 1 

26. CAPTA 2000 সে. মি. বেগে ধাবমান একটি বুলেট 4x 10* ডাইন্‌ সুষম 
বাধার বিরুদ্ধে লক্ষ্য স্থানে আঘাত করিয়া 16 সে. মি, ভিতরে প্রবেশ করে। বুলেটের 
ভর fat কর। [ W. B. H. S. 1964] 
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27. একটি রাইফেল বুলেট একটি তক্তা ভেদ করিবার কালে উহা! বেগের 26 
অংশ ছারার। বুলেটুটি যখন স্থিরাবস্থায় আসিবে তখন পাশাপাশি অবস্থিত এইরূপ 
কতগুলি তক্তা উহ! ভেদ করিতে পারিবে? 

28. একটি ট্রেন্‌ ঘণ্টায় 30 মাইল বেগে ধাবমান ছিল। xf ধর্ষণপ্গনিত বাধা 
প্রতি টনে 5 পাউও-ভার হয়, তবে ব্রেক প্রয়োগ করার পর কত দূরে ইল থামিবে ? 

29. 100 টন ভরের একটি ট্রেন্‌ ঘণ্টায় 60 মাইল বেগে যাইতেছিল। ইহাকে 
ব্রেক প্রয়োগ করিয়! 10 সেকেণ্ডে স্থিরাবস্থায় আনা হইল । ব্রেক প্রয়োগ করার পর 
с 4 কতদূর গিয়াছিল এবং কি পরিমাণ ব্রেকের বলই বা প্রয়োগ করা হইয়াছিল? 

! [ C. U. P. 1970 ] 


30. একজন সাইকেল-আরোহী সেকেণ্ডে 45 মিটার বেগে যাইতেছিল। 
সাইকেল ও সাইকেল-আরোহীর মোট ভর 109 কিলোগ্রাম হইলে এবং ধর্ষণের জন্য 
পথের মোট বাধ! 5 কিলোগ্রাম ভার হইলে, эъ fas বন্ধ করার পর কত দূরত্বে সে 
স্থিরাবন্থায় আসিবে? ( ৪= 981 সে. মি./সে.* )। 

31. чуечэ 120 টন ভরবিশিষ্ট একটি রেলগাড়ী ঘণ্টায় 60 মাইল 
বেগে ধাবমান ছিল। হঠাৎ ইহার বাশ্প বন্ধ করিয়া cag কষায় 200 а দূরে গিয়া! 
ইহা থামিল। গতির বিরুদ্ধে মোট বাধা নির্ণয় কর । 

39. ইঞ্জিন বাদে একটি রেলগাড়ীর তর 200 E TIE 
গতিশীল। যদি 10 মিনিটে ইহার বেগ ঘণ্টায় 10 মাইল হইতে ঘণ্টায় 40 মাইলে 
পরিবত্তিত হয়, তবে রেলগাড়ী ও ইঞ্জিনের মধ্যবর্তী টান নির্ণয় কর | দেওয়া আছে, 
ঘর্ষণজনিত মোট. বাধ! প্রতি টনে 109 88-14 | 

33. ইঞ্জিন বাদ দিয়া একটি রেলগাড়ার ভর 435 টন। স্থিরাবন্থা হইতে 
অন্গভূমিক তলে সোজাপথ ববাবর যাত্রা করিয়া উহা 7 মিনিটে ঘণ্টায় 40 মাইল বেগ 
অর্জন করে। প্রতি টনে বাধ! 15 পাউপ্ড-ভার হইলে, ইঞ্জিনের টান নির্ণয় কর। 

[ W. B. H. S, 1971 | 

84. অঙ্ভূমিকতলে সেকেণ্ডে 7 মিটার বেগে দ্রুতগামী একটি ট্রেন 100 এতে 
1 উন্নতি 'বিশিষ্ট একটি নততলের পাদদেশে আসিল'। যদি wíasfas বাধা 
স্থষম হয় এবং তাহা প্রতি মেট্রিক টনে 4 কিলোগ্রাম-ভার হয়, তবে গাড়ীটি নততলে: 
কতদুর পংস্ত যাইতে পারিবে? (4০980 সে. মি./সে.ঃ)। 


Б. 
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85. একটি রেলগাড়ী 100 এতে 1 অবনতি বিশিষ্ট নততলে স্থিরাবস্থা হইতে 

1 মাইল পথ অতিক্রম করিয়া নততলের পাদদেশে ОНЧ যদি ঘর্ষণজনিত মোট 

বাধা টন প্রতি 8 পাউও-ভার হয়, তবে গাড়ীটি অঙ্ভূমিক তলে নততলের পাদদেশ 
হইতে কত দূর যাইবে? 


ANSWERS ( প্রশ্নমাল! 6). 


* 44 পা.-ফু/সে-। 2, 443, 520 পা.-ফু./সে. । 


5000 31. — ся, fact. 1. 4. 600 পা.-ফু./সে.। 


» 10,000 58-05, মি/সে,। 6. 2 আউন্স, 7. 2 ফু./সে.*। 


бу পাউণ্ড-ভার। 9. 3/4 গ্রাম-ভার। 10. 154 পাউগ্ড-ভার। 


* 20%/@.;100 | 12. 56011 18. 25694025 ডাইন্‌। 
» 245141 15. 10 পাউগ্-ভার | 
. 3631 সে. মি./সে. ; 1818 সে. মি. | 


З আউন্দ-ভার ; 3 আউন্দ্‌-ভার। 19. 625 ফুট; 


. 20 সেকেণ্ড ; 4 মিটার। 21. 15 পাউণ্ড-ভার। 


1100 গ্রাম-ভার। 23. 2010 গ্রাম-ভার। 
(2/2625) সে. ; 750V2 ফু/সে.। 25, 500 পাউগ্ু-ভার 1 
32 Sw | 27. 10 খানা ভেদ করিবে ; একাদশ খানার মধ্যে থামিবে। 
216 মাইল। 29. 440 ফুট; 275 টন-ভার। 80. 225 মিটার । 


+ 242 টন-ভার। 32. 30268 পাউগ্ত-ভার। 
+ 107785 পাউণ্ড-ভার। 84. (5/28) কি, fü. | 85, 18 মাইল। 
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6-14. একটি গতিশীল তলে স্থাপিভ ভরের চাপ 1 
মনে করি, ABCD অমুভূমিক তলে n ভরবিশিষ্ট একটি বস্তু স্থাপিত আছে। 
(a) প্রথমে মনে কর! ЧФ তলটি উর্ধ্বমুখে 7 সমস্বরণে গতিশীল। তাহা 
হইলে বস্তটিও CARI 7 সমদ্বরণে 
গতিশীল এবং তখন 24 উপর তলের 
উল্লঙ্থ প্রতিক্রিয়া R ধরা যাক্‌। 
তাহা হইলে, বস্তুটির গতি সমীকরণ : 
R —-mg-mf. 
. R=m(g+f) CARNI 
weis নিউটনের তৃতীয় গতিস্থত্র 
অনুযায়ী, তলের উপর বস্তটির চাপ R 
হইবে, যেখানে £ 
R = m(g +f), নিয়া ভিমুখে 1 
' (b) এখন ধরা যাক, তলটি নিয়মুখে f সমত্বরণে গতিশীল এবং তখন чаб 
উপর তলের Зах প্রতিক্রিয়া R. 
তাহা হইলে, বস্তাটর গতি সমীকরণ : 
mg—R-mf. 
. Rem(g-f) উধ্বমুখে। 
সুতরাং, নিউটনের তৃতীয় গতি 
wa অনুষায়ী তলের উপর বস্তটির চাপ 
R} হইবে, যেখানে £ 
К = mí(g - f). 
দ্রষ্টব্যঃ তলটি যদি faster 
থাকে, অথবা, সমবেগে উপরে উঠে 
বা নীচে নামে, তাহা হইলে, তলের 
উপর qua চাপ R হইবে, যেখানে : 
R-mg. 
মন্তব্য £ তলটি CARYS স্বরণে উঠিবার কালে উহার বেগ ক্রমশঃ কমিতে 
থাকিলে,/ «4 XE হইবে, এবং তখন তলের উপর বস্তুটির চাপ mg এর চেয়ে 
কম হইবে। 


অনুরূপভাবে, তলটি নিম্নমুখে f ত্বরণে নামিবার কালে, উহার বেগ ক্রমশ; কমিতে 
থাকিলে, তলের উপর বস্তুটির চাপ mg অগেক্ষা.বেশী BTI 1 


এই সমপ্ত কারণে, লিফটে উপরে উঠিবার বা নীচে নামিবার সময়, কখনও কখনও 
নিজেকে হালকা! এবং কখনও কখনও নিজেকে বেশ ভারী বলিয়া মনে হয়। 


6-15. হাল্কা ও অবিস্তার্ দড়িতে টান। 
(a) মনে করি, 1 দৈধ্যবিশিষ্ট AB একটি হালকা ও =з দড়ি। উহার 
A প্রান্তে P বল এবং В প্রান্তে Q বল ক্রিয়াশীল এবং দড়িটি একই সরলরেখ! বরাবর 
অশিখিল অবস্থায় অবস্থিত | মনে করি, AB এর উপর যে কোন বিন্দু С এতে দড়ির 
টান T এবং D এতে উহ! T--dT. দড়িটি হালকা! বলিয়া উহার (দড়ির ) ভর "ty | 
Ke A D АЗДАРДЫ 


C: TD B 


езт, দড়িটি AB বরাবর f ত্বরণে গতিশীল হইলে, CD acts গতি সমীকরণ £ 
(T-dT)-T-0xf | 
. dT-20; অর্থাৎ T= ধ্ৰুবক | 
সুতরাং, এইরূপ ক্ষেত্রে, দড়ির টান лба একই থাকিবে | 
সুতরাং, সাম্যাবস্থায়, P-T-Q 


(b) মনে করি, | ЧЕ? AB (হাল্কা ও чб) буй একটি 
সমতলীয় web বক্ররেখার উপর স্থাপিত এবং A প্রান্তে p বল ও ট প্রান্তে 0 বল « 
лб মনে করি, উহার উপরে 
যে কোন বিন্দু 0 এতে দড়ির টান T 
T এবং D এতে উহা! T-dT, j 
যেখানে বক্ররেখার C ও D এতে 
"equa মধ্যবর্তী কোণ অতীব 
ти এবং তাহা < রেডিয়ান্‌। 
বক্ররেখাটি 444 বলিয়া, দড়িতে 
ঘর্ষণজনিত কোন বাধ! থাকিবে All 
«90 হালকা বলিয়! উহার ভর #1 « অতীব.ক্ষুদ্র বলিয়া, দড়ির CD অংশের 
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উপর বক্ররেখার ач প্রতিক্রিয়ার উপাংশ LC বরাবর প্রায় чу হইবে। স্থতরাং, 
দড়ির CD অংশের ws LC বরাবর ইহার গতি- সমীকরণ : 
(T dT) cos «- T-0xf ; 
বা, (T--dT)- T -0, (`° cos«zm1) 
'. dT-0; অৰ্থাৎ, Т= 91 
স্থতরাং, এইরূপ ক্ষেত্রেও, দড়ির টান সর্বত্রই একই থাকিবে। 
সুতরাং, সাম্যাবস্থায় P-T-Q. 


6-16. হাল্কা ও অবিস্তাৰ্য দড়ি এবং 574 কপিকলের সাছায্যে 
বিভিন্ন বস্তুর গতি ও দড়ির টান নির্ণয় i 

(a) মনে করি, দৈর্ঘ্যবিশিষ্ট হাল্কা ও 
অবিস্তার্ধ একটি দড়ির এক প্রীস্তে mi ভর এবং 
অপর প্রান্তে та ভর বাধিয়া দড়িটিকে একটি 
স্থির wa কপিকলের উপর স্থাপন করিয়া m, ও 
ma কে Saws ঝুলাইয়া দেওয়া আছে। 
মনে করি, দড়ির টান Т এবং t সময়ে কপিকলের 
কেন্দ্র বরাবর অনুভূমিক তল হইতে m, ЛЭ 
এর দুরত্ব যথাক্রমে x ও Y. তখন, কপিকলের 
ব্যাসার্ধ а ধরিলে, 

xtytnza-l; 
অর্থাৎ, x+y=(—Ta)= 49 | 


s 
= T+ 2-0 ; অর্থাৎ, и+у=0, E 
এখন, m, ভর ও m, ভরের গতি সমীকরণ যথাক্রমে 
mi;g—-T-m;ü A Ir *(2) 
এবং» msg-T-mjj i" "t (3) 


(D, (2), ও (3) হইতে পাই, 
(mig— T)/m; * (msg - T)/m, — 0. 


_ 20 ms 
SOT arm db 4. .. (4) 
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(1) হইতে у= -£$ অর্থাৎ, m, ভরটি নিয্াভিমুখে যে ত্বরণে গতিশীল হইবে, 
та ভরটিও সেই একই ত্বরণে Es Tfexcs গতিশীল হইবে ; অথব! বিপরীতক্রমে 1 
(2) এবং (4) হইতে, 


zm mo, ye Ы 445) 


এবং তখন, (1) এবং (5) হইতে, 


= _ (70772) АЯН ved (6 
y m; ms 2 


m) 
991 mim, হইলে, m, ভর নিয়াভিমুখে (m А এবং m, 


ভর উধ্বাতিমুখে একই ত্বরণে গতিশীল হইবে। т, =т, 08-0-0, 
T2m;g; এবং তখন, যে কোন ভরের কোন গতি থাকিবে না। 
Wap: কপিকলের উপর দড়ির মোট চাপ 


=2т "та, 
2T + £ 


ту +m, 

(b) মনে করি, 1 দৈরধ্যবিশিষট হাল্কা ও "fest একটি দড়ির এক প্রান্তে m, 
ভর এবং অপর প্রান্তে m. ভর বাধিয়া, m, exce একটি чурт মসৃণ টেবিলের 
উপর রাখা আছে; এবং 9 টেবিলের 
এক প্রান্তে একটি স্থির ক্ষুদ্র x4 
কপিকলের উপর দড়িটি স্থাপন করিয়া 
m; ভরটিকে farfars উল্লঙ্গভাবে 
ঝুলাইয়া দেওয়া হইয়াছে | মনে করি, 
দড়ির টান T এবং কপিকলের কেন্দ্র 
হইতে সময়ে m, এর দুরত্ব 9 এবং 
উহার Cvm বরাবর чурт তল 
হইতে m এর দূরত্ব এ. তাহা হইলে, সর্বদাই =4-9=!-বুযণ=ঞ্রবক ; 


(а= т ব্যাসার্ধ ) | 
s s 
? দা অর্থাৎ, #+y=0 0 (D 
এখন, m, এবং ma এর গতি সমীকরণ যথাক্রমে : 
mig—T-mb; ... ... (2) 


Ҹ -T-m. - © (3) 
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(1), (2) এবং (3) হইতে পাই : 
(mig— T)/mi Тіт, — 0. 


nse টং 39 

T m m. Ф 
(2) এবং (4) হইতে পাই : 

= m.g 

тута” 


এবং তখন, (1) এবং (5) হইতে পাই : 


me MT. M ... ... (6) 


(5) 


সুতরাং, এইরপক্ষেত্রে, m. ভর যেমন হউক না কেন, mi ভরটি নিয়া ভিমুখে 
পিট ত্বরণে গতিশীল হইবেই, এবং т, ভরটিও সেই একই ত্বরণে কপিকল 
অভিমুখে গতিশীল হইবে, (যতক্ষণ উহা টেবিলের উপর থাকিবে )। 
" দ্রষ্টব্য ঃ কপিকলের উপর দড়ির মোট চাপ 


=2Т cos 45 - T/2— va mms s. 
1 3 


(c) মনে করি, ! দৈর্ধ্যবিশিষ্ট হাল্কা ও অবিস্তার্য একটি দড়ির একপ্রান্তে 
ту ভর এবং অপর প্রান্তে т, তর বীধিয়া অস্থভূমিক তলের সহিত < ( রেডিয়ান্‌ ) 
কোপে নতিবিশিষ্ট নততলে та 
স্থাপিত কর! আছে এবং Ә নততলের 
` শীর্ষোপরি একটি স্থির ক্ষুদ্র за 
কপিকলের উপর দড়িটি লইয়া т 
. ভরটিকে নিয্নদিকে Gazeta ঝুলাইয়া 
দেওয়া হইয়াছে । মনে করি, দড়ির 
টান 1 এবং কপিকলের কেন্দ্র হইতে t 
সময়ে m. এর দুরত্ব у এবং উহার 
কেন্দ্র বরাবর অগ্ভূমিকতল হইতে m. এর দুরত্ব এ. তাহা হইলে, সর্বদাই : 

s+y=l- (E+ —88$ ; (৫-কপিকলের ব্যাসার্ধ )। 


7:13 
. হে 8৮০) অর্থাৎ, 8+0=0. (1) 
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এখন, ту ms এর গতি সমীকরণ যথাক্রমে £ 
mig—T-m;iP; ... ... (2) 
এবং, megsin<—T=m ` ৮৯ RT (3) 
(1), (2) ও (3) হইতে পাই : 
(mig — T)/ms (т. sin <— T)/m4 20 


T=Ltsin Отт, “Р АЗ (4) 


ті + тә 


তখন, (2) এবং (4) 805918: 


ge (18715 sin 9,. $$ з, (5) 
ту+та 
এবং, (1) ও (5) হইতে, 
= (m — m, sin 4) Sa y 6 
8৮8 (6) 


সুতরাং, mim, sin < হইবে, m, ভরটি নিয়া ভিমুখে (m —ms sin <), 


m; ms 
ত্বরণে এবং m, ভরটি নততলে কপিকল অভিমুখে 8 একই ত্বরণে গতিশীল হইবে | 
ту= т» sin < হইলে, কোন ভরেরই গতি থাকিবে 41 1 
40547: কপিকলের উপর দড়ির মোট চাপ 
=2T cos 4 (90° —«) 
মন্তব্য £ (i) «=90° হইলে (а) এর, এবং (i) «-(0 হইলে (D) এর ফল 
এইখান হইতে গাওয়! যাইবে 1 


6-16. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ : 

Briza 1. 10 ষ্টোন্‌ ভরের এক ব্যক্তি 8 ফু./সে.* ত্বরণে একটি লিফটে চড়িয়। 
নীচের দিকে নামিতে থাকিলে, লিফটের উপর তাহার পায়ের চাপ কত হইবে? 
যদি লিফটটি Q ত্বরণে উপরে উঠিতে থাকিত, তবে লিফটের উপর তাহার পায়ের 
চাপ কত হইত? নামিবার m উঠিবার সময় যদি লিফটের চেন ছি'ড়িয়| যায়, তবে 
এ চাপ কত হইবে? [2-32z/a.*] 

m=10 স্টোন 10:14 পাউণ্ড=140 প৷.; 7-8 ফু./সে.*। 

মনে করি, লিফটের উপর এ ব্যক্তির পায়ের БЇЗ = R পাউগ্যাল | 
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G) যখন fere ЇР নীচের দিকে ৪ ফুট/সেকেও্* ত্বরণে নামিতে থাকিবে, তখন : 
mg—R-mf; 
বা, R=m(g—-f)=140x(32—8)=140x24 ; 
"^ নিৰ্ণেশ্ন চাপ =140%*24 পাউগ্য'ল্‌ 


= 024 পা.-তার 27] гсэн 


Gi) যখন লিফ্‌টটি CARTE 8 ফু./সে.ঃ ত্বরণে উঠিতে থাকিবে, তখন : 
R-mg=mf; 
বা, Remí(gf)-140x (32+8)=140x 40 ; 
** নির্ণয় চাপ-140১:40 পাউগ্যাল্‌, 
«140540 পা.-ভার 12} ঠোন-ভার 1 
যদি নীচের দিকে নামিবার সময় বা উপরের দিকে উঠিবার সময় চেনটি а! 
বায়, তবে উভয়ক্ষেত্রেই লোকসহ লিফ.টুটি ৫ ত্বরণে নীচের দিকে নামিতে থাকিবে; 
এবং উভয় ক্ষেত্রেই, mg—-Remg, বা, В-0: অর্থাৎ, feng coq উপর 2 
ব্যক্তির চাপ শুন্য হইবে | 
উদাহরণ 2. 5 আউন্স ও 3 আউন্দ, ভর বিশিষ্ট দুইটি qu একটি স্থির মহুণ 
কপিকলের উপর দিয়ে ঝুলানো একটি হাল্কা ও প্রসারবিহীন দড়ির ছুই মাথায় 
যথাক্রমে Umwelt ঝুলিতে থাকিলে, দড়ির টান ও উভয় বস্তুর ত্বরণ rag eq | | 
[4=32 ফু/সে.* 1 
এখানে, m; —5 =ч, = পাউণ্ড ; 
m,—3 আউন্স = পাউণ্ড ; 
মনে করি, নির্ণের টান T পাউগ্যাল্‌ এবং নির্ণের ত্বরণ f ফুট/দেকেওড* | তাহা 
m$-T emet T-m,g—m,f. 
Sm +ma)f=(m, -mog ; 


"тэ, (58—316 ১০১, 
МА аг тай” 53 5 328 


_ 2m,m, 42X5x3. 16 
ыг Te M 16x16 *5+53*32=7}. 


‚ача টান=7ঠ পাউণ্যাল্‌ E E PEE 
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উদাহরণ 3. 6 পাউণ্ড ও 10 পাউণ্ড ভর বিশিষ্ট দুইটি qw একটি হান্ধ! ও 
প্রমারবিহীন দড়ির ছুই মাথায় বাঁধিয়া একটি স্থির মহ্ণ কপিকলের উপর দিয়া 
উল্নন্বভাবে ঝুলাইয়! দেওয়া হইল 6 পাউণ্ড ভরটি 9 ফুট উচুতে উঠিবার মুহূর্তে দড়িটি 
ছি'ড়িয়া গেলে, কতক্ষণ পরে এ বস্তুটির 264505 wa হইবে? 
এথানে, m, 10 পা.) т.=6 পা. ; g=32 ফু./সে.* 
মনে করি, quio ত্বরণ f ফু./সে.* এবং দড়ির টান T পাউগ্যাল্‌। তাহা হইলে, 
` mg-T-mif ; এবং T—ma2g= maf. 
„тетт pis 1076 25918, 


Mı Tms 104-6 


সুতরাং, তর দুইটি প্রত্যেকে 8 ফু./সে.* স্বরণে চলিতে থাকিবে। 
নে করা যাক্‌, 6 পাউণ্ড ভরটি 9 ফুট উঠিবার পর উহার বেগ v, ফু./সে. । তাহা 
4801, ॥:=॥* 4265 সত্র-সাহাব্যে, 
$5!'-2x8x9, ("7 »-5; u=0 ; f-8; 5=9); বা, v3 —12. 
স্বতরাং, 9 ফুট উঠিবার মুহূর্তে 6 পাউও ভরের বস্তটির বেগ উর্ধ্বদিকে 12 ফু /সে. 
ছিল। এই মুহূর্তে দড়ি ছি'ড়িয়া গেলে, কতক্ষণ পরে ভরটির CAIS রুদ্ধ হুইবে, 
"তাহাই দেখিবার কথা । মনেকরি, t সেকেণ্ড পরে উহার বেগ © г 318 হইবে | 
"তাহা হইলে, 
=u ft সুত্ৰ-সাহায্যে, 
0=12+(— 32) хі; বা, :—3]/8. 
2. নিৰ্ণের সদয়= 3/8 сяст | 


উদাহরণ 4. একটি মক্ণ টেবিলের উপর স্থিত 8 আউন্স ভরের একটি ঘনকের 
fes একটি হালকা ও অবিস্তার্য দড়ির এক প্রান্ত সংযুক্ত করিয়া এবং অপর প্রান্তে 
4 আউন্দ ভরের একটি গুলি বীধিয়া দড়িটিকে টেবিলের একপ্রান্তে একটি স্থির ক্ষুদ্র 
ses কপিকলের উপর দিয়া গুলিসহ Sansita ঝুলাইয়! দেওয়া হইল। দড়ির টান ও 
“যে কোন বস্তুর ত্বরণ কিরূপ হইবে? 

এখানে, m,-—4 আউন্স ={ পাউণ্ড ; 

та=8 আউন্স =] পাউণ্ড। 
মনে করি, দড়ির টান T পাউগ্যাল্‌ এবং নির্বের ত্বরণ f ফুট/সেকেও*। 
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তাহা হইলে, 
mig— T=m,f এবং Т=тзї. 


" f= mat a323; т=1х3 22 16. 


*. নিণেয় টান-16/3 পাউগ্যাল্‌ এবং ত্বরণ= 32/3 ফু./সে.* 

Фијат 5. অন্ভূমিকতলের সহিত 60° এবং 30° নতিবিশিষ্ট দুইটি wu 
নততলে যথাক্ৰমে 5 পাউও ও 3 পাউণ্ড ভরের দুইটি বস্তুকে রাখিয়া এবং একটি 
হাল্কা ও প্রসারহীন দড়ির ছুই প্রান্তে উহাদের যথাক্রমে বাধিয়া এ দড়িটিকে 
নততলদ্বয়ের সাধারণ মাথায় স্থিত একটি স্থির qa কপিকলের উপর রাখিলে 
(যেখানে দড়িটি অশিখিল অবস্থায় আছে) স্থিরাবন্থা হইতে যাত্রার 1 সেকেণ্ড পরে 
দ্বিতীয় বস্তুটি কতদূর পথ অতিক্রম করিবে? 

; এখানে, т,=5 পাউণ্ড n 
ma=3 পাউণ্ড । 

"মনে করি, দড়ির টান T 
পাউগ্যাল্‌। ধরা যাক্‌, গতি 
আরস্তের t সেকেণ্ড পরে, т, 
এবং ms ভরের দুরত্ব কপিকল' 
হইতে নততল বরাবর যথাক্রমে 


х এবং » ফুট । তাহা হইলে, 


х+У= ае; অর্থাৎ, 23-00 66e а) 
এখন, m; এবং ms ভরের বস্তুহয়ের 5 85-54 করণ যথাক্রমে, 

mg sin 6০0০--7'757158 7১১০১, i (2) 
тай sin 309—=T =m С 5 es (3) 


এখন» (1), (2) এবং (3) হইতে পাই, 

(туй віп 60° — T)/m; + (msg sin 30° T)/m, 0) 
ч, (532% S - T)/se 3৯32৯4৫93০0) 
বা, J&eXT-216(/3-1. 2, Te30(/341) 
". y=gsin 30°— T/m,216 —10(1+ J3) 

= - (10 J3 —6). 
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geai, নততল বরাবর 3 পাউণ্ড বস্তুটি কপিকলের দিকে (10 /3—6) ফু/সে.গ 
সমত্বরণে যাইতে থাকিবে 1 ^ 

তাহা হইলে, গতি আরস্তের পর ] সেকেণ্ডে ৫ ফুট — কিসে 
57 %+%7%৭ হুত্র-সাহাযো, 

a-$X(10,/3—6)x1-2543—3- 5:66 প্রায়। 

Л. নির্ণেয় দূরত্ব=(5/3-3) ফুট, বা, 5'66 ফুট ( etu) 1 

Baread 6. একটি প্রসারবিহীন হাল্কা দড়ির দুই প্রান্তে ৮ ও Q ওজনের 
দুইটি বস্তুকে বাঁধিয়া দুইটি স্থির মহুণ.কপিকলের উপর দিয়া! যথাক্রমে ছুইপার্ে Poe 
Q কে ঝুলাইয়! দেওয়া হইল ; এবং কপিকলন্বয়ের মধ্যবর্তী দড়ির ফাসে (loop) W 
ওজনের একটি মস্থণ কপিকল ঝুলাইয়া রাখা, হইল। যদি W х নিশ্চল থাকে, 
এবং দড়ির, ঝুলানো অংশগুলি TAEI থাকে, তবে দেখাও যে, 


মনে করি, দড়ির টান Т; 9 
গতি আরসম্তের পর t সময়েতে যে কোন 
স্থির কপিকল দিয়া অঙ্কিত অনুভূমিক 
তল হইতে Р, О, W এর দুরত্ব 
যথাক্রমে x, y, 2. তাহা হইলে, সর্বদাই 

х+у+22=4#4#; 

অর্থাৎ, а+у+22=0 (1) 

আবার», P, Q, W এর গতি- 
সমীকরণ : 


Р-Т=ге; 221 
-т-9 
Q T 8) Жанаг (3) 
W.: 
Ware Tg. ৮ ау 
যদি W সর্বদা নিশ্চল থাকে, তবে 
EOE OF COUN, (3 


তাহা হইলে, ০ > 70 ruk (6) 
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তখন, (2) (3) ও (6) হইতে পাই : 
. pP-D+ 0-1-0; 
রা নি 


ccm. (7) 
Р"О Т 
আবার, (4) এবং (5) হইতে পাই : 
এন TUNE 1204 eL. (8) 
তাহা হইলে (7) ও (8) হইতে, 
G0 T PCS крт» ы 9) 
PTO W 1 


প্রশ্নমাল। 7 

1. যে তলের উপর 40 পাউণ্ড ভরের একটি ঘনক অবস্থিত তাহা (i সেকেগ্ডে 
S ফুট সমবেগে, (1) 3 w/o" সমতবরণে ছুই দফায় উপরে উঠিলে, প্রতিক্ষেত্র 
তলের উপর বস্তুটির চাপ কিরূপ থাকিবে? 

2. 8 014 ভরের এক ব্যক্তি একটি লিফটে দবাড়াইয়! আছে। লিফট টি 
109/019 সমত্বরণে (i) উপরে উঠিলে, Gi) নীচে নামিলে, (45548 Q ব্যক্তির চাপ 
প্রতিক্ষেত্রে কির হইবে? 

9. মাল ও আরোহী সমেত একটি বেলুনের মোট ওজন 658 পাউণ্ড ভরের 
9019 সমান। ”বেলুনটি পৃথিবীর উপর্নি-তল হইতে সমান উচ্চতায় থাকিয়া 
আকাশে ভামিতেছে; এমন সময় প্যারা ате 154 পাউণ্ড ভরের এক ব্যক্তি বেলুন 
হইতে লাফাইয়া পড়িল। আবহাওয়া সংক্রান্ত *waly সকল «xq অপরিবর্তিত 
থাকিলে, পরবর্তী 6 সেকেণ্ডে বেলুনটি পূ্বাবস্থান হইতে কত ফুট Sus উঠিবে? 

4. একটি পাতল! কাচের প্লেট সর্বাধিক 10 পাউণ্ড ভরের ওজন বহন করিতে 
দক্ষম। একটি qu প্লেটটির উপর রাখা হইলে এবং ক্রমবর্ধমান স্বরণে বস্তুসহ сар 
উপরে উঠিতে থাকিলে, «fi উহার ত্বরণ যখন BRIA ঠিক তখন В ভালিয়! 
য়, তবে বস্তটির ভর কত? 

5. একটি বেলুন 8 ফুট/সেকেও্* সমন্বরণে উপরে উঠিতেছে। যদি Q উড়ন্ত 
বুনে স্বিত একটি বস্তুর ওজন fittcgetu 50 পাউণ্ড ভার wa তবে বস্তুটির প্রকৃত 
জন ve? [2-32 ফুট/সে.* J 
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6. স্থিরাবস্থা হইতে 1 হন্দরের একটি প্যারাস্থট, সমত্বরণে নীচে নামিতে থাকিয়া 
প্রথম 4 সেকেণ্ডে 16 ফুট দুরত্ব অতিক্রম করে। বায়ুর ©0519 প্যারাস্থটের উপর 
কি পরিমাণ ছিল? 

7. একটি লিফটের ছাদ হইতে 2 পাউণ্ড ভরের একটি qw হালকা অবিস্তার্য 
দড়ির সাহায্যে ঝুলিতেছে। (4689 উপরের দিকে G) ৪ ফু./সে.* সমত্বরণে, 
Gi) সমবেগে, (ii) 8 ফু./সে.* সমমন্দনে উঠিতে থাকিলে, প্রতিক্ষেত্রে দড়ির টান 
কিরূপ হইবে? 

8. একটি লিফট, 3 ফু./সে. সমবেগে উপরে উঠিতেছে। ইহার ছাদ হইতে 
একটি প্রস্তরথণ্ড ফেলিয় দিলে, তাহা 3 সেকেণ্ডের লিফটের মেঝেতে পড়ে। যখন, 
লিফট G) 5 ফু./সে. সমবেগে নামে, GD 4 ফু./সে.* সমত্বরণে উপরে উঠে, 
(ii) 8 ফু/সে-* সমত্বরণে নীচে নামে, তখন উপরোক্ত তিনটি ক্ষেত্রে প্রন্তরথণ্ডটর 
মেঝেতে পড়িতে সময় কত লাগিবে? [C. 0. P. 1976] 

8.(a) একটি fass З ফু./সে. সমবেগে উপরে উঠিতেছে। ইহার ছাদ হইতে 
একটি প্রস্তর খণ্ড ফেলিয়া দিলে, তাহা 2 সেকেণ্ডে লিফ্‌টের মেঝেতে পড়ে। যখন 
favis @ 5 ফু./সে. সমবেগে নামে, GD 88 ফু/সে.* সমত্বরণে উপরে উঠে, 
Gi) 73 ফু/সে.* সমত্বরণে নীচে নামে, তখন প্রস্তর খণ্ডটির মেঝেতে পড়িতে কত 
সময় লাগিবে? 

9. একটি হাক্ষা! অবিস্তার্য দড়ির সাহায্যে 1 টন ভরের একটি বস্তুকে 400 গজ 

গভীর একটি খনির তলদেশ হইতে উপরে তুলিতে হইবে। দড়ির সহনশক্তি সর্বাধিক 
459 ভার হইলে এবং বস্তটিকে স্থিরাবস্থা হইতে байт আনিতে হইলে, 
সর্বাপেক্ষা কত কম সময়ে তাহা সম্ভব হইবে? 
. 10. একটি হাক্ষ! wf er দড়ির সাহায্যে M ভরের একটি বস্তুকে স্থিরাবন্থা 
হইতে h উচ্চতায় স্থিরাবস্থায় তুলিতে হইবে। দড়ির সহন শক্তি nM তরের ওজন о 
অপেক্ষা কখনও বেশী না হইলে, দেখাও যে, সবাপেক্ষ। যে কম সময়ে বস্তুটিকে উপরে 
তোলা সম্ভব হইবে, তাহা A ce) 

1L ভূতলে ӨТЕ হইতে 140 পাউণ্ড ভরের সমান ওজনের এক ব্যক্তি 
লিফটে চড়িয়া যখন সমত্বরণে উপরে. উঠিতেছে, তখন লিফটের উপর 3 ব্যক্তির 
নিয়চাপ 1456 পাউণ্ড ভরের ওজনের সমান হইলে, এবং যে কোন ছুইটি তলার 
ব্যবধান 10 ফুট হইলে, কতক্ষণ পরে ব্যক্তি একটি আকাশ-ছোয়া বাড়ীর 40-তম . 
তলা পার হইবে? (W. B. H. S. 1964] 
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12. 8 গ্রাম ও 7 গ্রাম এর দুইটি ভরকে একটি স্থির хэ কশিকলের উপর 
দিয়া গলানে! একটি প্রসারহীন হাক্ধ! দড়ির ছুই মাথায় বাঁধিয়া ঝুলাইয়া রাখা হইয়াছে। 

10 সেকেও্ডে উহাদের যে কোনটির দ্বারা অতিক্রান্ত দুরত্ব নির্ণর কর, যেখানে 
85981 সে, মি/সে.৪। [W. B. H. S. 1969] 

18. একটি স্থির মহুণ কপিকলের উপর দিয়া গলানো একটি গ্রসারহীন হাক্ষা 
দড়ির ছুই প্রান্তে দুইটি বস্তু ঝুলাইয়া! দেওয়া হইল ৷ যদি উহাদের ভরের অন্তবফল 
4 পাউণ্ড হয় এবং সাধারণ ত্বরণ 8 ফু/সে.* হয়, তবে বস্তুদ্বয়ের ভর এবং দড়ির টান 

নির্ণয় কর। [W. B. H. S. 1968] 

м. একটি স্থির sys কপিকলের উপর গলানো! যথেষ্ট দৈর্ঘ্য বিশিষ্ট একটি হাল্কা 
_শ্রসারবিহীন দড়ির দুই প্রান্তে ছুইটি সমান হান্ধা পাল্লা বাধিয়া উল্লন্বভাবে 
MH দেওয়া আছে। 12 পাউণ ভরের একটি বস্তুকে কিরূপ দুই অংশে ভাগ 
жа! পাল্প! দুইটির উপর যথাক্রমে রাখিলে, বৃহত্তর অংশটি পাল্লাসহ 5 সেকেণ্ডে 50 
99 নীচে নামিবে? 

(38. একটি স্থির মনু কপিকলের উপরে রাখ! একটি হাল্কা অবিস্তার্য দড়ির এক 
প্রান্তে বধ! 3 পাউণ্ড ভর নীচে নামিবার সময় দড়ির অপর প্রান্তে বাধ! 2 পাউণ্ড 
ভরের একটি বস্তুকে টানিয়া উপরে তুলিতেছে। গতি আরস্তের 5 সেকেণ্ডের মাথায় 
চরিত v wem ринг, 

LW. В.Н. S. 1970] 
En একটি স্থির মহুণ কপিকলের উপরে রাখ! একটি হাল্কা з দড়ির 

এক প্রান্তে 4 আউন্স ভরের একটি বস্তু এরং অপর প্রান্তে ইহ! খপেক্ষ| বৃহত্তর ভরের 
একটি বস্তু বাধিয়া ঝুলাইয়া! দেওয়া হইল। গতি আরস্তের 3 যেক্কেণ্ডের মাথায় দড়িটি 
тч" প্রথমোক্ত বস্তুটি আরও 15 ফুট উপরে উঠিবার পর নীচে নামিতে 
॥ দ্বিতীয় বস্তুটির ভর কত? [ W. В, Н. S. 1967 j 

17. একটি প্রসারবিহীন হান্ক! দড়ির এক প্রান্তে 9 পাউণ্ড ভরের একটি qw 
এবং অপর প্রান্তে 7 পা. ও 4 পা. ভরের দুইটি বস্তুকে বাঁধিয়া একটি স্থির чэч 
কপিকলের উপর দিয়া উহাদের ছুইপার্থে se xD দেওয়া হইল। উহাদের গতি 
আরস্তের 15 সেকেণ্ডের মাথায় 4 পাউণ্ড ভরের বন্তটিকে কাটিয়া বাদ দেওয়া হইল । 
ইহার পর মূহূর্তক্াল Чап গিয়া নীচে নামিতে শুরু করিবার আগে পর্যন্ত 9 পাউণ্ড 
ভরের বস্তুটি আর কতক্ষণ উপরে উঠিবে? [ W. B. H S. 1965 ! 


নিউটনের sfeva 143 


18. একটি sw чурат টেবিলের এক প্রান্তে স্থিত একটি স্থির eua 
কপিকলের উপর দিয়! স্থাপিত একটি হাল্কা 'অবিস্তার্য দড়ির এক প্রান্তে 10 পাউণ্ড 
বরের একটি বস্তু Пп টেবিলের উপর রাখ! হইল এবং দড়িব'অপর প্রান্তে 5 
পাউণ্ড ভবের অন্ত একটি বস্তু বাধিয়া উন্নস্থভাবে অবাধে ঝুপাইয়া দেওয়! হইল । ভর 
দুইটির সাধারণ ত্বরণ, দড়ির টান ও কপিকলের উপর মোট চাপ নির্ণয় কর। 

19. একটি wu অনুভূমিক টেবিলের ছুই প্রান্তে ছুইটি স্থির মহুণ কপিকল 
অবস্থিত। একটি হালকা প্রদারবিহীন দড়ি মধ্যস্থলে M ভরের একটি বস্তুকে , 
বাঁধিয়া টেবিলের উপর রাখা হইল এবং Q দড়ির ছুই প্রান্তে m, এবং m, ভরের দুইটি 
বস্তু বাধিয়া এবং কপিকলত্বয়ের উপর দিয়া দড়ি zu তাহাদিগকে Basita অবাধে 
দুই পাৰ্খে 064 দেওয়া হইল । যে কোন বস্তুর ত্বরণ এবং ঘড়ির টান নির্ণয় কর। 

20. 459 উচ্চ ও 20 ফুট দীর্ঘ একটি 314 455044 পাদদেশে একটি, 5 
পাউণ্ড ভরের বস্তু রাখ! আছে। এই বস্তুটির সহিত একটি হাল্কা এ্রসারবিহীন দড়ির 
এক প্রান্ত সংযুক্ত та) এবং দড়িটিকে নততলের 435 একটি чл] কপিকলের 
উপর দিয়! লইয়া অপর প্রান্তে 3 পাউণ্ড ভরের একটি বস্তুকে বাঁধিয়া অবাধে ঝুগাইয়া 
দেওয়া হইল । যদি প্রথম অবস্থায় 3 পাউণ্ড ভরের বস্তুটি অনুভূমিক তল হইতে 3'24 
ফুট উচ্চতায় থাকে, তবে কতক্ষণ পরে এই বস্তুটি অনুভূমিক তলে আসিবে? 


21. একটি মস্থণ নততলের দৈর্ঘ্য উচ্চতার দ্বিগুণ | একটি হাল্‌ক! অবিস্তার্য দড়ির 
দুই প্রান্তে যথাক্রমে 22 পাউণ্ড ও 14 পাউণ্ড ভয়ের দুইটি বস্তু বাধা হইল, এবং d 
নততলের শীর্যস্থিত একটি ক্ষুদ্র মহণ স্থির কপিকলের উপর দিয়! দড়িটি গলাইয়! বৃহত্তর | 
বস্তুটিকে নততলে রাখা হইল, আর ক্ষুদ্র বস্তুটিকে অবাধে ঝুলাইয়! দেওয়া হইল । 
যে কোন রস্তুর ত্বরণ নির্ণয় কর, এবং 2 সেকেণ্ডে বৃহত্তর বস্তুটি কত দূরত্ব অতিক্রম 
করিবে, তাহ! বাহির কর। 1৮) 


22. Чур তলের সহিত 30° এবং 60° কোণে নত একই উচ্চতাবিশিষ্ট 
দুইটি নততল পাশাপাশি অবস্থিত। উহাদের সাধারণ মাথায় স্থিত একটি ЛҮҮ 
কপিকলের উপর দিয়! গলানে! একটি ছাল্ক! অবিস্তার্য দড়ির ছুই প্রান্তে 6 পাউণ্ড ও 
10 পাউণ্ড ভরের দুইটি чч বধিয়া দড়ির অশিখিল অবস্থার নততঙ দুইটির উপর 
যথাক্রমে রাখা হইল । এখন, দড়ির টান ও যে কোন qua ত্বরণ নির্ণর কর । প্রথম 2 
сез যে কোন বস্তু কত পথ অতিক্রম করিবে? 
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28. একটি স্থির মন্থণ কপিকলের উপর দিয়া গলানো একটি হাল্কা ও অবিশ্তাধ 
দড়ির একপ্রান্তে W ওজনের একটি বস্তু বাধিয়া অবাধে ঝুলাইয়া রাখা হইল এবং অপর 
প্রান্তে দড়ি ধরিয়া একটি বালক সমত্বরণে উপরে উঠিতে লাগিল। af বালকটি 
2 01091916 ফুট পথ অতিক্রম করে, এবং সর্বদাই W স্থির থাকে, তবে দেখাও যে, 
বালকের ওজন $ W. 

24. একটি মহুণ কপিকলের উপর দিয়া রাখ! হাল্‌কা ও সম্প্রসারণবিহীন একটি 
দড়ির ছুই প্রান্তে W এবং УУ? ওজনের দুইটি বস্তকে বাধিয়া অবাধে ঝুলাইয়। দেওয়া 
হুইল যদি এখন কপিকলটি অতিকর্ষজ ত্বরণের সমান স্বরণে Un free 5805 থাকে, 


_ AWW' 
তবে দেখাও যে, দড়ির টান RIXA (С. U. P. 1965] 


, % একটি হাল্কা ও অবিস্াৰ্য দড়ির ছুই প্রান্তে P ও О ওজনের দুইটি qa 
বাঁধিয়া দুইটি স্থির মহুণ কপিকলের উপর দিয়া যখাক্রমে দুইপার্শ্বে তাহাদের অবাধে 
ঝুলাইয়া দেওয়া হইল, এবং কপিকলদয়ের মধ্যবর্তী দড়ির ফাসে W ওজনের একটি 
মহ্থণ কপিকল ঝুলা ইয়া! দেওয়া হইল। (দড়ির ঝুলানো অংশগুলি Saw ভাবে আছে )। 


দেখাও а, যদি এন হয়, তবে W |ওজনের কপিকলটি CARTE সমত্বরণে 
উঠিতে থাকিবে। Ф ত্বরণ কত? 


ANSWERS (প্রশ্মমালা 7) 

1. 0) 40 পাউগু-ভার $ (ü) 4375 পাউগ্ড-ভার ॥ 2. (i) 147 পাউণ্ড-ভার ; 
(ü) 77 পাউগ্ু-তার | 8. 176 ফুট। 4. ৪ পাউণ্ড। Б, 40 পাউণ্ড-তার। 
6. 105 পাউণ্ড-ভার। 7. (i) 25 পাউগ্-ভার) (ii) 2 পাউণ্ড-ভার ; (iii) 15 
পাউণ্ড-ভার। 8. ( সু সে.; G) 4,201 ; Gi) 3 /3 সে.) (2) 0) 3 সে. 
(8) 405: Gi) $ সে. 9. 10011 11. 25 সে.। 19. 327 মিটার । 
14. m 10 পাউণ্ড; т,=6 পাউণ্ড; Т=75 পাউগু-ভার। 
14. 675 পাউণ্ড; 525 পাউণ্ড। 15. 16 ফুট। 16 5 আউন্স і 
17, 12 সেকেণ্ড 1 18. 108 ফু/সে.* ; 33 পাউগ-ভার (10 42)/3 পাউগু-ভার 1 
19. f = (т. — m;)g M m, mi); Т, = (M--2m,)m, (М m; + ma); 
Т.= (17 2m; т, (М - mi 4 m4) | 20 09 সেকেও। 21. (8/3) ফু./সে.* ; 
(16/3) ফুট | 22. (i) 15(,/3+1)/8 পাউগ্ড-ভার 5 (1043—6) F/F. ; 
(20 /3—12) 9 1 25. MPQ- W (P+ Q)lg/MPQ--W (P+Q)} 


সপ্তম чата 


অভিকর্ধের অধীন tuu গতি 


( Vertical motión under gravity ) 

7-1. উপস্থাপন s 

পূৰ্ব অধ্যায়ে অভিকর্ষ ( gravity ) এবং অতিকর্ষজ ত্বরণ ( acceleration 
due to gravity) সম্বন্ধে বিশদভাবে আলোচনা করা হইয়াছে। এখানে 
তাহারই কিছু পুনরাবৃত্তি করা হইল। | 

পৃথিবীকে R ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট একটি গোলক ধরিলে এবং উহার তর M হইলে, 
তু-পৃষ্ঠ হইতে h উচ্চতায় m ভরবিলিষট বস্তুর ত্বরণ ৫ হইবে, যেখানে 

£-GM/(R--h)*, (3-একটি sq) | 

Wer, দেখ! যাইতেছে, ভূ-পৃষ্ঠ হইতে কোন নির্দিষ্ট উচ্চতা থেকে নিবাত 
09 যেকোন বস্তুকে অবাধে ফেলিয়! দিলে, উহা ক্রবর্ধধান чт নীচে পড়িতে 
থাকিবে। quz উপর পৃথিবীর আকর্ষণের ফলেই এই ত্বরণের উৎপত্তি । 
তাহা ছাড়া, দেখা যাইতেছে, gda কোন নির্দিষ্ট স্থানে দুইটি বিভিন্ন 
ভরের বস্তুকে বিভিন্ন উচ্চতা হইতে নিবাত эу অবাধে ফেলিয়া দিলে 
তু-পৃষ্ঠ হইতে একই উচ্চতায় উভয়েরই ত্বরণ একই হইবে; এবং একই উচ্চতা 
হইতে নিবাত cr উহাদের অবাধে ফেলিয়া দিলে, Sex 448 একই সময়ে একই 
উচ্চতায় থাকিবে । দ্বিতীয় সত্যটি নিউটন ভাহার “গিনি ও পালক-পরীক্ষা” দ্বারা 
প্রতিষ্ঠিত করিয়াছিলেন। নিউটন একটি ач মোটা কাচের নলের মধ্যে একটি 
গিনি ও একটি পালক রাখিয়া উচার ছুই মুখ বন্ধ করেন এবং বায়ু-নিদ্ধাশন 
বন্ধের সাহায্যে উহার মধ্য হইতে সম্পূর্ণরূপে বায়ু-নিফধাশন করেন। তাহার পর, 
নলটিকে উলটাইয়া ধরিয়া তিনি লক্ষ্য করেন যে, গিনি ও পালক একই সঙ্গে অপর 
প্রান্তে পৌছিল। গ্যালিলিও বহুপূর্কো এই একই সিদ্ধান্তে উপনীত হইয়াছিলেন। 
তিনি পিসার হেলানো মিনার হইতে একই আকারের বিভিন্ন তরের বিভিন্ন গুরুত্বের 
বস্তুসমূহকে একই সঙ্গে ফেলিয়া লক্ষ্য করেন যে, উহার! প্রায় একই সঙ্গে মিনারের 
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আবার, কোন বস্তুকে উর্ধ্বদিকে Gmi উৎক্ষেপ করিলে, উছার বেগ ক্রমশঃ 
кїл পাইতে থাকিবে; ইহার কারণ, чаб গতির বিপরীত অভিমুখে উছার উপর 
чече ত্বরণ ক্রিয়াশীল । স্তরাং। অবাধে কোন বস্তু উধ্ব দিকে অথবা নিয়দিকে 
গতিশীল হইলে, পৃথিবীর আকর্ষণের প্রভাবে অভিকর্ষজ ত্বরণ quid উপর সর্বদা 
নিয়দিকে ক্রিয়াশীল থাকিবে, এবং তাহা বিভিন্ন উচ্চতায় বিভন্ন হইবে। কিন্ত, 
বর্তমান ও পরবর্তী অধ্যায়ে অন্ত কোন কিছু উল্লেখ না থাকিলে, অভি কর্ষজ ত্বরণ অর্থাৎ 
g এর মান সকল উচ্চতায় একই ধর! হইবে এবং তাহা! এফ.. পি. এম্‌. পদ্ধতিতে 
32 ফুট/পেকেণ্ঠঠ এবং সি. জি. এম্‌. পদ্ধতিতে 980 সে্টিমিটার/সেকেণ্ড নিতে 
হইবে। 


7-2. উধ্বাভিমুখে উৎক্ষিপ্ত qua গতি নির্ণয় 
মনে করি, ভূ-পৃষ্ঠের উপরিস্থ কোন এক স্থান О হইতে নিবাত 09 (іп 
Q: absolute vacuo ) m sum একটি বস্তুকে 
i и QUI উন্নঙ্থভাবে Uwe উৎক্ষেপ 
করা হইল। মনে করি, উৎক্ষেপ করার 
t সময় পরে, বস্তুটি ভূ-পৃষ্ঠ হইতে x উচ্চতায় 
'অবস্থিত। যেহেতু, aferka ত্বরণ g 


ক্রিয়াশীল, অতএব, বস্তুটির গতি-দমীকরণ 2 


2 


d'x 
বা, ав =g. Va (1) 
এখন, t3 সাপেক্ষে (1) কে সমাকলন করিয়া পাই, 
dx « 
di^ А-4 ... ... (2) 


{=0 এতে, ৫৪ বলিয়া, (2) হইতে A =u. 


ма... 


at“ boss 2 (3) 


বস্তটির উপর Sawstcq নিয়াভিমুখে সব্ধদাই | 
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পুনরায়, t এর সাপেক্ষে (3) কে সমাকলন করিয়া পাই, 


x-B-xut-ig' ooe e (4) 
£70 এতে х=0 বলিয়া, pesi t 
`. хэм. ^ (5) 


(1) এর উভয়পক্ষকে 2 05 2 «ч করিয়া পাই, 


аха SA ee. S 

гараг E а (6) 
এখন, (6) কে taa সাপেক্ষে সমাকলন করিয়া পাই, 

2 

(88) = C—2gx ... বং (7) 

যেহেতু, Ty যখন x-0, 2. C=u*. 
2 (gs 82 ET fe» (8) 

(8) হইতে দেখা যায়, x এর মান যতই বাড়িতে থাকিবে, অর্থাৎ, বস্তুটি উপরে 


উঠিতে থাকিবে, ততই উহার বেগ ক্রমশঃ কমিতে থাকিবে এবং d ap যখন 


হ=4*|(29); ইহার পর বস্তুটি আর উপরে উঠিতে পারে all 


উধধ্বাভিমুখে Саба কোন বস্তুর বেগ যে অবস্থানে শুন্ত হইবে, উৎক্ষেপ বিন্দু 
হইতে সেই স্থানের উচ্চতাকে qus গতিপথের иа 88981( greatest 
height) বলা হয়। 


বস্তুটির গতিপথের সর্বাধিক উচ্চত। H হইলে, (8) হইতে পাই, 
H - ц? ... ... 
26 (9) 
উতক্ষেপ বিন্দু হইতে এ সব্বাধিক Bosta পৌছিবার патча আরোহণ কাল 
( time of тізе) বল! হয়। বস্তুটির আরোহণ কাল T হইলে ( যখন = 0), (3) 


হইতে পাই £ 
u ~ 
т=з, ГА 5 (10) 
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সর্বাধিক উচ্চতায় পৌছিবার পর বস্তুটি অভিকর্ষজ ত্বরণ-হেতু নীচের দিকে নামিতে 
থাকিবে। সর্বাধিক উচ্চত| হইতে উৎক্ষেপ বিন্দুতে পৌছিবার সময়কে বস্তটির 
অবতরণ কাল (time of fall) বল! হয়। বস্তটির অবতরণ কাল T, হইলে 
s=ut Hift? ча- Ё 
: н=0+{4Т\*; 


অর্থাৎ, Т e de e: (1) 
সুতরাং, বস্তটির আরোহণ কাল= অবতরণ কাল- u/g. 
উৎক্ষেপ মুহূর্ত হইতে আরম্ভ করিয়া সর্বাধিক উচ্চতায় পৌছিবার পর পুনরায় এ 
উৎক্ষেপ বিন্দুতে ফিরিয়া আসিতে বস্তুটির যে সময় লাগে, তাহাকে বস্তটির উদ্থিত 
কাল ( total time of flight ) বলা «x | 
| n fes কাল=2া =. T e (2) 
উৎক্ষেপ বিন্দুতে পুনরায় পৌছিবার পর, উহার বেগ о, হইলে, v=u+ সুত্র 


সাহায্যে, 
y 90-gT, ; 


বা, тунах ны. 


সুতরাং, উৎক্ষেপ স্থানে পৌঁছিবার মুহুর্তে বস্তুটির ,বেগ-্উহার 
প্রারম্ভিক উৎক্ষেপ сая i 


7-3, উর্ববাভিমুখে tefe «ux কোন নিদ্দিষ্ট উচ্চতায় পৌছিবার 
সময় এবং Q স্থানে উহার বেগ নির্ণয় i 

মনে করি, ভূ-পৃষ্ঠের উপরিস্থ কোন এক স্থান О হইতে নিবাত рэ একটি বস্তুকে 
u বেগে wet. উর্ধ্বদিকে উৎক্ষেপ কর! হইল। Эһ (<>) উচ্চতায় 
আসিতে উহার কত সময় লাগিবে, তাহ! fade করিতে হইবে। মনে করি, এ 
h উচ্চতার পৌছিতে বস্তুটির 4 সময় লাগে। তাহা হইলে, s=ut+ ift? таа. 


Ur Um un 
hut — igi, (<): 


———— রক পা 


— উন 
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বা, £t*—2ut--2h—0. 
= М? — 2h. hoy (1) 
8 8 


যেহেতু, বস্তুটির আরোহণ কাল T=uJg, সুতরাং, উপরের দিকে উঠিবার কালে 
বস্তুটি ॥ উচ্চতায় t, সময়ে পৌছিলে, {<Т অর্থাৎ tı <ufg. REI, (1) হইতে, 


না Ма? 28 € (2). 
8 g 


কিন্ত, বস্তুটি উৎক্ষেপ বিন্দু হইতে He] 
উপরে উঠিতে থাকিয়া সর্বাধিক উচ্চতায় АН 
পৌছিবার পর নীচের দিকে পতনের কালে i 
h উচ্চতার ফিরিয়া আসিতে 4. সময়. (t р; ls 
লাগিলে, t, T অর্থাৎ, t,—u[g 9041 7 
সুতরাং, (1) হইতে, 

tote dur হও = @ 


fia, OP=h; ০০-৪-%৫ 
О হইতে Pতে যাইতে সময় 4) P হইতে o 
(তে যাইতে সময় T-t; О হইতে Pcs আসিতে সময় £2-ণ' এবং P হইতে 
Oca আনিতে সময় 2T— ta. 


মনে করি, উৎক্ষেপ বিন্দু 0 হইতে উপরে উঠিবার সময় h উচ্চতায়, অর্থাৎ 
চতে, বন্তটির বেগ ৮:1, তাহা! হইলে, 


Horizontal 


V3—u-— gl; 
Jus —2gh 
-u—gX u gi 
1 
^ Vi7 Ju*—2gh. esr (4) 


* মনে করি, উৎক্ষেপ বিন্দু O হইতে উপরে উঠিতে থাকিয়া সর্বাধিক উচ্চতায় 
পৌছিবার পর নীচের দিকে নামিবার সময় ॥ উচ্চতায়, অর্থাৎ P তে, quf 
বেগ val. তাহা হইলে, 


৮৪-০৮-৫৫৪7 
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বা, у= 7৮742 
=-и+ех{ + Ju? "LE 


১৪৮৪৬ 3 2 6) 
স্থৃতরাং, faf উচ্চত1 h এতে, আরোহণ ও অবতরণ বেগ মানে সমান, কিন্ত 
পরস্পর বিপরীত অভিমুখিতায় ক্রিয়াশীল থাকিবে 1 


1-4 (а). উল্লন্বভাবে 9с অবাধে পতনশীল ача গতি নির্ণয় | 
ec dat aude ее аччы অবাধে পতিত 

হইল। তাহা হইলে, উহার প্রারম্ভিক বেগ 

чу: তাহা ছাড়া, অভিকর্ষজ ত্বরণ g 
x বস্তুটির উপর সর্বদা নিম্নাভিমুখে ক্রিয়াশীল i 
| É মনে করি, পতনের মুহূর্ত হইতে £ সময়ে 

বস্তুটি x দুরত্ব অতিক্রম করে এবং তখন 
উহার বেগ ৮, যাহার দিক্‌ নিয়াভিমুখী। 
তাহা হইলে, 


Horizontal sla n 0) 
у= gt. (2) 
хон ভূ-পৃষ্ঠে T সময়ে পৌছিলে এবং তখন উহার বেগ V ded 
h-1gr5; 
বা, T= Jigs ip (3) 
এবং, V'2gI'; 
বা, V’ = X 2gh. ч «$e (4) 


(b) Gmo fanfre বস্তুর গতি নির্ণয়। 
মনে করি, ভূ-পৃষ্ঠ থেকে h উচ্চতা হইতে একটি বস্তুকে নিবাত শৃক্পে নিয়া ভিমুখে 
u বেগে নিক্ষিপ্ত করা হইল। মনে করি, নিক্ষেপ মুহূর্ত হইতে t সময়ে বস্তুটি = qtu 
অতিক্রম করে এবং তখন ভি дын. তাহা হইলে, 
хэ 08, G) 
vu gt. ... (ii) 
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erexit, বন্তটি তৃ-পৃষ্ঠে T সময়ে পৌছিলে এবং তখন উহার বেগ У' হইলে, 


V'*-u*2gh ; 
বা, У'= Ju*+2gh ; 2 (ш) 
এবং, У'=н+Т'; 
বা, T= Мат +2 u. ni (iv) 
8 8 
7-5. দৃষ্টান্তমূলক উদ্দাহরণ : 


উদাহরণ 1. 300 গ্রাম ভরের একটি বস্ত উল্লঙ্কভাঁবে উত্বদিকে নিবাত 909 
সেকেণ্ডে 350 সে.মি. বেগে Sefa e হইলে,উহা সর্বাধিক কত উচ্চত! পর্য্যন্ত পৌছিতে 
পারিবে? সমগ্র উথ্িতকাল কত হইবে? সবাধিক উচ্চতার মধ্যপথে উহার বেগ 
কত হইবে এবং তাহা কখন হইবে? কি বেগে উহা উৎক্ষেপ বিন্দুতে ফিরিয়া 
আসিবে? [৫- 980 সে. মি /সে.*] 

এখানে, u= উৎক্ষেপ বেগল350 সে. মি./সে. ; 

mm 
H 2g হত্র-সাহাষ্যে, 
23504350125. г, 
H=-3 x980 625 
সর্বাধিক উচ্চত1_ 62:5 জে. মি, i 


2т=2: হুত্র-সাহায্যে, 
2x350..5, 
980 7 
1. সমগ্র উতিতকাল =} সেকেণ্ড । 
মনে করি, Н/2 উচ্চতায়, অর্থাৎ 125/4 সে. মি. উচ্চতায়, বস্তুটির বেগ 
» সে, মি./সে.। তাহা হইলে, 


21- 


»y* = ц? +2fs সুত্ৰ-সাহায্যে, 

y* = 350 x 350 - 2x 980 x 125/4 ৮৯১৬ 
235*x5'x4-35'x5'x2 су ФҸ 
= 35% х5" х2; 


বা, v= +35х5у/2= +17502. 
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স্থতরাং, সর্বাধিক উচ্চতার মধ্যপথে বস্তুটির বেগ 175 /2 জে. মি./সে., (মানে) 
হইবে ; এবং তাহা উপরের দিকে উঠিবার সময় এবং নীচের দিকে নামিবার সময় 
RU I 


সর্বাধিক উচ্চতার মধ্যপথে বস্তুটি £ সেকেণ্ড সময়ে পৌছিলে, зөвш 
зуй সাহায্যে, 


--9350xt—3x980x1t*; 
বা, 98x4t*—70x4t-2520; 
280+ У 702 x 42 — 4 x98 x 4 x 25 


125 
4 


Tat 2х98х4 
280+ 47? x 5* x 4*x 4—7* x5? x4° x2 
2x98x4 
20349 25 45542. 5025 Ja) 


“ х98х4 14^ 28 28 
wet, উঠিবার কালে, সর্বাধিক উচ্চতার মধ্যপথে যাইতে J42— V2) 
সেকেণ্ড সময় লাগিবে ; এবং, নামিবার কালে, এ স্থানে আসিতে (2-8 V2) 
1 সেকেণ্ড সময় লাগিবে। 
পুনরায় উৎক্ষেপ বিন্দুতে Q чаб ফিরিয়া আসিবে Q উৎক্ষেপ-বোগে, অর্থাৎ, 
350 জে. মি./সে. বেগে, কিন্ত বিপরীত অভিমুখে, 
উদ্দাহরপ:2. 100 পাউণ্ড ভরের একটি গোলা নির্দিষ্ট বেগে Smera 
V frr উৎক্ষেপ করার পর দেখা গেল, উহা সর্বাধিক 104 ফুট উচ্চতায় পৌছিল। 
গোলাটির। সমগ্র উত্িতকাঁল কত ছিল? উৎক্ষেপ করার 20 সেকেণ্ড এবং 30 
সেকেণ্ড পরে গোলাটি কোথায় ছিল এবং তখন উহার বেগ কিরূপ ছিল? সর্বাধিক 
উচ্চতা হইতে 100 ফুট নীচে উহার বেগ কত ছিল? (g=32 ফু./সে.) 
উৎক্ষেপ বেগ и ফুট/সেকেও হইলে, 
-£ "amu, 


1052... বা, u-800 
2563207677 K 


*, সমগ্ৰ Зета = Z েকেও 


.,2x 800 
32 


Gicva-50 সেকেণ্ড | 
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উৎক্ষেপ করার পর 20 সেকেণ্ডেতে গোলাটি 1,725 উচ্চতায় থাকিলে এবং তখন 
উহার বেগ v, ফুট/সে. হইলে, 
», 800 — 32 x 202160 ; 
»,* 2800* 2x 32x; ; 
яр, 160*-800*—64xh,; বা, №, =9600. 
তাহা হইলে, নিক্ষেপ করার 20 систе পরে গোলাটি 9800 ফুট উচ্চতায় 
ছিল এবং তখন উহার বেগ 160 ফুট/সে. (মানে) ছিল এবং তাহার দিক্‌ 


Чи т! 
নিক্ষেপ করার পর 30 সেকেণ্ডেতে গোলাটি h, ফুট উচ্চতায় থাকিলে, এবং 
তখন উহার বেগ va ফু /সে, হইলে, ` 


va =800—32x30= — 160 ; 
va”=800?° —2x 32X hs ; 
বা, 160*—800?—2x32xh,; বা, 'ha=9600. 
তাহা হইলে, নিক্ষেপ করার 30 সেকেণ্ড পরে গোলাটি 9600 ফুট উচ্চতায় 
ছিল এবং তখন উহার বেগ 160 ফুট/সে. (মানে) ছিল এবং তাহার দিক্‌ 
নিল্সান্িমুখী ছিল! 
সবাধিক উচ্চতা হইতে 10) ফুট নীচে গোলাটির বেগ vs ফুট/:স. হইলে 
v$*-2x32x102; বা, vs =80. 
সুতরাং, তখন গোলাটির বেগ ছিল সেকেণ্ড 80 ফুট (মানে) এবং তাহা 
উঠিবার কালে Өө fcm, এবং নামিবার কালে নিয়দিকে, ছিল। 
উদাহরণ 3. একটি grew শীর্ধনেশ হইতে একটি 019149 অবাধে নিবাত 
শুন্ঠে পতিত হইল। scm পাদদেশে পৌছিবার শেষ সেকেণ্ডে উহার উচ্চতার 5/9 
অংশ Cfeam করিলে, 9 3 04955) কত? কি বেগে এবং কত সময়ে উহা 
পাদদেশে আসিল? (৫-32 ফু. / সেঃ.) 
মনে করি, গম্বুজের উচ্চতা h ফুট এবং পাদদেশে পৌছিতে উহার c слоте সময় 
লাগে। প্রন্তরথণ্ডের প্রারম্ভিক বেগ শুগ্ভ। সুতরাং, 


1 
һ=5 gt? 
এবং 1-59 সেকেও্ডে অতিক্রান্ত দুরত্ব = 1g(2t — 1). 
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তাহা হইলে, প্রদত্ত AGAT, 
12225 7] 
58021 1) 8 х 389 


q, 5:8-18:49-0 
বা, (t—3)0t—3)20 
4 123; 3, 
স্প্টতঃই, £ এর মান 1 অপেক্ষা বৃহত্তর হইবে। 
4^ 1-3; 
এবং h=1x32x9=144. 
স্থতরাং, গনুজের (4044 উচ্চতা144 ফুট 1 


ез1? পাদদেশে 3 সেকেণ্ডে আসিয়াছিল। 

মনে করি, প্রস্তরৎগুটি v; ফু./সে. বেগে পাদদেশে আসিয়াছিল। তাহা হইলে» 
yi = 32 x 3=96, 

স্থত্রাং, প্রস্তরথণ্ডুটি পাদদেশে 96 ফু /সে. বেগে আসিয়াছিল। 


উদাহরণ 4. 290 ফুট উচ্চ একটি чүч শীর্ষ হইতে নিবাত эз উল্ল্ঘভাবে 
© т সেকেণ্ডে 22 ফুট বেগে 5 পাউণ্ড ভরের একটি বস্তু উৎক্ষিণ্ড হইল | কত সময় 
পরে বস্তুটি aea পাদদেশে গৌছিবে এবং তখন উহার বেগ কত হইবে? ভূ-পৃষ্ঠ 
হইতে সর্বাধিক কত উচ্চতায় বস্তুটি উঠিবে? 
মনে করি, t সেকেণ্ড সময়েতে বস্তুটি শুস্তের পাদদেশে আসিবে। তাহা হইলে, 
з= ut - dfi? সুত্ৰ অনুযায়ী, 
290-(—22) -) x 32x1* ; 
বা, 8:8-11:-145-0, 
বা, @—5)(8#+29)=0; 
9, (55, কারণ ৫ এর মান, অর্থাৎ সময়ের মান, কখনও «4i 
হইবে না। 


সুতরাং, বস্তুটি শুস্তের পাদদেশে 5 জেকেণ্ড পরে পৌছিবে। মনে করি, তখন 
উহার বেগ о, ফুট/সেকেণ্ড। তাহা হইলে, v =॥+ ftra stop 
уз =(— 22) +32 х 52138 ; 
অর্থাৎ, পাদদেশে বস্তুটির বেগ 138 ফুট/জে. 
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স্তম্ভের শীর্ষ হইতে সর্বাধিক উচ্চতা H ফুট পর্যন্ত বস্তুটি উঠিলে, 
: g 22x22, 121, 79, 
2x32 16 16 
সুতরাং, É হইতে সর্বাধিক উচ্চতা 
= (H--290) ফুট 
—297$, কুট | | 
উদ্ধাহরণ 5. ঘণ্টায় 20 মাইল বেগে উল্লঙ্থভাবে CANT একটি qua হইতে 
একটি ক্ষুদ্র বস্তু পড়িয়া গেল এবং 15 সেকেণ্ড পরে Ve মাটিতে পৌছিল। কত 
উচ্চতায় স্থিত বেলুনটি হইতে বস্তুটি পড়িয়াছিল ? বস্তুটি যখন মাটিতে পড়িল, তখন 
বেলুনটি gp হইতে কত উচ্চতায় ছিল? 
ঘণ্টায় 20 মাইল cresce 88/3 ফুট। 
মনে করি, বেলুনটি যখন h ফুট উচ্চতায় ছিল, ঠিক তখনই বস্তুটি পড়িয়াছিল। 
তাহা হইলে, s=ut+1 ft”, সবত্ৰ-সাহায্যে, 
һ= (—88/3) X 15+4 x 32 х (15 x 15) 
= —88x 5-16 x 225 3160 
s. бб উচ্চতা ৮3160 ফুট 1 
এই 15 সেকেও্ডে, বেলুনটি SE х 15 হুট অর্থাৎ 440 ফুট উপরে উঠিয়াছিল। 
সুতরাং, ভূ-পৃষ্ঠ হইতে বেলুনটির fact উচ্চতা 
= (3160+440) ফুট = 3600 ফুট 


=н মাইল। 


Bargad 6. একটি কৃপের মুখ হইতে উহার মধ্যে একথণ্ড পাথর ফেলিয়া দেওয়া 
হইল এবং উহার 3%৮ সেকেণ্ড পরে জলে পড়িবার শব্দ শোনা গেল। শব্দের গতিবেগ 
সেকেণ্ডে 1120 ফুট হইলে, কূপের গভীরতা কত? 

ча করি, কূপের গভীরতা») ফুট এবং পাখরটি t সেকেণ্ড সময়ে জলের উপর 
পৌছায় । তাহা হইলে, শব্দ (2/570) সেকেণ্ডে h ফুট দূরত্ব অতিক্রম FT I 

সুতরাং, পাথরটির ক্ষেত্রে, ho gt* ; 

এবং শব্দের ক্ষেত্রে, h= 1120 x(375 — t). 

SO খু ৫৮৮ 1120 (875-1) ; 
বা, 16#=16(219-709; 


156 গতিবিস্কা 


বা, #+70—219=0; 

বা, (t-3Yt4-73)-0 

"n $23; 18-13, 
কায়ণ, সময় কখনই খণাত্মক হইতে পারে না। 

"= 75 ৮32১৮০95144. 

স্থতরাং, কৃপের নির্ণের গভীরত1_ 144 ফুট 1 

উদাহরণ 7. একটি গম্বুজের শীর্ষদেশ হইতে এক ব্যক্তি সেকেণ্ড 95 ফুট বেগে 
“একটি বস্তু Захалл উর্ধ্বদিকে উৎক্ষেপ করিল এবং ইহার ঠিক 5 সেকেণ্ড পরে এ 
স্থান হইতে অপর একটি বস্তু নীচে ফেলিয়! fan | যদি Зэд qu একই সময়ে গথুজের 
পাদদেশে পৌছায়, তবে উহার উচ্চতা fadt wa | 

মনে করি, Яя উচ্চতা =|] ফুট এবং প্রথম বস্তুটি £ সেকেণ্ডেতে উহার 
পাদদেশে আসিয়াছিল। 

তাহ! হইলে, প্রথম বস্তুর ক্ষেত্রে, 

h2(-96)xt--1x32xt* 
—16t* —96t ; 
এবং দ্বিতীয় বস্তরক্ষেত্রে, 
h=3X 32x (t—5)2=16(t—5). 
*. 162-96:-416 (#—5)? ; 
বা, 1*—6:—1:* —10t--25 ; 
বা, t=25/4. : 
2. h-16x(25[4—5) 216x4$x $225 
"s quen নির্ণেয় উচ্চত!= 25 ফুট 1. 

84615348. একটি femp সেকেণ্ডে 5 ফুট বেগে উপরে উঠিতেছিল। ইহার 
ছাদ হইতে একটি ж হঠাৎ খুলিয়া গেল এবং ইহার 3 সেকেণ্ড পরে লিফটের 
মেঝেতে পড়িল। লিফ্‌টুটি যদি (1) সেকে্ডে 5 ফুট সমবেগে নীচে নামিতে 
থাকিত (i) 5 ফুট/সে.* সমত্বরণে উপরে উঠিত,। তাহা হইলে, ইহাদের ক্ষেত্রে 
gia লিফটের মেঝেতে পড়িতে কত সময় লাগিত ? 

মনে করি, নিফ্‌ট.টির উচ্চতা hubi 314 সেকেণ্ডে লিফট টি 5% ফুট 
অর্থাৎ 15/4 ফুট উপরে উঠে। সুতরাং, mË পতনের স্থান হইতে (h —15/4) ফুট 
‘দুরত্ব নীচের দিকে 3/4 সেকেণ্ডে অতিক্রম экс | 
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e h—1lÉë=(-—5)xš+1x32x (82; 
বা, h-9. 
সুতরাং, লিফটের 9851-9508) fardi যদি 5ফু./সে. সমবেগে নীচে 
নামিত, তাহা হইলে, t সেকেণ্ড পরে 90 মেঝেতে পড়িলে, 
h45xt-5xt--1x32xt* ; 
বা, 1:*-9/16. +. t—3/4. 
অর্থাৎ, 3/4 সেকেণ্ড পরে 250 মেঝেতে পড়িত। 
দ্বিতীয় ক্ষেত্রে, লিফ.ট.টি 5 ফুট/সে*. সমত্বরণে উপরে উঠিবার সময় 0 যে মুহুর্তে 
পড়িয়া গেল সেই মুহূর্তে লিফটের বেগ и ফু./সে. থাকিলে, এবং ইহার t মেকেওড 
পরে 30 মেঝেতে পড়িলে, সময়ে fee BS (৮৫+% ৯5৯৭) ফুট উপরে উঠিবে। 
чето এ সময়ের чэ ক্রুটির ক্ষেত্রে, 
1- (78 x5xt*)2(—-u)xt--3x32xt* ; 
3h 9-u-5" = —ut+16t" ; 
বা, и-8, ч, e сео 


তাহা হইলে, এইরূপ ক্ষেত্রে, н সেকেণ্ড 
06975 সেকেণ্ড সময় লাগিত। 


উদ্াহরণ 9. একই উচ্চতা হইতে একই সময়ে দুইটি বস্তুর প্রত্যেকটিকে একই 
বেগে একটিকে Фичето Gr fcr এবং অপরটিকে geri নীচের দিকে RIN 
দওয়া হইল। প্রথমটি г, সেকেণ্ড সময়েতে এবং Таа ta ‘সেকেণ্ড সময়েতে 
মাটিতে পৌছিল। দেখাও যে, উহাদের যে কোনওটি & একই উচ্চতা হইতে অবাধে 
পতিত হইলে, মাটিতে V 1,1, সেকেণ্ড সময়েতে আসিত। 
মনে করি, উহাদের যে কোনটির প্রারম্ভিক বেগ u ফুট/সেকেও এবংনির্দিষ্ট উচ্চতা 
h ফুট হইতে ক্ষেপন কর! হইয়াছিল । তাহা হইলে, প্রথমটির ক্ষেত্রে, 
h= —ut, +3gt*; 
এবং, দ্বিতীয়টির ক্ষেত্রে, 
h= uta +igts". 
М hits ig (ta t2) ই 
বা, 77 865৫০. 
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এখন, যে কোন বস্তুকে h ফুট উচ্চত| হইতে অবাধে ফেলিয়া দিলে যদি উহা £ 
সেকেণ্ড সময়েতে মাটিতে পৌছায়, তবে 
h=38t°. 
SO =. 
`. tm tita 
স্থতরাং, যেকোনও বস্তু Jour, সেকেণ্ডে মাটিতে পৌছিত। 


উদ্বাহরণ 10. ভূ-পৃষ্ঠ হইতে т পাউণ্ড ভরের একটি বস্তু ©лчэцч 
উধ্্বাভিমুখে উৎক্ষেপ করার পর দেখা গেগ, tu tas £৪ সেকেণ্ড পরে উহা a, b, c 
ফুট উচ্চতায় আছে। Q স্থানের wfesis ত্বরণ g ফুট/সেকেও* হইলে, প্রমাণ 
কর যে, : 
Гана! ( 1—22 
Оозу AERIS EN 
মনে করি, উৎক্ষেপ বেগ--& ফুট/সেকেণ্ড। 
শত a=uti—38ti" ; 
buts 18147: 
с= шз — gts". 
2. a(ta—ts)+b(ts — t1) c(t4 — ta) 
—ux0—ig2Xt. —ts)ti ° 
=38(ta— ts)(ts —ti)(ti — ta) 
"^ &-251916০--65))/1065-65)(65 — tit —ta)h 
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1, একটি বস্তু উন্নঙ্থভাবে উর্ধ্বদিকে নিবাত "icy সেকেণ্ডে 32 গঞ্জ বেগে 
Забо হইলে, 88 যে সর্বাধিক উচ্চস্ত! পর্য্যন্ত উঠিবে তাহা! কত? সমগ্র উথিতকাল 
কত? সর্বাধিক উচ্চতার মধ্যপথে উহার বেগ কত হইয়াছিল ? 

2. একই স্থান হইতে т, ভরের একটি বস্তুকে সেকেণ্ডে 32 ফুট বেগে এবং Ma 
ভরের অপর একটি বস্তুকে সেকেণ্ডে 64 ফুট বেগে উলদ্বভাবে উতধ্বাভিমুখে উৎক্ষেপ 
করা হইল। উহাদের মধ্যে সর্বাধিক উচ্চতার পার্থক্য এবং 28 591014 মধ্যে তফাৎ 
নিৰ্ণয় কর। 
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8. Saroia উর্ধ্বাভিমুখে একটি কণ! সেকেণ্ডে 128 ফুট বেগে উৎক্ষিপ্ত হইলে, 
উছার সমগ্র উথিতকাল এবং Sel যে সর্বাধিক উচ্চতা! পর্যন্ত উঠিবে তাহা fada 284 1 
কখন কণাটি উৎক্ষেপ স্থান হইতে 112 ফুট উচ্চতায় আসিবে, এবং তখন উহার বেগ 
কত হইবে? 

4. 500 গ্রাম ভরের একটি বস্তুকে উন্নস্বভাষে উধবণতিমুখে সেকেণ্ডে 42 মিটার 
বেগে নিক্ষেপ করিলে, বস্তটির সমগ্র উত্থিতকাল এবং উহ! যে সর্বাধিক উচ্চতা পর্য্যন্ত 
উঠিবে তাহা নির্ণয় কর। কথন উহার বেগ সেকেণ্ডে 28 মিটার হইবে? 

'[ 27980 সে. মি./সে.* ] 

5. 5 পাউণ্ড ভরের একটি গোলাকে নিদ্ধি বেগে উল্নন্বভাবে উ্ধ্বাভিমুখে 
উৎক্ষেপ করিলে যদি উহ] সর্বাধিক 27 গঞ্জ 7488 উঠিতে পারে, তাহা হইলে, উৎক্ষেপ- 
মুহূর্ত হইতে কখন উহ! 80 ফুট উচ্চতায় পৌছিয়াছিল ? কখন উহার বেগ সেকেণ্ডে 
64 ফুট ছিল? 

6. 20 গ্রাম ভরের একটি মার্কেল лче Sq fars (4415 409 উৎক্ষেপ 
করার 6 সেকেও পরে পুনরায় এ স্থানে 89 ফিরিয়া জজাসিল। 88195 বেগে উৎক্ষেপ 
স্থানে ফিরিয়া আসিয়াছিল এবং উৎক্ষেপ স্থান হইতে G) 80 ফুট উচ্চতায় (1) 144 ফুট 
উচ্চতায় কত বেগ ছিল? ইহা! কি 50 গজ উচ্চতা! পৰ্য্যন্ত উঠিতে পারিবে? 

7. এক ক্ষেপনকারী একটি বল উল্লস্থভাবে Фат উতক্ষেপ করিল এবং 
7 সেকেণ্ড পরে সে উহ! ধরিল ! বলটি সর্বাধিক কত উচ্চতায় উঠিয়াছিল এবং কত 
বেগে উহা! উৎক্ষিপ্ত হইয়াছিল? উৎক্ষেপের 4 সেকেণ্ড পরে $6 সর্বাধিক উচ্চতার কত 
নীচে ছিল? [ W. B. Н. S. 1967 | 

8. ихэд উ্ধ্বাভিমুখে fra একটি কণার সর্বাধিক উচ্চত| 5886 
সে. মি.। উৎক্ষিণ্ড হওয়ায় কতক্ষণ পরে উঠ! 3270 সে. মি. উচ্চতায় থাকিবে? 

( 8-981 সে. মি./সে.* ) 1 [ W. В.Н. S. 1973 1 

9. ভূ-পৃষ্ঠের fafwb 88551 হইতে অবাধে মুক্তভাবে পতনশীল একটি qw পতন- 
কালের সর্বশেষ সেকেণ্ডে 224 ফুট অতিক্রম করে। বস্তুটি কত উচ্চতা হইতে পতিত 
হইয়াছিল এবং উহার পতনকাল কত ছিল? I 

10. একটি ач чоч শীর্ষ হইতে অবাধে পতনশীল একটি qw чл পাদদেশে 
পতনকালের শেষ সেকেণ্ডে উহার উচ্চতার 10 অংশ অতিক্রম করে। wu উচ্চতা 
কত এবং পাদদেশে কত বেগে বস্তুটি পতিত হইয়াছিল তাহা! fadt wa | 
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ii. একটি বহুতল বাড়ীর (a sky-scroper ) лез তলার উচ্চতা 33 F? 1 
বাড়ীর ছাদ হইতে একৎণ্ড абз ফেলিয়া দিলে উহা 1 সেকেণ্ডে সবনিম্নতলা অতিক্রম 

করে। বাড়ীটির উচ্চত! নির্ণয় কর। 

12. faii হইতে পতনশীল একটি বস্তু কোন এক নিদ্দিষ্ট বিন্দু সেকেণ্ডে 
120 ফুট বেগে অতিক্রম করে। 2 সেকেণ্ড পূর্বে উহ! কোথায় ছিল এবং 2 সেকেণ্ড 
পরে উহা! কোথায় থাকিবে? 

18. সেকেণ্ডে 40 ফুট বেগে নিয়াভিমুখে নিক্ষিপ্ত একটি qu কোন এক নির্দিষ্ট 
সেকেণ্ডে 216 ফুট অতিক্রম wu! পূর্ববর্তী সেকেণ্ডে উহা কত পথ অতিক্রম 
করিয়াছিল? [ W. B. H. S. 1966 ] 

14. 64 গজ উচ্চতাবিশিষ্ট একটি Фе স্তম্ভের শীর্ষ হইতে бичә উধ্বদিকে 
নিবাত Де 2 কিলোগ্রাম ভরের একটি qw সেকেণ্ডে 64 ফুট বেগে উৎক্ষেপ কর! 
হইল। বস্তুটি স্তম্ভের পাদদেশে কখন আসিবে এবং তখন উহার বেগ কত হইবে? 

15. একটি কূপের মধ্যে একখণ্ড পাথর ফেলিয়া দেওয়া হইল। যদি জলে 
আঘাতের শব্দ পাথরটি ফেলিবার 345 সেকেণ্ড পরে শোনা যায় এবং পাথরটি জলের 
উপর সেকেণ্ডে 32 গজ বেগে পড়ে, তবে শব্দের বেগ নির্ণয় কর। 

16. একটি কূপের মধ্যে একখণ্ড পাথর ফেলিয়া দেওয়ার 21) সেকেণ্ড পরে 
জলে পড়ার wq শোনা গেল। যদি শব্দের বেগ সেকেণ্ডে 1120 ফুট হয়, তবে কূপের 
(জলের উপরিভাগের ) গভীরতা! এবং পাথর জলের উপর যে বেগে পড়িয়াছিল তাহা 
নির্ণয় কর। 

17, g হইতে একটি বেলুন 4 ফুট/ সেকেণ্ড" সমত্বরণে Taha উপরে 
উঠিতেছিল। 16 সেকেণ্ড পরে একটি та ভারী qw বেলুন হইতে পড়িয়া গেল। 
ইহার কত সময় পরে বস্তুটি তু-পৃষ্ঠে পৌছিয়াছিল? [ W. B. H. 5. 1968 1 

18, ঘণ্টায় 15 মাইল বেগে Rer উর্ধবদিকে গতিশীল একটি বেলুন হইতে 
একটি বস্তু ছাড়িয়া দেওয়। হইল। ইহার 5 সেকেণ্ড পরে বস্তুটি মাটিতে পৌছিলে, 


কত উচ্চতায় স্থিত বেলুন হইতে বন্ধুটি ছাড়িয়া দেওয়া হইয়াছিল? 
( W. B. H. S. 1969 ] 
19. ভূ-পৃষ্ঠ হইতে সমবেগে উ্ধ্বাভিমুখে গতিশীল একটি বিমান হইতে 9 
সেবেণ্ডের মুহূর্তে একটি fattas ач ছাড়িয়া দেওয়া হইল এবং ইহার 7 সেকেণ্ড 
পরে বস্তুটি মাটিতে পৌঁছিল। বিমানের বেগ কত ছিল এবং কত উচ্চতা হইতে বস্তুটি 
ছাড়িয়া দেওয়া হইয়াছিল? কত বেগে বস্তুটি মাটিতে পড়িয়াছিল? 
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20. একটি স্তম্ভের শীর্ষ হইতে একটি বস্তুকে ফেলিয়া দেওয়া হইল, এবং Q একই 
মুহুর্তে অপর একটি বস্তুকে শুম্ভের পাদদেশ হইতে একই CANIN বরাবর এমন বেগে 
উৎক্ষেপ করা হইল যে, উহা যেন ঠিক чей শীর্ষঘদেশে পৌছায়। зэ 85) 
1225 মিটার হইলে, qux কোথায় এবং কখন মিলিত হইয়াছিল? 

21. 144 ফুট উচ্চ একটি реч শীর্ষ হইতে একটি বস্তু ফেলিয়া দেওয়া হইল, 
এবং ঠিক এ একই মুহূর্তে জপর একটি qw উহার পাদদেশ হইতে একই рч] 
বরাবর এমন বেগে উৎক্ষিপ্ত হইল যে, উহা ঠিক 256 ফুট উপরে উঠিতে পারে। কখন 
এবং কোথায় তাহার! মিলিত হইয়াছিল? 

22. সেকেণ্ডে 100 ফুট বেগে একটি বস্তুকে উল্লঙ্ছভাবে উধ্বভিমুখে উৎক্ষেপ বরা 
হইল। ইহার 1 সেকেণ্ড পরে সেকেণ্ডে 9 ফুট বেগে অপর একটি বসকে উল্লহ্থভাবে 
Safirs উতক্ষেপ কর! হইল। কত সময় পরে উভয় ҳе মাটি হইতে সমান উচ্চতায় 
থাকিবে এবং এ উচ্চতা কত? [ W. B. Н. S. 1963 ] 

28. “w ব্যক্তি একটি qusa শর্ধদেশ হইতে সেকেণ্ডে 1288 ফুট বেগে একটি 
বস্তু рме উপরের দিকে উৎক্ষেপ করিল। 5 сее পরে ব্যক্তি একই স্থান 
হইতে অপর একটি xw ফেলিয়া দিয়া দেখিল যে, হস্ত দুইটি একই সময়ে মাটিতে 
পৌঁছিল। зов উচ্চতা এবং দ্বিতীয় বস্তুটির মাটিতে পড়িতে কত সময় লাগিয়াছিল 
তাহা নির্ণয় কর 1 (2322 ফু./সে.* ) [W. B.H.S. 1972 ] 

24. সেকেণ্ডে 5 ফুট বেগে একটি লিফট উপরে উঠিতেছে। উহা হইতে একটি 
g হঠাৎ বাহিরে পড়িয়া গেল। 13 সেকেণ্ড পরে Q স্তর বেগ কত হইবে এবং Q 
মুহূর্তে লিফট ও gia মধ্যে কত ব্যবধান হইবে? 


25, একটি লিফট 3 ফু./সে. বেগে উপরে 00587! (ইহার ছাদ হইতে 
একটি exse ফেলিয়া দিলে, তাহা 3 সেকেণ্ডে উহার মেঝেতে পড়ে। যখন fex fo 
G) 5 ফু/সে, সমবেগে নামে, Gi) 4 ফু./সে.* সমত্বরণে উপরে উঠে, এবং 
(1) 8 ফু/সে,? সমত্বরণে নীচে নামে, তখন উপরোক্ত তিনটি ক্ষেত্রে প্রস্তরথণ্ডটির 
পড়িবার সময় কত লাগিবে? [ C. U. P. 1976] 

26. huh, hs, উচ্চতা হইতে তিনটি xu একই সঙ্গে যথাক্রমে шу, us, ш, 
বেগে উল্নছভাবে উৰ্ধ ভিমুখে উৎক্ষিপ্ত Ra যদি তাহার! একই সঙ্গে তু-পৃষ্ঠে cur, 
তবে প্রমাণ 94: 

„с=т жш enc, 

709 he—hs h,—h,' 
(i) wis А) us(hs —hi)+us(h, — 1০) 0. 
গতিবিদ্যা--11 
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эл. A, B, C তিনটি বিন্দু একই উল্লহ্বরেথায় পরপর অবস্থিত, যেখানে 
3В-86 অবাধে “зайл একটি বস্তুর B হইতে C তে যাইতে যে সময় লাগে, 
А হইতে টিতে যাইতে তাহার (е1 সময় লাগে। প্রমাণ কর যে, А, В, C তে 
বস্তুটির বেগের warte 1:5:7. 

28, A এবং Ву} দুইটি (44, যেখানে অভিকর্ষজ ত্বরণের মান যথাক্রমে 
di এবং ৪2. Q দুইটি স্থানে, একই উচ্চতা হইতে দুইটি কণাকে অবাধে fent 
দেওয়া হইল। যদি A ষ্টেশনে অবতরণ সময় t সেকেণ্ড কম লাগে, কিন্তু ভূপৃ্ন্থ বেগ 
u ফু/সে, বেশী হয়, তবে দেখাও যে, V g, g, ult. | 

কোন্টি বড়, &: না ৫2? 

29. একটি কণা উল্লন্বভাবে CR fice উৎক্ষিধ হইল, এবং t সেকেণ্ড পরে অপর 
একটি কণ! একই প্রাথমিক বেগে উল্লঙ্থভাবে vq fars উৎক্ষিপ্ত হইল। а কর, যে 
উভয়ে মিলিত হইবার সময়ে প্রত্যেকের বেগ 160 হইবে। 

[ W. B. H. S. 1962, C. U. P. 1976 1 


30. উল্লন্বভাবে сасе উৎক্ষি্ত একটি কণার h উচ্চতায় পৌছিতে £ সেকেণ্ড 
সময় লাগে। পরবর্তী £ সেকেণ্ডে কণাটি মাটিতে পৌছিল। প্রমাণ কর যে, 
123775 


31. একটি কণাকে উল্লন্বভাবে উর্ধ্বাতিসুখে u ফু./সে. বেগে উৎক্ষেপ করা হুইল। 
ইহার ৫ সেকেণ্ড পরে একই স্থান হইতে একই বেগে অপর একটি কণ! উধ্বণতিমুখে 
উৎক্ষেপ করা হইল। প্রমাণ কর যে, প্রথম কণাটি উৎক্ষি্ত হইবার (+5) সেকেও 


পরে কণা দুইটি পরস্পর মিলিত হইবে। 
[ W. B.H. S. 1960 ] 


32, একটি অট্টালিকার Я হইতে অবাধে পতিত একটি বস্তু উহার একটি 
জানাল! হইতে মাটিতে পৌছিতে t সেকেণ্ড সময় নেয় | যি ও জানালাটি মাটি হইতে 
л ফুট Gom অবস্থিত হয়, তবে দেখাও যে, যে-বেগে বস্তুটি মাটিতে পৌছিবে stel 


(®+& FIA. । 
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88. একটি dgra fon হইতে অবাধে পতনশীল একথ প্রস্তর যখন = ফুট 
নীচে নামিয়াছে, ঠিক তখন গন্দুজের শীর্ঘ হইতে y ফুট নীচের এক স্থান হইতে অপর - 
একটি প্রস্তরথণ্ড অবাধে ফেলিয়া степ হইল। যদি Зєг | একই সময়ে মাটিতে 
পৌছায়, তবে দেখাও যে, গন্ুজটির উচ্চতা (x y)*/(4x) ফুট 1 

84. একটি fmep f ফু/সে.* সমত্বরণে উপরে উঠিতেছিল। লিফটে অবস্থিত 
এক ব্যক্তি লিফটের সাপেক্ষে u ফু./সে. বেগে একটি বল Cfr. চু ড়িয়! দিয়া 

' উহাকে t সেকেণ্ড পরে ধরিয়া ফেলিল। দেখাও যে, f 2 2ult. 

35. এক cetaqifawq (Juggler) একই আকারের তিনটি বল পর্যায়ক্রমে 
একটির পর একটি উপরের দিকে ঠিক 16 ফুট পর্যন্ত ছু'ড়িয়! গতিতে রাখিতে পারে। 
মিনিটে কতবার তাহাকে তাহার হাত উপর নীচ করিতে হইবে? 


Answers (প্রশ্মমাল। ৪) 

14429; 6 সেকেণ্ড ; 49%2 ফু/সে.। 2. 48 $$, ; 2 সেকেণ্ড | 
8098, 256 ফুট; 10.90: '7 সে. পরে; 96 ফু./সে.। 
8% সে.; 90 মিটার ; 18 সে. (উধ্বমুখে); 7} সে. (নিয়মুখে )। 
2 সে, পরে: 23 সে. পরে; 11. পরে; 41 সে, পরে। 6. 96 3/01; 
বাল 0ফু/সে,$. পারিবে না। 7. 196 ফুট; 112 ফু/সে, 
4 ফুট নীচে। 8. 843 съз; 22/3 সে. পরে। 9. 900 ফুট ; 
T5 সেকেণ্ড। 10 100 ফুট; 80 ফু./সে.। 11. 289 ফুট। 
12. প্রদত্ত বিন্দু হইতে 176 ফুট উপরে) 304 ফুট নীচে । 18. 184 ফুট। 
14 6 সেকেণ্ড পরে 128 ফু/সে.। 15. 1120 ফু./সে.। 16. 100 ফুট; 
80 ফু/সে,। 17, 8 সেকেণ্ড পরে। 18. 290 ফুট। 19. 49 ফু/সে.ঃ 
441 ফুট ; 175 ফু/সে, 1 20, 25 সে, পরে ; শীর্ষ হইতে 30:625 মিটার নীচে, 
বা, পাদদেশ হইতে 91:875 মিটার উপরে । 21. 12 সে. পরে, শীর্ঘদেশ কইতে 
20} ফুট নীচে । 22. প্রথম হইতে 5 সে. পরে ; 100 ফুট | 28. 905159, 
71 отте! 24. 43 ফু./সে, (নিয়দিকে ); 36 281 25 G) d; 
Gi) 14261, Gi) 4,301. 28. gg. 35. 90বার। 
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7-6. একটি নির্দিষ্ট নততলে সৰ্বদা দ্থিভ কোন বস্তুর গতি নির্ণয় : 

মনে করি, ABCD একটি «м নততল যাহ| অন্ভূমিকতলের সহিত < কোণে 
নত এবং যাহার উচ্চতা А е tm 1, তাহা হইলে, sin «—A/L 

(a) মনে করা যাক্‌, এই নত- 
তলে т ভরের একটি বস্ত উহার 
উপর বরাবর নীচের দিকে পড়িতে 
লাগিল | 

মনে করি, £ মুহূর্তে উহা P 
অবস্থানে অবস্থিত এবং তখন নত- 
তলের শীর্ষ হইতে সর্বাধিক নতি- 
বিশিষ্ট রেখা! বরাবর উহার দুরত্ব x. নততলের সর্বাধিক নতিবিশিষ্ট রেখ! বরাবর 
নীচের দিকে বস্তুটির waq хен] Яа) সুতরাং, বস্তুটির গতি-সমীকরণ £ 


ni o mg sin «. . 0) 
d*xe ০ 
de g sin < 
ইহাকে সমাধান করিয়! পাই : 
1481৬ - * (2) 


G) à নততলের শীর্ষ হইতে чаб অবাধে পড়িতে থাকিলে, х=0 এবং 
dx =0, ধখন £=0. তাহা হইলে, C, =0 ; C,=0. 
`. 2৫465 sina, (3) 
কিন্ত sin «=. х. t? © (4) 
(i) বস্তুটিকে নততলের শীর্ষ হইতে и বেগে উহার সর্বাধিক নতিবিশিষ্ট রেখা 
বরাবর নীচের দিকে নিক্ষেপ করিলে, x=0 এবং 25৮ হখন t-0. তখন (2) 


হইতে, C, =u এবং C470. 
х=" sin «Fut 


-8и Tut. ৮৮৩ 


wfewrís অধীন নততলে গতি 165 


(b) মনে করা যাক, এই নভভলের সর্বাধিক নতিবিশিষ্ট রেখা বরাবর উপরের 
দিকে ॥ বেগে বস্তুটি а হইল। 1 মুহূর্তে বস্তুটি নতভলের পাদদেশ হইতে 
х দুরত্বে থাকিলে, উহার গতি-সমীকরণ : 

nae —mg sin « e @ 
5 а sin <. 
ইহাকে সমাধান করিয়া পাই, 
x= 4465 sin «--C't C". “. (ii) 


যদি x = 0 এবং акц হয়, যখন £-0, তাহা হইলে, C'=u ; С'= 0. 


x= — {1° sin «ut 


০85 тн 
= 28 Tut. (ш) 


7-1. উল্পন্থভাবে Сєз বৃত্তের সর্বোচ্চ স্থান হইতে অবাধে পতনশীল 
“স্তর যে কোন чл দৈর্ঘেযর পথ অতিক্রমের সদয় নির্ণর i 
মনে করা যাক, АВР একটি Waw qe যেখানে A উহার সর্বোচ্চ বিন্দু; AB 
উহার ач ব্যাস এবং AP যে কোন জ্যা, 
LBAP-0, এবং বৃত্তের ব্যাস, 
তাহা হইলে, AP=d cos 0. মনে করি, 
m ভরবিশিষ্ট একটি বস্তু A বিন্দুতে 
біча হইতে АР ҹу জ্যা বরাবর 
নীচের দিকে গতিশীল হইল। A হইতে 
P এতে পৌছিতে T সময় লাগিলে, 
s=ut+%ft° TAANIT, 
АР=1# cos 0.Т?, 
(1240: }=йсоз@); 
বা, dcoso-1£ соз 6. Т". 


ын r= 4/2. 
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সুতরাং) দেখ! যাইতেছে, 0 এর যে কোন মানের জন্য, ( 0Ё<9<90° ) যে কোন 
জ্যা দৈর্ঘ্যের পথ অতিক্রমের সময় একই 1 

Ws: maa স্থিত বৃত্তের 
উপরিস্থিত বিভিন্ন বিন্দু হইতে অবাধে 
বিভিন্ন বস্তু সর্ধবনিয় বিন্দু সংযোজক 8847 
ӘЛ বরাবর নীচের für একই সময়ে 
পড়িতে থাকিলে, ভাহারা একই সঙ্গে 
ян (яа বিন্দুতে পৌছিবে; এবং মোট সময় 
লাগিবে 429, যেখানে 4. বৃত্তটির 
ব্যাস। 


Draad 1. একটি মহণ নততলের সর্ববোচ্চ স্থান হইতে অবাধে পতনশীল একটি 
ভারী বস্তু এ তল বরাবর Фата পাদদেশে যে সময়ে পৌছায়, সেই স্থান হইতে নীচের 
io দিকে exert অবাধে পড়িতে থাকিলে, নততলের উচ্চত! তাহার অর্দেক সময়ে 
অতিক্রম করে। নততলটির নতি কত? উহার উচ্চতা 64 ফুট হইলে, "ld হইতে 
яваа বরাবর অবাধে পতনশীল বস্তুটি পাদদেশে কত সময়ে আসিবে? 

মনে করি, নততলটির абв=«; উচ্চতা. h ফুট ; দৈর্ঘ্য! ফুট । তাহা! হইলে, 
sin 4=h/l, 

ধরা যাক, £ সেকেণ্ড সময়ে বস্তুটি পাদদেশে পৌছায়। 
তাহা হইলে, l=} (g 574) &2) এবং h=} 002)". 

এখন, 1° অপনয়ন করিয়া পাই, 


125৫ sin 9x9, বা, sin = 


কিন্তু, sin <= 


সুতরাং, ॥/| অপনয়ন করিয়! পাই, sin? eL q, sin ES 
সুতরাং, নির্ণেয নতি ঃ «2305 
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এখন, «-30? ; h—64 হইলে, l= 4h sin «= 4x 64x 8125. 

তাহা হইলে, নততলের দৈর্ঘ্য =128 ফুট ! Мал 

এখন, l=} xg sin «xt? হইতে পাই, 128-1x32xJxt* | 

বা, t*-16. 2. t-4. 

заето নির্ণেয সময় 4 সেকেণ্ড। 

উদাহরণ 2. 30° নতি এবং 123 ফুট দৈরঘ্যবিশিষ্ট একটি 554 নততলে একটি 

ভারী বস্তু কত বেগে সর্বাধিক নতিবিশিষ্ট রেখা বরাবর পাদদেশ হইতে 
উপরের দিকে উৎক্ষেপ করিলে, উহার শীর্ষে আসিয়া মুহূর্তের জন্থস্থিরাবস্থায় থাকিবে? 
কত সময় পরে উহা! পুনরায় পাদদেশে fafaa আসিবে 1 


[ W. B. Н. S. 1971 ] 


মনে করি, উতক্ষেপ Corm u$ Jot. 
তাহা হইলে, 
l-ut—i g sin «Xt; 
এবং 0=и— sin «xt হইতে পাই : 
йор ar T. йк... ; 
বা, 25x16-u*. 2. u-20. 
*, fact উৎক্ষেপ বেগ 220 3.109. 1 
| উৎক্ষেপ স্থানে পুনরায় ফিরিয়া আসিতে t সেকেণ্ড সময় 
| 0-20xt—1x32x41xt' ; 
| বা, (5-20) #=0. 
! s. 14-21, (2-0 উৎক্ষেপ সময়)। 
fata সময় = 2} সেকেণ্ড। 
উদাহরণ 3. একটি бич বৃত্তের AB Saa ব্যাস এবং PG অপর একটি ব্যাস 
যাহ! АВ এর সহিত 9 কোণে নত। ата হইতে কোন বস্তু পড়িতে থাকিলে 
хв বরাবর ও দূরত্ব অতিক্রম করিতে যে সময় লাগে PO ববাবর দুরত্ব অতিক্রম 
করিতে তাহার 2 গুণ সময় লাগে। 9 এর মান বাহির কর। 
মনে করি, বৃত্তের ব্যাস = d. 
তাহ! হইলে বস্তুটি (ип! হইতে ЭВ দূরত, অর্থাৎ, d দুরত্ব অতিক্রম করিবে 


JG) 
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সুতরাং, বস্তুটি দ্থিরাবস্থা হইতে Ра দুরত্ব, অর্থাৎ, 4 দূরত্ব অতিক্রম করিবে 


5 M2 
42. / та! # 
a 
2. deli ০০০৯ (/2/22) ; 
বা, cos 0—1i- cos 60°, 
2. 04609, 
উদাহরণ 4. একটি хэ Фич তলের একটি faf বিন্দু হইতে যুগপৎ 
কতিপয় কণ| একই সঙ্গে Q তলের বিভিন্ন সরলরেখা বরাবর অবাধে পড়িতে থাকিলে, 
দেখাও যে, t সময় পরে, তাহারা 468 ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট বৃত্তের উপর থাকিবে। 
মনে করি, faf বিন্দু ০; oL এবং 
ом দুইটি রেখা ও Зач তলে অবস্থিত 
যেখানে OL ач রেখা, এবং ZLoM=0. 
মনে করি, ом বরাবর! গতিণীল কণাটি 
t সময়ে P এতে অবস্থিত। /.0PA=90° 
অঙ্কন করি 1 
তাহা হইলে, OR-OP. sec 6. 


আবার, ом বরাবর কণাটির গতির ey 
OP 12 cos 0, t*. 


"* бА=ш*, stel ০-নিরপেক্ষ | 


সুতরাং, £ সময় পরে, সকল কণা ОАР বৃত্তের উপর থাকিবে, যেখানে d বৃত্তের 
ব্যাসার্ধ lot, 


প্রশ্মাল! 9. 

1. একটি 30° নতিবিশিষ্ট মণ তলের উপর দিয়! frate হইতে পিহলাইয়া 
পড়িবার সময় 3 সেকেণ্ডেতে একটি কণা কত বেগ লাভ করিবে, এবং সেই মোট 
সময়ে কত দুরত্ব উহা! অতিক্রম করিবে? 

2. কোন এক wd নততলের AM হইতে স্থিরাবস্থায় স্থিত একটি ভারী qa 
তল বরাবর হড়ংকাইয়া পড়িবার কালে গতির তৃতীয় সেকেণ্ডেতে 40 ফুট দূরত্ব 
অতিক্রম করে। উহার নতিকোণ কত? 
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3. G). 6 হুট উচ্চ এবং 32 ফুট দীর্ঘ একটি ат! নততল বরাবর স্থিরাবন্থা 
থেকে শীর্ষ হইতে পাদদেশ পর্যন্ত হড়কাইয়! পড়িতে একটি qui কত সময় লাগিবে? 

[ W. B. Н. S, 1969 1 

(8). উচ্চতা 9 ফুট হইলে, কি হইবে? 

4. G).60° নতিবিশিষ্ট একটি wq নততল বরাবর উপর দিকে সেকেণ্ডে 
60 ফুট বেগে উৎক্ষিপ্ত একটি বস্তু সর্বাধিক কত দূরত্ব পর্য্যন্ত যাইবে এবং ইহাতে কত 
সময় লাগিবে? j 

(i). নতি 30° হইলে, কি হইবে? 

5. স্থিরাবন্থ। হইতে একটি মহ নততলের 94 হইতে wfs পর্যন্ত হড়.কাইয়া 
পড়িতে একটি কণার যে সময় লাগে, উল্লম্বভাবে @ নততলের উচ্চতার দ্বিগুণ পরিমাণ 
দূরত্ব অতিক্রম করিতে সেই একই সময় লাগে। নততলটির নতিকোণ বাহির কর। 

6. একটি хч নততলের উচ্চতা ও দৈর্ঘ্যের অনুপাত 3:5. উহার পাদদেশ 
হইতে তল বরাবর সেকেণ্ডে 60 ফুট বেগে একটি qu উৎক্ষিপ্ত হইলে যদি উহা 94 
“ч উঠিয়া পুনরায় উৎক্ষেপ বিন্দুতে ফিরিয়া আসে, তবে Ә যাওয়া আদায় কত 
সময় লাগিল? নততলের দৈর্ঘই বা কত? 

Ч, একটি মন্থণ নততলের শীর্ষ হইতে পাদদেপ পর্য্যন্ত স্থিরাবন্থা হইতে হড়.কাইয়া 
পড়িতে কোন একটি বস্তুর যে সময় লাগে এবং শীর্ষ হইতে উল্লঘ্বভাবে ভূমিতে পড়িতে 
যে সময় লাগে তাহাদের অনুপাত ,/2: 1 হইলে, তলটির নতিকোণ বাহির কর। 

8. প্রমাণ কর যে, একটি хуч নততল বরাবর কোন বস্তু (ПН থেকে 94 
হইতে পাদদেশে হড়.কাইয়া আলিতে সর্বাপেক্ষা! কম সময়ে সম্ভব হইবে, যখন উহার 
নতি 45° হইবে; ( দেওয়| আছে £ নততলের ভূমির দৈর্ঘ্য fafa ) | 

9. কোন এক 474 নততলের পাদদেশ হইতে সর্বাধিক নতিবিশিষ্ট রেখা! বরাবর 
একটি qu এমন বেগে উৎক্ষিপ্ত হইল যে, উহ! ঠিক শীর্ষ পর্য্যন্ত পৌছিতে পারে । সেই 
একই сб অপর একটি বস্তু শীর্ষ হইতে তল বরাবর স্থিতাবন্থা থেকে পিছলাইয়া 
পড়িতে থাকিল। যখন তাহার! মিলিত হইবে, তখন তাহাদের অতিক্রান্ত দূরত্বের 
"wants বাহির কর। 

10. 20 এতে 1 নতিবিশিঞ্ একটি 474 455044 94044 হইতে স্থির্নাবন্থা 
থেকে একটি ইঞ্জিন 2 ফু./সে.* স্বরণে তল বরাবর উপরে উঠিতে থাকে। কিছুক্ষণ 
পয়ে উহার বাষ্প বন্ধ করিয়া! caen wfgs বেগে 88 নততলের 8636 পর্যন্ত 
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2005 পারে। «З তলের 04043 মাইল হয়, তবে পাদদেশ হইতে তল 
বরাবর কতদুরে বাষ্প বন্ধ কর! হইয়াছিল? [ W. B. H. S. 1964 ] 

ii একটি Үл নততলের দৈর্ঘ্য 96 গজ এবং উচ্চতা 64 ফুট । উহার দৈর্ঘ্য 
কিরূপ তিন অংশে বিভক্ত করিলে স্থিরাবস্থা থেকে শীর্ষ হইতে তল বরাবর পতনশীল 
একটি বস্তু Q তিন অংশ সমান সমান সময়ে অতিক্রম করিবে? 

12. ABC ত্রিভুজের БС বাহু উল্নঙ্বভাবে অবস্থিত | BA এবং AG বাছ বরাবর 
পিছলাইয়া৷ পড়িতে কোন একটি чач একই সময় লাগিলে, প্রমাণ কর যে, ABC 
ত্রিভুজটি হয় সমকোণী, নয়ত সমদ্িবাহু। 

19. একটি ww Фич তলে কোন একটি বৃত্তের সর্বোচ্চ বিন্ু হইতে উহার 
একটি জ্যা (ব্যাস নহে) বরাবর একটি বণ! স্থিরাবস্থা হইতে পড়িতে থাকিলে, à 
8) এর অপর প্রান্তে 40042 সে. মি./সে. বেগ লাভ করে। বৃত্তটির ব্যাস 490 সে.মি, 
হইলে এ ал Ups রেখার সহিত কত কোণে নত থাকিবে? [27980 সে. মি./সে.*.] 

14 একটি মহুণ Фич তলেস্থিত কোন বৃত্তের Paw ব্যাস ABI xf স্থিরাবন্থ! 
থেকে A হইতে AP জ্যা! বরাবর পিছলাইয়! পড়িবার কালে ₹-এতে অঞ্জিত বেগ АБ 
বরাবর পতনজনিত Б-05 অর্জিত বেগের অর্ধেক হয়, তবে AB-aq সহিত АР যে 
কোণে নত, তাহা fas wq | [ W. B. Н. 5, 1963 | 

16. কোন এক nç বৃত্তের АВ একটি জমুভূমিক ব্যাস। দেখাও যে, যে কোন 
АС “л বরাবর হড়কা ইয়া! পড়িতে একটি কণার যে সময় লাগিবে, তাহা চিত wi 
বরাবর হড়কাইয়! পড়িবার সময়ের ব্যস্তাম্পাতিক হইবে। 

16. কোন এক Vm" বৃত্তের AB একটি Зич ব্যাস। একই সঙ্গে যুগপৎ দুইটি 
কণা দ্থিতাৰন্থ| থেকে A এবং P হইতে যথাক্রমে AP EJ ও PB জ্যা বরাবর পড়িতে 
থাকিলে, দেখাও যে, তাহাদের মধ্যে ক্ষুদ্রতম দূরত্ব হইবে P হইতে AB এর লক্ষ 
দূরত্বের সমান। 


ANSWERS (em 9) 
1 48 ফু/সে.; 72 ফুট | 2, 30. 8. G) $J6 সে.। (8) 28 c. t 
4 G) 22,73 98; 1/3011 (1) 112539; 375011 5, 45. 
6. 625 সে.) 9375 81 7. 49, 9 3:1. 10, 2 মাইল। 11. 


Ru হইতে প্রথম অংশ 22 ফুট ; fioa 96 zb; তৃতীর 16035, 18, 45. 
14. 60, 
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ест গতি 
( Motion of a Projectile ) 


841. উপস্থাপন £ 

উল্নহভাবে উপরের দিকে ন! ছু'ড়িয়া উল্লঙ্বরেখার সহিত কোন কোণে একটি 
প্রস্তরথণ্ড নির্দিষ্ট বেগে ছু'ড়িলে, দেখ! যাইবে যে উহ! বক্রপথে চলিয়া কোন সর্বোচ্চ 
বিন্দুতে পৌছিবার পর বক্রপথেই vob Ге আসে । এই অধ্যায়ে আমর! এইরূপ 
গতির আলোচনা করিব | এখানে ধরিয়া লওয়! হইবে যে, বস্তুটির উপর অভিকর্ষজ 
ত্বরণ fex অপর কোন ত্বরণ ক্রিয়াশীল নাই। তাহা ছাড়া, বস্তুটির উপর বায়ুর বাধা 
বা অপর যে কোন বাধা উপেক্ষা কর! হইবে, অর্থাৎ, এখানে নিবাভ শুন্যে (in 
absolute vacuo ) উল্লম্বরেখার সহিত faf? কোণে নির্দিষ্ট বেগে бейте, বা, 
fafaa বস্তুর গতি আলোচিত হইবে। 

শূন্যে যে কোন দিকে উৎক্ষিপ্ত, বা, নিক্ষিপ্ত বস্তুকে প্রাদ ( projectile ) বলে t 

যে বিন্দু হইতে একটি qu ক্ষেপন করা হয়, তাহাকে উহার ক্ষেপণ বিন্দু (point 
of projection) বলে। যে বেগে প্রাসটি ক্ষেপণ করা হয়, তাহাকে ক্ষেপণ বেগ 
( velocity of projection) বল! হয়। ক্সম্ুতূমিক তলের সহিত ক্ষেপণ বেগ যে 
কোণ করে, তাহাকে ক্ষেপণ কোণ (angle of projection) বলে। প্রা 
যে পথে পরিক্রমণ করে, অর্থাৎ, প্রাসের গতিপথকে প্রাস-পথ, বা, ক্ষেপণ-পথ 
(trajectory) বলে। ক্ষেপণ-বিনুগামী অনুভূমিক তল হইতে যে উচ্চতা! 
পর্যন্ত প্রাসটি উঠিতে পারে, তাহাকে উহার সর্বাধিক উচ্চতা (greatest 
height) বলা হয়। ক্ষেপণ-বিন্দুগামী жэр তলের যে বিন্দুতে বস্তুটি পতিত 
হইবে, ক্ষেপণ বিন্দু হইতে তাহার দুরত্বকে ক্ষেপণ সীমা, বা, পাল্পা ( Hori- 
zontal Range) বলা হয়। ক্ষেপণশবিন্দু হইতে stal 8158 করিয়া! ক্ষেপণ 
বিন্দুগামী অঙ্গতুমিকতলে পুনরায় ফিরিয়া আসিতে একটি প্রাসের সে সময় লাগে, 
তাহাকে উহার bfas কাল, বা, উডডয়ন কাল (time cf flight) 
বলা 8 
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8-2. নিবাত «cu 458 গ্রাসের গতি আলোচনা : 
মনে করি, 0 বিন্দু হইতে u বেগে অনুভূমিক দিকের সহিত < (৮90) কোণে 
«fier m ভরের একটি че উৎক্ষিপ্তহইল। মনে করি, t সময় পরে প্রাসের 


© N D B X 


qua P. এখন O বিন্দুগামী অনুভূমিক fq বরাবর OX কে Хоер এবং 


ELI 86 দিকে OY কে Ү-чт ধরা যাক, যেখানে P এবং এ wem একই 
“ит অবস্থিত । এইরূপ ক্ষেত্রে, тай উপর উল্লঙ্ছভাবে fafs অভিকর্ষজ 
moe ee d 


294 X d ау . xd 
+ 420: এবং, йл ё. a) 
এই উভয় স্ীকরণকে সব্বাকলন করিয়া! পাই : 


শী L: A T 
di А; ; এবং, + As gt. 


qus, t=0 এতে, diu cos « «qt Beu sin 4, 


'A.. А, =исоѕ <; এবং, A. =u sin <. 


=u COS < ; ... ... (2) 
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এখন, t এর সাপেক্ষে ০) এবং (3) কে সমাকলন করিয়া পাই, 
x= (u cos <) {+B 3 
y= (u sin «)Ф—4 gt" Bs. 
যেহেতু, (1-0 এতে, х=0 এবং у=0, 


‘. B,=0; B,-0. 
', x-(u cos ৭)% ; ... ... (4) : 
y=(u віп 4)t-3 gt. > . (5) 


(4) এবং (5) হইতে t অপনয়ন করিয়া পাই : 


»—(u si Ac 2 ү KEAS 
(u sin «) x — — > ax( 3) ; 


বা, у= (бап 4)«- (£ шри, 5 44 (6) 


xig ymax-Fbx* আকারের। weit প্রাসের পথ একটি অধিবৃত্ত। 
দ্রষ্টব্য : (2) হইতে দেখা যায়, প্রাসের যে কোন অবস্থানে, অঙ্ভূমিক দিক্‌ 
বরাবর উহার বেগের উপাংশ PIF এবং তাহা и cos <; কিন্তু, Зич দিক্‌ বরাবর 
উহার উপাংশ প্রাসের অবস্থানের উপর নির্ভরশীল 1 
৫ = == 
মনে করি, এ যখন t=T.. 
তাহ হইলে, (3) হইতে পাই : 
0-usin 4- gT; ; 
4, Т,= 
তাহা হইলে, ক্ষেপণ বিন্দুগামী чират তল হইতে সর্বাধিক উচ্চতায় 
СА বিন্দুতে) পৌছিতে প্রানের T, সময় লাগে; এবং, সর্বাধিক উচ্চতা H 


( =БА; D, 08 ক্ষেপণ সীমার মধ্যবিন্দু ) হইলে, (5) হইতে, 
Н= (и sin 4) T1 - 4 Т," 


tud usin « и sin «ү! 
(u sin < )x = мх( E у. 


и ча « Ux Ф 


H=" tin < 


26 ... Im (৮) 
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(5) এতে y=0 বসাইয় পাই : 
О=(и sin <) t—1 gt? 


অর্থাৎ, t=0, এবং, t= 2u E ы 
এখন, t-0 এতে প্রাসের অবস্থান O (0, 0) এতে ; 


= 2 u sin < 
g 


এবং, & তে প্রাসের অবস্থান B এতে । সুতরাং, শ্রাসের উত্থিত 


কাল T হইলে, 
т-2ч 86. 
8 
এবং ক্ষেপণ সীমা R হইলে, Re08-(ucos«) x T, 
অর্থাৎ 


“ (ii) 


R=" ча 233 ... *..... (iv) 


বিশেষ দ্রষ্টব্য : 
(6) হইতে পাই, 


2 
ysxtn«- LE hs 


u? sin 24 


=x tan “*{1- z} 


=x өа«х(1-2 


y=tan < x[ xn»). 


cap. uS 


মন্তব্য : 
(6) হইতে পাই, 
Ga ЕУ 
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এই অধিবৃতের নাভিলন্দবের দৈর্ঘ্য = 2 маны, শীর্ষের স্থানাঙ্ক 


=A( sin 2s, u? sin! s); 


এখন, AG= AS হইলে, (С, বধিত DA এর উপরিস্থ ), 
CD=AC+AD=AS+H 


g > 
*,. নিয়ামক LM এর সমীকরণ 2 y 
আবার, SD- AD—AS-H-AS 
и? sin? < u*'cos!« _ и? соз 24, 
2g 26 28 
. নাভির স্থানাক্ক-9(৮ 5৮2৫ -5-220) 


p 
এখন, 29-08260, বা =0, বা <0 


হইলে, অর্থাৎ «2204, বা «=л/4, I «<л/4 হইলে, ক্ষেপণ .বিন্দুগামী 
чубе তলের উপরদিকে, অথবা 595048 তলে, অধব! 598048 তলের নীচে 
নাভি থাকিবে। 


me u? 
মন্তব্যঃ 08-22 
বিশেষ দ্রব্য £ 
সর্বাধিক উচ্চতা Н, সমগ্র উথিতকাল T এবং ক্ষেপণসীম1 R 
নির্ণয়ে বিকল্প-পদ্ধতি : 
O বিন্দু হইতে u বেগে « ক্ষেপণ-কোণে একটি বস্তু নিক্ষিপ্ত হইল। চিত্রে, 


AD=H,OB=R এবং О হইতে ОАВ বরাবর B তে পৌছিতে qaia T সময় 
লাগে। 
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অন্ভূমিক দিকু বরাবর ক্ষেপণ-বেগের উপাংশ 4.০০5 4; এবং Saw দিক্‌ বরাবর 
V fice ইহার প্রাথমিক উপাংশ usin < বস্তটির উপর Caretta নীচের দিকে. 
অভিকর্ষজ ত্বরণ g সর্বদা! ক্রিয়া- 
শীল) কিন্তু чире দিক্‌ 
বরাবর বস্তটির উপর কোন 
বল না থাকায় Q দিকে বস্তুটির 
বেগের কোন পরিবর্তন হইবে 
না। তাহা হইলে, 


< 


: О нов р R B(T) X 


0=(и sin 4)* — 2H ; 0= (и sin «)T — 121? ; 
R= OB = (и соза) T. 


монеа a uu 7) 


"PEE TAM &) 


тас (c) 
594): () নির্দিষ্ট u এর জন্ত R এর।ষান সর্বাধিক হইবে, যখন sin 2«-1; 
অর্থাৎ, «45^; এবং তখন, R= 


(i) মনে করা ww, একটি qars ক্ষেপপ-বেগ u দ্বারা অনুভূমিক দিকে R 
দূরত্বে পাঠাইতে হইবে । তাহা হইলে, i 


и? sin 2 
К, (যেখানে) R এবং u etra) i 


! Re: 
sin 24= 8 =sin 20, (ধরি) যেখানে, В, 
24-20, বা, 24= 160* — 20 ; অর্থাৎ, <= 0, অথবা, <= 90?— p. 
হতরাং, প্রদত্ত ক্ষেপণ-বেগ ও প্রত ক্ষেপণ সীমার gw প্রাসের দুইটি সম্ভাব্য 
ক্ষেপণ কোণ থাকিবে। few, Б>." হইলে, কোন mewta стем কোণ 
থাকিবে না, অর্থাৎ u< MEX T RE ILICE 
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8-3. নির্দিষ্ট সময়ে অথব। উচ্চতায় প্রাসের বেগ নির্ণয় š 
মনে করি, একটি কণাকে и বেগে ক্ষেপণ-কোণ < এতে উৎক্ষপ করা হইল। 
কণাটির উপর উল্লম্বভাবে নীচের দিকে aferta ত্বরণ g সর্বদা ক্রিয়াশীল থাকিবে ; 
কিন্তু ауе দিক্‌ বরাবর উহার উপর কোন বহিরাগত বল না থাকায়, এ দিকে 
কোনও ত্বরণ থাকিবে না; অর্থাৎ, 4 দিকে উহার বেগের কোনও পরিবর্তন 
হইবে ali 


(a). ধরা যাক্‌, নির্দিষ্ট t সময় পরে, কথাটির বেগ v এবং Re] অঙ্গভূমিকতলের 
সহিত 9 কোণে উপর দিকে সক্রিয়। তাহা হইলে, 


ycosÓ-ucos«; ы. (1) 
»sinü—usin«—gt, — eee (2) 
(1) এবং (2) হইতে 918: 
y? —(u cos «)? +(u sin « — gt)* 
—-u*-2ugtsin«-Rg't* 5 eee | (3) 
৮৮7৮১: (9 


u, < এবং $ এর প্রদত্ত মানের 89 (3) এবং (4) হইতে, v এবং ৪ নির্ণয় 
করা যাইবে। 
(b). মনে করা xt, নির্দিষ্ট উচ্চতা h এতে কণাটির বেগ v এবং ইহা 51554 
তলের সহিত 9 কোণে ক্রিয়াশীল । তাহা! হইলে, 
y cos д = u COS < ; Тее (9 
(v sin 0)° = (u sin «)* —2gh. Mine " 
() এবং (i) হইতে পাই, 
»* =(u cos 4)% +(u sin «)* dd 
-u*—2gh ; 8) 


V u" sin’ *«—2gh . . 
এবং, tan 0= +—— ES UN жоба 7307" (iv) 


% « এবং ॥ প্রদত্ত হইলে, (i) এবং (v) হইতে » এবং 9 নির্ণর করা 
যাইবে 1 
অস্তব্য £ (а) এবং (৮) উভয় ক্ষেত্রে tano এর মান ধনাত্মক হইলে, কণা 
উপরের দিকে উঠিতে থাকিবে? কিন্ত, tano এর মান qataw হইলে, কণাটি 
সর্বাধিক উচ্চতা পার হইবার পর নীচের দিকে নামিতে থাকিবে i 
গতিবিগ্া--12 
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84. ভু-পৃষ্ঠ থেকে নিদ্দিষ্ট উচ্চতা হইতে অনুভূমিক দিক্‌ বরাবর 


ча বস্তুর গতি নির্ণয় š 


তাহা হইলে, 
xz=NP=uwt; 
y-0N -1gt*. 


(1) এবং (2: হইতে t অপনয়ন করিয়া পাই, 


з 


যাহ! একটি অধিবৃত্তের সমীকরণ। 


মনে করি, ভূ-পৃষ্ঠ থেকে 
নির্দিষ্ট উচ্চতার O বিন্দু হইতে 
একটি বস্তুকে অনুভূমিক দিকে 
и বেগে ক্ষেপণ করা হইল। 
О কে মূলবিন্দু, u বেগের দিক্‌ 
বরাবর £-অক্ষ এবং উল্লঙ্কভীবে 
নীচের দিকে у- ধর! 191 

মনে করি, t সময় পরে 
বস্তুটি P(%, у) এতে অবস্থিত । 


n (1) 
toy (2) 


quen (3) 


wet, প্রাসটির গতিপথ একটি অধিবত্ত, এবং ইহার নাভিলগ্ছের দৈর্ঘ্য 2u° g. 
এই অধিবৃত্তের অক্ষ উল্লহ্ুভাবেনীচের দিকে অবস্থিত ; (এখানে, বক্রপথের অক্ষটি OY. 


8.5. অভতলের পাদদেশ Y 


হইতে উৎক্ষিপ্ত বস্তুর নততল 
বরাবর ক্ষেপণ-সীম! নির্ণয়। 

মনে করি, OL একটি নত- 
তল, যাহার নতি-0. উহার 
পাদদেশ 0 হইতে একটি বস্তু u 
বেগে « ক্ষেপণ কোণে উৎক্ষেপ 
করা হইল। 


মনে করি, £ সময় পরে বস্তুটি OL নততলের Р এতে পৌঁছায় ; 595049 তলের 
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উপর PN ач, যেখানে O বিন্দুগামী অহ্ুহৃমিকতণে N অবস্থিত। ধরা 41%, 
Ом=а; NP-b; OP-r. তাহা হইলে, 


a=(u cos «)t ; . (1) 
b=(usin «)t — 3gt* ; " (2) 
tan B —b/a. © (3) 
tan p = sin <— 4/2. 

ч COS < 


Ч, 38t=u sin <—w cos «tan В 
=u sec f.sin (« — Б), 


ji (= ec p sin (<— 0). se (d) 
এখন, (1) এবং (4) হইতে পাই, 
a Pec р COS < sin (< — p) 515) 
т=а sec B= sect cos < sin (< — В) 
= sectasin(2e— p) sin 9... (6) 


বিকল্প পদ্ধতি ঃ 


y= tan in m হুত্র-সাহাযো, 


(r sin В) = (ғ cos В) tan < had t cos $)? 


з 
বা, тавсир (cos В tan « —sin f)cos?*« 


- 24৯০ cos < sin (< — ñ) 


ц? зм: m 
эр sec? f[sin(2« — В) — sin P} ; 
এবং r cos f =(u cos «).t; 


বা, (нс В sin(« — p). 


180 15591 


মন্তব্য £ 
॥ এবং 9 এর নিদ্দিষ্ট মানের 88 r এর মান বৃহত্তম হইবে, যখন sin (24— D) - 1, 
অর্থাৎ, 24-8=90°, বা, <=п/4+8/2 ; এবং তখন т এর বৃহত্তম মান 
и? 
8(1--5Шш f) 
০248০ 9 sin (7-8 
এইক্ষেৱে, t এর чоят মান: ৪৫৫ 8 sin (т 3 


Ru IVA, 
g(cos 07910 48) 


8-6. দৃষ্টান্তমূলক উদ্ধাহরণ : 
উদ্দীহরণ 1. একটি чєй অমুভূমিকতলের সহিত 60° কোণে উপরদিকে 
সেকেণ্ডে 32 গজ বেগে উৎক্ষি্ হইল। ইহার (0) 1 ক্ষেপণ-লীমা, (8) উড্ডয়ন 
কাল এবং Gü) সর্বাধিক উচ্চতা! নির্ণয় কর। 
এখানে, ক্ষেপণ-বেগ £ u=96 ফুট/সেকেণ্ড ; 
এবং, ক্ষেপণ কোণ ২ <=60°, 
©. (5) ক্ষেপণ-সীমা £ ве 24 
= 9696,2 120° ছুট 
= 48 43 991 
Gi উড্ডয়ন-কাল ঃ ৮2535 
_ 2x96 x sin 60? 
TED REM Ne 


и? з AE 
১ B(1—sin B)= 


-343 সেকেণ্ড। 


(ü) সর্বাধিক উচ্চতা! ঃ не ile 
_ 96 x 96 x sin* 60° 
নর 
2:36 গজ | 
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উদাহরণ 2. নির্দিষ্ট বেগে নির্দিষ্ট ক্ষেপণ-কোণে একটি we] উৎক্ষিধ হওয়ায় 
ইহা ক্ষেপণ-বিন্দু হইতে 64 গজ দুরে ও তলে 4 সেকেণ্ডে ফিরির! আসে। ক্ষেপণ- 
বেগ ও ক্ষেপণ-কোণ নির্ণয় কর। [ g=32 ফু./সে.* 11 
মনে করি, কণাটির ক্ষেপণ-বেগ=॥ ফু./সে. এবং ক্ষেপণ-কোণ =<. এখানে. 
ক্ষেপণ-সীমা £ R=64x3 ফুট ; 
উড্ডয়ন-কাল £ Т=4 সেবেণ্ড। 


гу ц? sin 2« бах3, tu 
8 , 
এবং шаг «ua, 0) 
(2) হইতে, u sin «—64. ৮19 
(1) এবং (3) হইতে, 
и cos < = 48, * (4) 


(3) এবং (4) হইতে, 
u? = (64)? -- (48)? 


— 16? x (4? 4-3*) 
=16* x 52. 
`. u=16x5=80; e (5) 
এবং, tan <= 4/3. « (6) 


*, facfa ক্ষেপণ-বেগ ₹80 ফুট/সেকেওড ; 
এবং, (3048 ক্ষেপণ-কোণ = tang. 


Фара 3. vb হইতে л] 490 মিটার উচ্চতায় erf দিক বরাবর 
'সেকেণ্ডে 98 মিটার বেগে Sosaia কেন এক বিমান হইতে একটি বোম! ফেলিয়া 
দেওয়া হইল। কত সময় পরে এবং অস্থভূমিক তল বরাবর কতদুরে বোমাটি ভূপৃষ্ঠে 
পড়িবে? তখন উহার বেগ কি হইবে? [85980 সে. মি./সে.* ]। 

চিত্রে, AB ভূগৃষ্ঠ ; ОА = 490 মি. | 
মনে করি, t সেকেণ্ড পরে বোমাটি ভৃপৃষ্ঠের B তে পড়িল | তাহা হইলে, 
490 х 100 —3 x 980 x t? ; 
*yl, (02-10), ~. t-10. 
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9110, 10 সেকেণ্ড পরে বোমাটি ভূপৃষ্ঠে পড়িবে । তখন, AB=uxt= 


98x10 মি. = 980 fs; 
অর্থাৎ, অমুভূমিক তল বরাবর 


[9] 98 m/sec. X 


পড়িবে। 
মনে করি, ভূপৃষ্ঠে পড়িবার 
কালে উহার বেগ অস্থভূমিকের 
সহিত 0 কোণে ডমি./সে.। 
তাহা হইলে, 
Жї V cos 0=98; এবং» 
Vsin 0=9'80х 10 —98. 
2. V?-98?.--98? 
-981х2, 
বা, V—9842 ' এবং tan 8—1, বা, 9= 45", 


সুতরাং, বোমাটি অন্গভূমিকের সহিত 45° কোপে সেকেণ্ডে 98 J2 মি. বেগে 


sr পড়িবে 


Baread 4, একটি কণা 48 ফু./সে. বেগে 60° উন্নতি কোণে উৎক্ষিপ্ত হইল। 
24 ফুট উচ্চতায় উহার বেগ কত হইবে? কত সময় পরে কণাটি Q উচ্চতায় 
পৌছিবে? 

এখানে, ক্ষেপণ-বেগ £ 

u=48 ফু./সে. ; 

ক্ষেপণ-কোণ £ 60? ; 

h=24 ফুট | 
সর্বাধিক উচ্চতা: H= sin? a D ы 


48х48 xsin” 60. _ 
2х32 19-27 W 


We, কণাটি 24 ফুট উচ্চতায় যাইতে পারে। মনে কর! যাক, 24 ফুট উচ্চতায় 
কণাটির বেগ v ফুট/সে. এবং তখন ইহা অনুভূমিকের সহিত হুন্মকোণ 6-তে ক্রিয়াশীল | 


বোমাটি 4948 980 মি. দুরত্তে 


-) "> Р” পিসির বির কা, রমা 
wr. C 


w বার 


. প্রাসের গতি 
তাহা হইলে, 
v cos 0 и cos <=48x cos 60 —24 
(v sin 9)৯ = (u sin «)* —2gh 
= (48 x sin 60°)” —2x 32x 24 
-192 
"n у!г-24х24--192-:16х16х3, 
বা, ৮16 J3. 


বা, tano- + ад (30°) ; 


বা, 0=+30. | - .. 
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0) 


(2) 


(3) 


(4) 


এই 24 xb উচ্চতায় প্রথমবার উপরে উঠিবার সময় এবং দ্বিতীয়বার নীচের দিকে 
নামিবার সময় কণাটির বেগ সেকেণ্ডে 16/3 ফুট হইবে এবং তাহা зээгээ 


সহিত 30? কোণে ক্রিয়াশীল হুইবে | 


মনে করা যাক, t সেকেণ্ড সময়েতে কণাটি 24 ফুট উচ্চতায় থাকে | তাহা হইলে, 


s ut -- At? সুত্ৰ-সাহায্যে, 
24=(и sin 4) t—3 gt* ; 
বা, 24=(48 xsin 60°) t-1x32x1? ; 
বা, 2:*—-343t4-3-0. 


. 65341334272. 3 435 J3 
pA VET oC SALA REL 


বা, = P 


সুতরাং, 24 ফুট উচ্চন্ায় কণাটি উপরে উঠিবার কালে | ২3 সেকেণ্ড সময়ে 


এবং নীচে নামিবার কালে ২3 সেকেণ্ড সময়েতে পৌছিবে। 


184 х ил , 

উদ্দাহরণ 5. 64 গজ উচ্চ একটি স্তম্ভের শীর্ষ হইতে «эз অগভূমিকের 
সহিত 30 কোণে সেকেণ্ডে 32 ফুট বেগে ক্ষেপণ করা! হইল। কখন এবং স্তম্ভের 
পাদদেশ হইতে কতদূরে অশ্নভূমিকতলে ইহা! পড়িবে? 
একি এখানে, CM বেগঃ u-32 
«x o 
» ফু/সে.; ОРМ কোণ: «=30 
মনে করি, £ সেকেণ্ডে বস্তুটি অনুভূমিক 
তলে SUE "ПИЧ হইতে AB দূরত্বে 
B তে পৌছায়। 

(a) বস্তুটি অন্ুভূমিকের সহিত 30° 
কোণে eq দিকে উৎক্ষিপ্ত হইলে, 

192=(—32 sin 30°)t+3 4°; 

বা, 1:7-1-12-0, 

বা, (t—4)t-3)-0. 


5 
যেহেতু, সময় খণাত্মক হইতে পারে না, 
S. t=4. 
মৃতরাং, বস্তুটি 4 সেকেণ্ডে অমুভূমিক 
তলে আসিবে। তখন, স্তম্ভের পাদদেশ 
হইতে читы ইহার Gx-AB 
—(32 cos 30°)х 4 ফুট -৮64%3 ফুট। 
(b) বস্তুটি অঙ্ুভূমিকের সহিত 30০ 
কোণে নীচের দিকে নিক্ষিপ্ত হইলে, 
` 192=(32 sin 309)4-46: ; ' 
বা, t*--t—12-20; 
বা, @—3)@+4)=0, 


77777 22 
64v3 ft 
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যেহেতু, t এর মান খণাত্মক হইতে পারে না, 2. নির্ণেয় সময়=3 pes 

তখন, স্তম্ভের পাদদেশ হইতে অমুভূমিক তলে ইহার দুরত্ব 
—AB- (32 cos 30) x3 ফুট স 49 J3 ফুট | 

উদ্ধাহরণ 6. একটি রাইফেল বুলেটের সর্বাধিক "1 120098! যদি লক্ষ্য 
বস্তুর দ্বিকে ঘণ্টায় 15 মাইল বেগে গতিশীল একটি ট্রাক হইতে একই উন্নতি কোপে 
রাইফেল হইতে 407518 ছোড়া! হয়ঃ তবে দেখাও যে, বুলেটের পাল্লা 110 গজ বৃদ্ধি 
পাইবে। 

মনে করি, বুলেটের উৎক্ষেপ বেগ & ফুট/সেকেণ্ড এবং ইহার উৎক্ষেপ কোণ <. 
তাহা হইলে, ক্ষেপণ-সীমা : Resin 2«. 


ewe শর্তানুসারে, R এর সর্বাধিক মান 1200 х 3 ফুট | 
2. 1200х3="°; 
А 


বা, 4° = 1200х3х32 ; বা, u-240 J2; 

এবং তখন віп 2«=1, অর্থাৎ, «= 45°, 

এখন, ঘণ্টায় 15 মাইল=22 ফুট/সেকেণ্ড। 

чуут 22 ফু./সে. বেগে গতিশীল ট্রাক হইতে উহার গতির দিকে 45° 
উন্নতি কোণে সেকেণ্ডে 2404/2 ফুট বেগে বুলেট উৎক্ষিপ্ত হইলে, Wq ভাবে 
брас ইহার বেগের উপাংশ-্সেকেণ্ডে 240 /2 sin 45° ফুট= সেকেণ্ডে 
240 ফুট; এবং অন্ভূমিক দিক বরাবর ইহার বেগের উপাংশ = সেকেণ্ডে 
(240 „/2 cos 45°+22) ফুট = ষেকেণ্ডে 262 ফুট 1 

এইরূপক্ষেত্রে, বুলেটের উড্ডয়নকাল T সেকেণ্ড হইলে, 


0--240ХТ-4х32хТ" 2 ТОС OF £ SN 
7 iion. Ж» ч 
বা, т=2%90.15, 2 NI «СА 
অর্থাৎ, $ъцят1а=15 সেকেণ্ড । E Ed 
এইরূপ ক্ষেত্রে, বুলেটের পাল্প! R” হইলে, v s 
R’=262X15 ফুট=1310 4981 1 O S Ж 
ИМ বুলেটের পাল্লার বৃদ্ধির পরিমাণ bw 


= (1310-1200) ##=110 গজ। ১7 
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উদাহরণ 7. গতিপথের P তে আসিতে একটি প্রাসের £ সময় এবং P হইতে 
উৎক্ষেপ-বিনুগামী অন্ভূমিকতলে আসিতে t সময় লাগিলে, দেখাও যে, অনুভূমিক 


তল হইতে Р এর উচ্চতা 100. [ C. U. P. 1973 ] 
মনে করি, উৎক্ষেণ-বেগ-% এবং উৎক্ষেপ-কোণ= 4. তাহা হইলে, 
tero irre 2451 <, 


3. h=(usin «jt 1gt?, 
—44t--t^t 12 
=}. 


উদ্দাহরণ 8. একটি বস্তু দুইটি বিভিন্ন ক্ষেপণ-কোণে একই বেগে Зее 
হইলে, উভয়ক্ষেত্রে একই অনুভূমিক ক্ষেপণ-সীমা Romi যদি দুইটি সম্ভাব্য পথে 
সর্বাধিক উচ্চতা Н, এবং H, এবং উিতকাঁল যথাক্রমে T, এবং T, হয়। ভবে 
দেখাও যে, R=4 VH, Ha =}gT,T,. 

মনে করি, একটি বস্তুর উৎক্ষেপ বেগ=% এবং ক্ষেপণ কোণ=4. তাহা হইলে, 

R=% x 2« ; বা, sin2 EH (и> ARg.). бе. (1) 
যেহেতু, u এবং R প্রদত্ত, TST (1) হইতে < জানা যাইবে। 
তাহা হইলে, dirmi и এবং R এর uy ক্ষেগণ-কোপ < এবং 90°— ছইবে। 


= u° зіп? Ч" 5іп (90°) 
Hı n aut 3 Hs ০7 SE Y 


т,=2 2m jT, a 


421 s 
n ви 24 sin x со" «lg Hi Hs. 


R-AVH,H,. 
^n 
ч, T, T, = 4 sin < cos < ссе 4.28, 
8 8 
К=4 JH,H, 9igT. Ts. 


— 
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উদ্বাহুয়ণ 9. বিভিন্ন কণাকে একই ক্ষেপণ-বিন্দু হইতে সমান সমান বেগে" 
একই Waw সমতলে ক্ষেপণ করিলে, দেখাও যে, তাহাদের গতিপথের নাভিগুলি' 
একটি বৃত্তের উপর থাকিবে І 

এইরূপ ক্ষেত্রে, কণাগুলিকে বিভিন্ন аз সমতলে Бонгын! atfeefe- 
কোথায় থাকিবে? 

মনে করি, একটি কণার ক্ষেপণ-বেগ-& এবং ক্ষেপণ-কোণ=«. ক্ষেপণ বিন্দু 
О কে মূলবিন্দু; “өө দিকে xm ও Cafas উলম্বভাবে y-w ধর! 
যাক্‌ ; যেখানে, чт ও কণাটির গতিপথ একই উল্লম্বতলে অবস্থিত । কণাটির" 
গতিপথ একটি অধিবৃত্ত হইবে এবং ইহার নাভির স্থানাঙ্ক (h, b) হইলে, 


9. 2-4 
PER 3524 এবং k= -* sos (29 
ইহাদের মধ্য হইতে < কে অপনয়ন করিয়া পাই, 


мни E, যাহ! < নিরপেক্ষ | 


সুতরাং, নাঁতিগুলি ped =a’ বৃত্তের উপর থাকিবে, যেখানে, am. 
কণাগুলিকে একই বিন্দু হইতে সমান বেগে বিভিন্ন Фачэрт ক্ষেপণ করিলে; 
তাহাদের গতিপথের নাভিগুলি একটি নির্দিষ্ট গোলকের উপর থাকিবে, 


যাহার কেন্দ্র ক্ষেপণ বিন্দু O, এবং эт হইবে, যেখানে, G কোন কণার: 


ক্ষেপণ বেগ и. 
Baread 10. উন্নতি কোণ < তে একটি বল এইরূপ বেগে উৎক্ষিপ্ত হইল যে, 


Se 2৫ ব্যবধানে অবস্থিত a উচ্চতা বিশিষ্ট দুইটি স্তম্ভের ঠিক মাথার:উপর দিম 
চলিয়া গেল। দেখাও যে, বলটির этү ক্ষেপণ-সীমা 24 cotz 


মনে করি, ক্ষেপণ-বেগ =u; Y 

ক্ষেপণ-সীমা = К. 

ক্ষেপণ-বিন্দু О কে মূলবিন্দু, ws 
ভূমিক বরাবর গতির দিকে rar 
এবং Voter Зах р» ঠ-অক্ষ লই। | 
তাহা হইলে, প্রাসের গতিপথের সমীকরণ ০৫ z টস 
হইবে £ — за — 


у= х tan «х1-2) (1) 
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মনে করি, প্রথম স্তম্তটি নিক্ষেপ বিন্দু হইতে b দূরত্বে অবস্থিত। তাহা হইলে, 
R=b+2a+b; 
বা, b-R-a 


তাহা হইলে, (1) হইতে পাই, 
a- S —a)ean «(1-14 £) 
-tan 4১082410124) ; 


Yl, R*—AaR cot <= 42° ; 
91, (R—2a cot «)* = 4a*(1-- cot?«) = 4a* cosec?«. 


R =2a(cot < --cosec «)—2a cot? 


“Зиа 411. «эээ তলের সহিত 30° নতিবিশিষ্ট নততলের পাদদেশ 
4805 60° উন্নতি কোণে সেকেণ্ডে 64 ফুট বেগে একটি বস্তু উৎক্ষিপ্ত ছইল। নততলে 
ইহার ক্ষেপণ-সীমা কত হইবে এবং কত সময়ে বস্তুটি নততলে আপিবে? 

এখানে বস্তুটির ক্ষেপণ-বেগ : и= 64 
কফু/সে, ২. ক্ষেপণ*কোণ £. 4= 60°. 
‘নততল=0L ; Феј নতি ৪ = 30, 

মনে করি, £ সেকেণ্ড পরে বস্তুটি 
নততলের P তে পৌছায় এবং Op- 
т 5| ক্ষেপণ-বিন্দু 0 কে মূলবিন্দু, 
বস্তুটির গতির দিকে অহুভূমিক বরাবর z-ww, এবং UR elt উল্লন্বদ্িকে улу 
ARI তাহা হইলে, чаба গতিপথের সমীকরণ হইবে, 


Y 


y=zxtan €- rE 2° 


cos*« 
সুতরাং, এই হুত্র-সাহা যো, 
(r sin 30°)=(r cos30*) tan 60*—1 х EU. X (r cos 30*)* ; 
বা rz.9r Зу? 
' 2 2 256! 


31, (3r — 256), = 0. 
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r=0, O বিন্দুকে নির্দেশ করে; 
এবং 2256/3, P বিন্দুকে নির্দেশ করে ; 
*, নির্ণের ক্ষেপণ-সীমা = 256/3 ফুট_85$ ফুট 1 
তখন, r cos B = (u cos <)t ; 
qu t=" cos B _256/3х cos 30° _ 4 313, 
d ucos« 64X cos 60° 3 


SS бой ma = 13 cma | 


প্রশ্নমাল! 10. 

1, একটি কণা অঙ্গভূমিকের সহিত 30° উন্নতিকোণে সেকেণ্ডে 735 সে. মি. 
বেগে উৎক্ষিপ্ত হইল। ইহার (i) উত্িতকাল (Gü) ক্ষেপণ-সীমা ও Gü) সর্বাধিক 
উচ্চতা! নির্ণয় কর | 

'9, একটি বস্তুকে সেকেণ্ডে 88 ফুট বেগে অনুভূমিকতলের সহিত 60° কোণে 
উৎক্ষেপ কর! হইল। ইহার উত্থিতির সর্বাধিক উচ্চতা এবং ও উচ্চতায় পৌছিবার 
সময় বাহির কর। [ W. B. H. S. Comp. 1976 1 

8. একটি কণা 960 ফুট/সে, বেগে এবং 30° উন্নতিকোণে উৎক্ষিধ হইল 1 
কণাটির (а) সর্বাধিক উচ্চতা, (b) উচ্চয়নকাল, (c) পাল্লা ও (d) 528 ফুট 
উচ্চতায় বেগের মান ও দিক্‌ নির্ণয় কর। [ C. U. P. 1974 ] 

4, үүгө সহিত sin"! $ উন্নতি কোণে সেকেওডে 64 ফুট বেগে একটি 
কণ। উৎক্ষিপ্ত হইল ইহার 0) উডডয়নকাল, (i) সর্বাধিক উচ্চতা এবং (iii) পাল্লা 
নির্ণয় কর। 

B. একটি প্রাসের "Їн! 400 গজ এবং সর্বাধিক উচ্চতা 225 ফুট । উহার 
ক্ষেপণ-বেগ ও ক্ষেপণ-কোণ বাহির কর। উহার সমগ্র উড্ডয়ন কাল 
বাহির কর। 

6. ефт এক স্থান হইতে উৎক্ষিপ্ একটি বুলেট গু স্থান হইতে 196 ফুট দুরে 
чурт вт অবস্থিত 98 ফুট উচ্চ একটি প্রাচীরের ঠিক উপর দিয়া যাইবার সময় 
উহার গতি түүт দিক্‌ বরাবর ছিল। বুলেটের ক্ষেপণ-বেগ ও ক্ষেপণ- 
কোণ বাহির কর। ( W. В.Н S. 1964 ] 
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7. একটি чч অঙ্গতূমিকের সহিত sin7? $ উন্নতি কোণে সেকেণ্ডে 160 ফুট 
বেগে উৎক্ষিপ্ত হইল। 3 সেকেণ্ড পরে উহার বেগের মান ও দিক্‌ নির্ণয় ча 1 

8. একটি কণ| অঙ্ভূমিকের সহিত 60° উন্নতি কোণে সেকেণ্ডে 32 ফুট বেগে 
উৎক্ষিপ্ত Л: অন্ভূমিকতল হইতে 8 ফুট উচ্চতায় উহার বেগ কত হইবে এবং 
তখন ©] чуста সহিত কোন্‌ দিকে ক্রিয়া করিবে? 

9. একটি পাহাড়ের চূড়া! হইতে সেকেণ্ডে 64 ফুট বেগে অনুভূমিক দিকে একটি 
পাথর ক্ষেপণ করা হইল। ইহা পাহাড়ের পাদদেশ হইতে 320 ফুট দুরে ভূমিতে 
পড়িলে, পাহাড়ের উচ্চতা! ও ভূমিতে পড়িবার সময় পাথরটির বেগ নির্ণয় কর। 

а Г W. В.Н. S. 1965 | 

10. তুমি হইতে 196 মিটার উচ্চতায় একটি eta эрт দিকে бка 
হওয়ায় 100 মিটার দুরে উহা ভূমি স্পর্শ করে। ইহার ক্ষেপণ-বেগ নির্ণয় কর। 
[2=980 ся. মি./সে.] [ C. U, P. 1967 ] 

11. একজন বৈমানিক অনুভূমিক দিকে ঘণ্টায় 60 মাইল বেগে যাইবার কালে 
2000 ফুট উচ্চতা হইতে একটি বোমা ফেলিয়! দেয়। লক্ষ্য বস্তু হইতে অমুভূমিক 
দিক্‌ বরাবর কত দূরত্বে থাকিতে বোমাটি ফেলিলে, ইহা লক্ষ্য বন্তকে আঘাত করিবে? 

. [ W. B. H. S. 1966] 

12. একটি টেনিস্‌ বল 625 ফুট উচ্চতা হইতে чату দিকে প্রতিক্ষিণ্ 
হওয়ায় গ্রতিক্ষেপকারী হইতে অমুভূমিক তলে 60 ফুট দুরে মাটি স্পর্শ করে। afa 
ইহা গ্রতিক্ষেপকারী হইতে 40 ফুট দূরে জাল স্পর্শ করে, তবে জালের উচ্চতা 
নির্ণয় কর। | [ W. В. Н. S. 1971] 

13. 200 ফুট উচ্চ একটি দুর্গের শীর্ষ হইতে সেকেণ্ডে 80 ফুট বেগে এবং 309 
উন্নতি কোণে একটি বল উৎক্ষিপ্ত হইল। En দুর্গের পাদদেশগামী অঙ্ভূমিক তলকে 
পাদদেশ হইতে কতদূরে আঘাত করিবে তাহা far কর। সময়ের ব্যবধান কত 
হইবে? [৫32 ফু./সে.*]। [ C. U. P. 1975 1 

14. 96 ফুট উচ্চ একটি чеч দীর্ঘ হইতে 30° উন্নতি কোণে সেকেণ্ডে 32 ফুট 
বেগে একটি из উৎক্ষেপ করা হইল। কখন এবং কি m 
পাদদেশগামী অহুতূমিক তলে পড়িবে? 2 
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15. 6 ফুট উচ্চতা হইতে элү তলের সহিত 30° উন্নতি কোণে FTS 
60 ফুট বেগে একজন থেলোয়াড় একটি ক্রিকেট বল উৎক্ষেপ করে এবং অপর একজন 
খেলোয়াড় ভূমি হইতে 2 ফুট উচ্চতায় উহা ধরিয়া ফেলে। খেলোয়াড় দুইজন কত 
দূরত্বে ছিল? সময়ের ব্যবধান কত ছিল? [ C. U. P. 1977 ] 

16. একটি w4| সেকেণ্ডে 48 ফুট বেগে উৎক্ষিপ্ত হইল। উৎক্ষেপ-বিন্দুগামী 
অনুভূমিক তলে উহার সর্বাধিক ক্ষেপণ-সীমা এবং যে দুইটি ক্ষেপণ-কোপের aF 
অমুভূমিক ক্ষেপপ-সীমা 36 ফুট হইবে তাহা নির্ণয় era শেষোক্ত ক্ষেত্রে, উডডয়ন- 
কাল দুইটির পার্থক্য কত ? [ W. B. H. S. 1962]. 

17. একটি কপ! এমনভাবে ба হইল যে, ইহার түе ক্ষেপণ-সীম! 
100 ফুট এবং উহ! ক্ষেপণ-বিন্দু হইতে 25 ফুট দূরে অবস্থিত 15 ফুট উচ্চ একটি 
বাধ। ঠিক অতিক্রম করিয়! যাইতে পারে। দেখাও যে, কণাটির ক্ষেপণ-কোণ 
tan"! (415), কণাটির ক্ষেপণ বেগ কত ছিল? [ W. B. H. S. 1969 1 

18. ভূমি হইতে একটি বল উৎক্ষেপ করায় অন্ভূমিক তলে 96 ফুট দুরত্বে 
অবস্থিত 36 ফুট এবং 64 ফুট উচ্চ ছুইটি খুঁটির ঠিক মাথায় উপর দিয়! উহ| চলিয়া 
qai а একট খুটি হইতে অপর 05 পৌছিতে 5 সেকেণ্ড সময় লাগে তবে 
কণাটির ক্ষেপণ-বেগ বাহির কর। 

19. একটি প্রাসের ক্ষেপণ বেগ 4; সর্বাধিক উচ্চতা Н এবং ক্ষেপণ-নীমা, 
R হইলে, প্রমাণ কর, 


А 
R-4 4(58- ү 
20. একটি কণ! и বেগে এবং < উদ্নতিকোণে ат 688 । যদি কণাটির 
ক্ষেপণ-সীম| R, সর্বাধিক উচ্চত! Н এবং উত্িতকাল T তয়, তবে দেখাও যে, 
(i) 4R* C4T?u* * g'T*-0; 
(i) 16 gH*—8u*H-4 gR* =0. 
21. একই ক্ষেপণ-সীমার জন্ত দুইটি সম্ভাব্য ক্ষেপণ-কোণ <, ও <o এবং 
was 88514714 t. ও t, হইলে, দেখাও যে, 


ti? —t5* _sin (43748) 
(454125 sin (au 
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22. অঙম্ুভূমিকতলে একটি নির্দিষ্ট বিন্দু হইতে কণাসমূহ যুগপৎ একই ক্ষেপণ-বেগ 
u তে একই ичет বিভিন্ন ক্ষেপণ-কোণে সুক্ষিপ্চ হইলে, দেখাও যে, প্রদত্ত t 
সময়ে তাহার! একটি বৃত্তের উপর থাকিবে। 

28. একটি প্রাসের ক্ষেপণ-কোঁণ < এবং ক্ষেপণ-সীম| R হইলে, দেখাও যে, 
উহার গতিপথের সমীকরণ নিয়রূপে লেখা যাইবে : 


у= 1- аа <. 


24. অঙ্কভূমিকতলের একটি স্থান 0 হইতে < উন্নতিকোণে ও v বেগে একটি 
কণ| উৎক্ষিপ্ত হইল; এবং ঠিক একই মুহূর্তে উহার গতিপথের নিয়ামক হইতে 
দ্বিতীয় একটি কণ| অবাধে ফেলিয়া দেওয়া হইল। উহার! উভয়ে р বিন্দুতে 
মিলিত হইলে, দেখাও যে, О হইতে P এর অঙ্গভূমিক иж 


26. অনুতুমিকতলে একটি ГАЙ? স্থান হইতে একটি বল бубен হওয়ায়, এ 
অন্থভূমিকতলে ক্ষেপণ-বিন্দু হইতে а ও b দূরত্বে যথাক্রমে b ও a উচ্চতাবিশিষ্ট দুইটি 
{бя ঠিক মাথার উপর দিয়া উহা! চলিয়! যায়। দেখাও যে, অস্থভূমিকতলে বলটির 
МСА (a° +ab+b?)/(a +b), «вх ক্ষেপণ কোণ tan" (6/54-5/04-1), 
26. দেখাও যে, অস্থভূমিকতলে কোন এক স্থান হইতে এ দূরত্বে b উচ্চতায় 
স্থিত একটি লক্ষ্য বস্তুকে আঘাত করিতে হইলে, একটি রাইফেল বুলেটের fax 
বেগ Уш + 4457) হইতে হইবে। 
27. একটি পাহাড়ের үйл উচ্চতা সমুদ্র জলতল হইতে ॥. কোন 
জাহাজের কামান হইতে চূড়ায় অবস্থিত একটি ছুর্গকে গোল! দ্বারা আঘাত করিতে 
হইবে। যদি কামানের মুখ হইতে গোলাটি ар বেগে বাহির হয়, তবে দেখাও 
с, w হইতে জাহাজের тєв অনুভূমিক দূরত্ব 2% Ми =). 
[ C. U. P. 1972] 
28. 0 হইতে একটি কণাকে и বেগে অমুতূমিতলের সহিত < উন্নতিকোণে 
উৎক্ষেপ কর! হইল। О বিন্দুগামী কোন এক নততলের নতি 8 হইলে, Q নততলের 
উপর কণাটির ক্ষেপণ-সীমা বাহির কর। [ C. U. P. 1972] 
20. অঙ্গতৃমিকতলের সচ্তি 30° নতিবিশিষ্ট নততলের পাদদেশ হইতে সেকেণ্ডে 
32 ফুট বেগে 60° উন্নতিকোণে নততলের উর্ধ্নাভিমুখে একটি কণা উৎক্ষিপ্ত হইলে 
নততলে কণাটির পাল্লা এবং উডচয়নকাল বাহির wq | 
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80. অনুভূমিক তলের সহিত 30° কোণে নতিবিশিষ্ট নততল হইতে সেকেণ্ডে 
64 ফুট বেগে 30° উক্গতিকোণে নততলের নিয়াভিমুখে একটি বল নিক্ষিপ্ত হইলে, 
নততলে উহার পাল্ল! এবং উড্ডয়নকাল বাতির কর। 

81. অঙ্ুভূমিবতল হইতে h ফুট উচ্চতায় অবস্থিত শক্ত ঘাঁটির উন্নতি কোণ এ 
অঙ্ণভূমিক তলের কোন একদ্থানে ৪. দেখাও যে, প্রস্থান হইতে শত্রুর ঘাঁটিতে 
গোল! বর্ষণ করিতে হইলে, গোলার সবনিয় বেগ হইতে হইবে 4121014০265 В): 

82. অগ্টভূমিক তল হইতে лб] h উচ্চতায় একটি বিমান ৮ সমবেগে 
একইদিকে গতিশীল ছিল। 2 зууч অবস্থিত কোন একস্থানে উহার 
উন্নতি কোণ যখন <, ঠিক সেই মুহুর্তে সেইহ্থান হইতে এ বিমানটি 959 করিয়া 
v বেগে একটি গোল! উৎক্ষেপ কর! হুইল। ওঁ গোলাটি বিমানকে আঘাত 
করিলে দেখাও যে, 

agh 


Vy sec <+ š— cot < cosec <. 
v 


ANSWERS. (eara 10) 

1. (i 3/4@.; (ü) 4774 সে. মি.)( ett) ; (ü 6890625 সে. fs. 1 
2. G) 907555; d) 28543 সেকেণ্ড। 3. (a) 360059, (b) 30 
সেকেণ্ড ; (с) 14400,/3 ফুট ; (d) 544.3 ফু/সে.) অনুভূমিকের সহিত 
+ tan-^(8/15) কোণে। 4. (i) 32 সে.; (ü) 4096 ফুট ) (iii) 12258 
ফুট। 5. 200 ফু./সে.; tan^*(3/4; 75 Cice | 6. 112 ফু./সে. ; 45°. 
1. 128 g/m; অনুভূমিক দিকে। 8. 1642 ফু/সে.; +451 
9. 32 ফু. 429 ফু./সে, ; Фебе হইতে নীচের দিকে tan (5/2) কোণে। 10. 
50 মি./সে.। 11. 440 /5 591 12. 3 ফু. 58 ইঞ্চি। 18. 200/3 ফুট; 
5 10861 14. 3 সেকেণ্ড পরে ; 32 /? ফু./লে, বেগে 5 59515094 নীচের দিকে 
епи 3) কোণে। 15. €0%3 ফুট; 200981 16. 7235, 15°; 
75°; 8/2 00991 17. 4У205 F/A. 1 18. 100 ফু/সে ; cos" (A) 
উন্নতিকোণে 1 28. 1205 ccs« sin («— 0,110 cos? p). 29. 21] ফুট; 
3/3 отв! 80. 256 ফুট; 4 সেকেণ্ড। 
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8, === peg 
সরল সমগুস গতি 
(Simple Harmonic Motion ) 

“94. উপস্থাপন £ 

“সরল хаал গতি এক প্রকার দোলন গতি। বিভিন্ন প্রকারের যান্ত্রিক 
পরিস্থিতিতে ও প্রাকৃতিক অবস্থায় এই জাতীয় গতি সচরাচর পরিলক্ষিত হয়। যেমন, 
সেতারের তারের গতি এবং ঘড়ির দোলকের গতি সরল সমঞ্জস গতির দৃষ্টান্ত । একটি 
স্থিতিন্থাপক (elastic) তারের এক প্রান্ত কোথাও যুক্ত করিয়া অপর প্রান্তে একটি 
বস্তু বাধিয়া নীচের দিকে একটুকু টানিয়৷ ছাড়িয়া দিলে বস্তুটি সরল সমঞ্জস গতি 
সম্পাদন করিবে। 

যদি একটি বস্তু ( বা কণা, বা বিন্দু) একটি সরলরেখাক্ এমনভাবে গতিশীল হয় যে, 

“Зар ত্বরণ সর্বদাই  সরলরেখা'র উপরিস্থ একটি নির্দিষ্ট বিন্দু অভিনুখী এবং যে কোন 
মুহূর্তে উহার ত্বরণের মান ওঁ নির্দিষ্ট বিন্দু হইতে উহার দূরত্বের সমান্গপাতিক, তাহা 
হইলে, উহার গতিকে সরল সমঞ্জল গতি «ni হইবে। 


92. সরল чет গতি নির্ণয় : 
মনে wfs, m ভরের একটি qq KX সরলরেখার এমনভাবে গতিশীল যে, উহার 
ত্বরণ সর্বদাই & সরকারেখার উপরিদ্থ একটি নির্দিষ্ট fev О অভিমুখী এবং О বিন্দু 


হইতে বস্তুটির দূরত্বের সমাক্সপাতিক। 
রি PAPRA NNT ОЛА ТЭЛЭЛТ АГ 


এখন, 0 কে মুলবিন্দু এবং OX কে хэвт ধর! а! মনে করি, গতি আরস্তের 
t সময় পরে বস্তটির অবস্থান P এবং 0৮. | z |. এই মুহূর্তে বস্তুটির ত্বরণের মান 
п|х|› (॥>০) এবং তাহা О অভিমুখী | 
এখন, 0 বিন্দুর ডানদিকে Р হইলে OP= | z | =, (2 220) এবং 
তখন, বস্তুটির ч = ux, এবং তাহ! О অভিমুখে ক্রিয়া শীল, 
ux, এবং তাহা XO বরাবর ক্রিয়াশীল, 
= —nz, এবং তাহ! OX বরাবর Өвийн | 
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few, O feg «fre P হলে, Ope | z | =—% Co 440) এবং 
তথন vilis ча = -их, এবং তাহা О অভিমুখে ক্রিয়া শীল, ; 
= —ux, এবং তাহা ХО বরাবর ক্রিয়াশীল, E 
=- ux এবং তাহা ОХ বরাবর ক্রিয়াশীল | 
সুতরাং, বস্তুটির যে কোন অবস্থান Р এর জন্ত, যেখানে OP= | |, ОХ 
ттн йүн coe কিন্ত ত্বরণের সংজ্ঞা থেকে Р অবস্থানে OX বরাবর 
বস্তটির че 72 X. তাহা হইলে, P mf та সাহাঁষ্যে, বস্তুটির গতি সমীকরণ :— 


matana করিয়! (2) হইতে পাই : 
у= С их", STIR, DL Stl (3) 
যেখানে, C একটি অস্থায়ী ape | 
মনে কর! যাক, O বিন্দু হইতে ৫ একক দূরত্বে А অবস্থান হইতে বস্তুটি স্থিরাবন্থা 
থেকে যাত্রা আরস্ত ЖО! তাহা হইলে, 47 =0, অর্থাৎ »=0, এবং cma, যখন 


৫০০0, সুতরাং (3) হইতে পাই : 0=C—ua° , বা; C= pa’. 


за? ж) ^ 0 v6 (4) 
di. dem die atoat se" 6) 
(5) হইতে পাই, 

+ а 
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ইহাকে সমাকলন করিয়া পাই, 
+ cosi Jutte Tn (6) 
(6) হতে পাই, 
cos &( Jutte}; 


বা, хэасов(/и246) — ...... (7) 
আবার, যেহেতু, প্রারম্ভিক অবস্থায়, অর্থাৎ /-0 তে, к-а, অতএব, (7) 
হইতে পাই £ cos e=1 j 
* wb e=2rn, (70, +1, 22, S NIE de X 
еа сов Мм а (8) 


(5) হইতে, বস্তুটি যখন A তে, অর্থাৎ, যখন х=а, তখন উহার বেগ чу; 
কিন্তু 1) হইতে তখন উহার ত্বরণ па ( মানে ), এবং ইহাই সর্বোচ্চ ত্বরণ ; এবং 
ইহা 0 বিন্দু অভিমুখে fumi za! exu তখন বস্তুটি 0 বিন্দুর দিকে যাইতে 
থাকিবে, এবং ফলে উহার বেগ সাংখ্যমানে ক্রমশ: বাড়িবে। O বিন্দুতে ইহার ত্বরণ 
Чә; কিন্তু, ইহার বেগ Vua ( মানে ), যাহা বেগের সর্বোচ্চ মান; এবং তখন 
ইহা XO বরাবর farai ফলে, ইহার ত্বরণ (মানে ) বাড়িতে থাকিবে; few, 
বেগ (মানে ) ক্রমশঃ কমিতে থাকিবে। অবশেষে, বস্তুটি যখন O বিন্দুর বাঁদিকে 
A' এতে পৌছিবে, যেখানে ОА”-а, তখন উহার বেগ "Ж হইবে » কিন্তু, তখন 
waq হইবে aa ( মানে), যাহা ОХ বরাবর ক্রিয়াশীল। er че আবার O 

fera দিকে যাত্রা করিবে, এবং ইহার বেগ ক্রমশঃ বাড়িবে, কিন্তু ত্বরণ কমিবে। 

অতঃগর, বস্তুটি O বিন্দু অতিক্রম করিয়া, OK বরাবর যাইতে থাকিবে, যতক্ষণ 
না ইহার বেগ "lg হয়, অর্থাৎ ইহা Aতে পৌঁছায় । A তে পৌছিবার পর পূর্বের 
ক্লায় বস্তুটি 0 বিন্দুর দিকে যাত্রা уа করিবে। এইরূপে, বস্তুটি O বিন্দুর উভয় 
দিকে z=a এবং а= -а এর মধ্যে দোলনগতি সম্পাদন করিতে থাকিবে। 

О বিন্দুর সাপেক্ষে উহার উভয়দিকে a একক দূরত্ব পর্যন্ত বস্তুটির গতি 


দোলায়মান (oscillatory), এইরূপক্ষেত্রে, О বিন্দুকে গতি-কেন্দ্র y 
দোলম-কেন্দ্র (centre of oscillation ) বলা! zç | 


цэцэд 
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সরল সমঞ্জস গতিতে দোলায়মান বস্তুটি দোলন-কেন্দ্র হইতে উভয়দিকে থে বৃহত্তম 
দূরত্ব "fs যাইতে পারে, তাহাকে গতির বিস্তার (Amplitude ) বল! ex i 
উপরোক্ত সরল suam গতি : 2° = (at — 1) এতে বিস্তার ৮৫ aww) «ая 
সরল waqen গতিতে, বস্তুটির সর্বাধিক বেগ= Jua (মানে )) এবং সর্বাধিক 
F= (মানে )। 

সরল чал গতিতে গতিশীল একটি বস্তু কোন এক অবস্থান হইতে একটি fafa 
অঠিমুখে যাত্রা আরম্ভ করিয়া সেই অবস্থানে সেই পূর্ব্ব অভিমুখে পুনরায় ফিরিয়া 
আসিতে যে সময় লাগিবে, তাহাকে গতির দ্োলনকাল, বা, পর্যায়কাল 
( Periodic time, বা, Period of oscillation ) বলা zx | 

(8) হইতে পাই ঃ 

х=а cos ( Jut --2pm), (p=0, 1, 2, 3১.) 


Sa cos V MET); o - (9) 


এবং, z= =—а Ми sin ( Jut) 


= ~a „Ји sin ( Jut -2pm), (р=0, 1, 2, 3, ) 
= -ауи sin (2+) 3 (10) 
(9) এবং (10) হইতে দেখা যাইতেছে, 


Zn 4т би 
Је Ми vu 
সময় অন্তর অন্তর বস্তুটি একই অবস্থানে একই বেগে পূর্বের মত গতিশীল অবস্থায় 
ফিরিয়া! আসে। estt, quf? দোলনকাল T হইলে, 


T=. "es ... $e (11) 


প্রতি একক সময়ে (যেমন এক সেকেণ্ডে) বস্তুটির পূর্ণ দোলনের সংখ্যাকে Q. 
দোলনের কম্পাঙ্ক (Frequency) বলা হয়। exte উপরোক্ত সরল সমঞ্জস 
গতিতে দোলনের FATE n হইলে, 

nT-1; 


বা, а= = ZE. ... ... (12) 


198 গভিবিস্তা, : 
9-3. sure সমঞ্জস গতির সাধারণ আলোচন! : 


মনে করি, meu একটি qw ХХ সরলরেখায় এমনভাবে গতিশীল যে, উহার (6 
ত্বরণ সর্বদাই Q সরলরেখার উপরিষ্থ একটি নির্দিষ্ট বিন্দু 0 অভিমুখী এবং O হইতে | 
বস্তুটির দূরত্বের সমান্থুপাতিক। মনে করি, t সময়ে বস্তটির অবস্থান P, যেখানে 

:05- |x|. tei হইলে, বস্তুটির গতি-সমীকরণ : 


т -ux)e mis, (и»0), 


: (i-a; Ў A ৫) 

বা, v= -ux A 3, (2) 

যেখানে, v=. by ds М (3) 
(2) হইতে সমাকলন করিয়া পাই, 

v! 2C- ux* =? — x°) = (0 


সেখানে, = অস্থায়ী авга এবং তাহা! প্রদত্ত প্রারম্ভিক বেগ হইতে নিদিষ্ট হইবে। 
` (4) হইতে পাই, 
(E) =u" 22); 
ак мп. зә; A (5) 


dx 
NR? — x° 


ইহাকে সঘাকলন করিয়! পাই, 


+ бе? = Nut+e; 


বা, 


বা, + = V udt. 


ч, g сов [+( Jutte}; 


বা, х= cos („Ји е), ees ... (6) 
যেখানে e= অস্থায়ী ঞ্বক, এবং mper. sta প্রারস্তিক অবস্থান পেকে faf 
Ra | 
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(6) হইতে পাই, 
=L cos /ш+М зіп Jut, 4 (7) 
যেখানে, І এবং М দুইটি гт এবং ইহাদের মান প্রদত্ত প্রারম্ভিক শর্ত হইতে 
নির্ণয় করা যাইবে । এইরূপ ক্ষেত্রে, О দোলন-কেন্জ্র ; বিস্তার একক ; সর্বোচ্চ 
বেগ= ub, (মানে), যখন х=0; সৰ্ব্বোচ্চ ত্বরণ ub, (মানে), যখন хэй, 
এবং x= —b. 


y : 27 107и 
ন-কাল 5 жээ t কম্প =n 
দোলন-কাল £ T 7 এবং Ten T"2 


xig: L=kcose; Me-hsine; k= 41515 
cos e=L/ L* - M? ; sin e= —MJ V L*4-M*. 


94. দৃষ্টান্তমূলক উদ্দাহুরণ : 
উদ্দাহরগ 1. সরল সমঞ্জস গতিতে গতিণীগ একটি কণার দোলন কেন্দ্র হইতে 
3 xb দূরত্বে বেগ-৪ছু./লে. এবং 4 ফুট দূরত্বে বেগ 6ফু./সে. 1 কণাটির সর্বাধিক 
বেগ, বিস্তার ও দোলন কাল নির্ণয় কর। 
ма করি, কণাটির গতি-সমীকরণ : 


2 
Tio —ux, (৫৯০), 


2৮০ Dax, E Ч (1) 


3 "dx 


y!-C-ux* ... ... ... (2) 


0-С-иа", বা, Сена". 
у? = Ща? — х"). 255 (8) 


200 fefe 
এখন, «ча «тС, 
ий 3%) এবং 6" mala” —4*). 
ӘЙ шы, 
T а"-16 
T, a*-425. ৮, а=5. 
তখন, 8*2 pula’ —3*) হইতে পাই, ॥= 4. 
"n. = বেগ ৭ Ju EA. 
= JAx58/01.— 10 E/G. ; 
বিস্তার=5 ফুট ; 
гаете 22. стает লেকেওু। 


- ФЕ 2. সরল лал গতির অধীন একটি কণার জন্প, রোলন-কেন্তর ₹ইতে 

5 সে. মি. দূরে উহার বেগ стз 1 সে. মি. এবং ইহার পর্ধ্যাক্রকাল 11 

отто কণাটির সর্বাধিক বেগ এবং সর্বাধিক ত্বরণ বাহির কর। [ z=22/7 ]. 
(0 মনে করি, কণাটির গতি-সমীকরণ £ 
এই us 00); 

а, э = ux. зә (1) 


ইহাকে সমাকলন করিয়া পাই, 
у® = n(a* — х"), .. (2) 
যেখানে, fisti-a সে. মি, ৷ 
«та чёрт, 
l*2,(a*-5*); ч, i(a* —25)21; 
এবং п- 22, বা, 1lJu-2z. 


Ju-4[1; a 518, বা, a2:5297. 


+‘, সর্বাধিক Gl V n a G. fü jos. 
£3 027 qx. fx Jom. ; 
সর্বাধিক ত্বরণ = ua সে, fü [cx * 
£173 সে. মি./সে.* । 
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ФЕЛИМ 3. am লস গতির অধীন একটি কণার «fece হইতে x, 
чч =, TIC উদার বেগ хасан ৮। এবং v, হইলে, сете থে উহার тб 
Lc 
মনে করি, কণাটির গতি-সবীকরণ-_ 
d'z 


qi T нэ (00) 


LN иг -px © (D 


ইহাকে সঘাকলন করিয়া পাই, 
»* ца" —x?), "ИВ 
যেখানে গতির বিস্তার =এ একক i 
ems ч Ч, 
vi 7 ща? ху"); এবং уз?  а!-х, 7) 
7, Vay = plz" —х,*). 


n নির্পেয পর্য্যায়কাল 


à 2л ГАРТУ 
24258 


উদাহরণ 4. সরল সমঞ্জন গতিতে চলমান একটি বস্তর সর্বাধিক বেগ সেকেণ্ডে 
10 সেটিমিটার। G) উহার sfs-cwm ও সর্বাধিক দূরবর্তী অবস্থানের মধ্যবর্তী 
স্থানে বেগ এবং Gi) গতি-কেজ্জ হইতে সর্বাধিক দূরত্বে পৌছিবার মধাব্তী সময়ে বেগ 
নির্ণয় কর। 
বস্তুটির Sq গ্রাম হইলে উহার গতি সমীকরণ লেখা! যাইতে পারে, 
тэ — mas, (850): 
4 বা, 2৮০ их (237 TÉ 0) 
সমীকরণ (1) এর সাধারণ সমাধান : 
| х= С cos (Уш) +0 sin (Vut) — -- ^ (2 
যেখানে, C এবং D FIF | 


202 : গতিবিস্তা | 
মনে করা যাক্‌, বস্তুটি 444 গতি-কেন্দ্রে অবস্থিত তখন 1-0; সুতরাং, x20 
q«4:—0, তাহা হইলে, (2) হইতে পাই, C=0. 


г, xD sin ( Jat). ti en (3) 
: aude C Jut). E Ч (4) 


প্রদত্ত শর্তাসারে, 410 যখন = 0 


n jab ы Ju (xfi) i 
তাহা হইলে, ау/л=10; I ө (5) 
এবং xa sin (V ut). e (6) 


বস্তুটি দোলন-কেন্দ্র হইতে ডানদিকে যখন Дал দূরত্বে dat তথন ха 
হইবে। এখন, t=t, সময়েতে х= а হইলে, (4) হইতে, 
a=a sin ( Juti): 


Nuti=1/2; বা, TY 


তাহা হইলে, (,/2 সময়ে দোলন-কেন্দ্র হইতে বস্তির দুরত্ব 
. л ur 
=а sin ( Jn; _)=а/у? সে. fa. 


বস্তুটির সর্বাধিক বেগ V па সে. মি./সে. বলিয়া! вие শর্ত হইতে Jua —10. 
~ (i) ж=а[2с® বেগ v, হইলে, 
Уул, Ju: Ма? —at/4= Чиа 
2543 সে. মি./সে. 1 
(1) . x=alV2 তে বেগ v, হইলে, 
y a= V u Ja* — a*|2— V ua| V 2 
-542 си. মি./সে. ৷ 
Brigad 5. সরলরেখায় সরল man গতিতে দোলায়মান একটি কণার 
পর্যযায়কাল 8 সেকেণ্ড এবং বিস্তার 5 সে. মি.। দোলন-কেন্ত্রে আসিবার 1, 4, 
13 সেকেণ্ড পরে উহার বেগ নির্ণয় কর। দোলন-কেন্দর হইতে 5/2 সের্টিমিটার 
দূরত্বে উহার বেগ কত? 
কণাটির p». সমীকরণ : 


а z — ux, (u70). T уд (1) 


= 


ইহার সাধারণ সমাধান, 
x=L cosy ut4- M sin Jut, 
যেখানে, L এবং М гт! 


সরল чал গতি 


মনে কর! বাঁক্‌, কণাটি যখন গতি-কেন্দ্রে, তখন £-0. 


সুতরাং» x—0, যখন t—0. 
তাহা হইলে, (2) হইতে, L-0. 
‘, /Xx=M sin Jut. 


dx... : 
qg Ми cos Jut 


i কণাটির পর্য্যায়কাল 8 সেকেণ্ড বলিয়া, 
27.2. na 
Wu 8 H বা, Nu n[4 


তাহা হইলে, t=2 সেকেণ্ডের সময়ে, 


5=M sin 2 Ju ; এবং 0= M cos 2V v. 


4 5* z M* ; বাঃ М--5. 
x=5 sin Vut ; 


t4 সেকেণ্ড হইলে, da- 2-3 


4х 5л 
{=13 সেকেণ্ড হইলে, ৫ 8 


ыс 


23 
Su 
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(2) 


@ 
(4) 


(5) 


чэ, 1 সেকেণ্ড, 4 সেকেও, 13 সেকেণ্ড পরে কণাটির বেগ বথাক্রে 


5л 4218 সে. সি./সে.; 51/4 সে. fu jen. ; 58у2/8 ся. মি./জে. । 


204 е 


মনে করি, tef, সেকেণ্ড সময়ে, х=5[2 সে. fa. | 


°. 5/2=5 sin = t1 —2/3 সেকেওড। 


2 2757 n. 8573 
ti 72/3 সেকেণ্ড সময়ে, ё 4 ০০০- a লে. মি./সে. 
উদাহরণ 6. সরলরেখায় গ 


তিশীল একটি কণার বেগ মুলবিন্দু হইতে х 
'সের্টিমিটার দূরত্বে ৮ সে. fct 


» যেখানে, %৪-45--924-362. 


দেখাও G, কণাটির গতি সরল яцах | এইরূপ ক্ষেত্রে, গতির বিস্তার ও পৰ্য্যায় 
কাল নির্ণয় কর। 


v= 45--9৮5+368 (n 
5 2১৫৮. -18%+36; 
x 


а? 
Ч, "ur 96-2) @ 
(z—2)=z ধরিলে, 


AE ৮9. 


(3) হইতে দেখা যাইতেছে, কণাটি সরল সমঞ্জস গতিতে গতিশীল, যাহার গতি- 
কেন্ত মূলবিন্দু হইতে ধনাত্মক firs 2 সে্টিঘিটার দূরত্বে অবস্থিত; এবং ইহার 


27 сафа. 27 MR 
পর্য্যায়কালি= T সেকেণ্ড Jo সেকেও 27/3 সেকেও্ড। 


(3) 


এখন, (1) হইতে, 
v= —9(х+1)(«—5) (4) 
0—0, যখন х= -1 এবং 4০০5, 


* Яг বিস্তার (145) সে. মি,=3 সে, মি.। 
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প্রশ্থমাল! 11 

1. সরল лил গতিশীল একটি কণার বেগ গভি-কেন্ত্রে 10 সে. মি./সে, 
এবং গতি-কেন্্র হইতে 3 সেন্টিমিটার দূরত্বে 8 সে. মি./সে.। কণাটির গতির 
বিস্তার, দোলনকাল ও সর্বাধিক বেগ fads কর এবং wes বাচির কর। 

2. সরল সমঞ্জস গতিশীল একটি কণার পর্য্যারকাল T সেকেণ্ড এবং বিস্তার 
10 সে. মি. । ইহার সর্বাধিক বেগ; এবং, গতি-কেন্্র হইতে 5 সে, fq. দূরত্বে 
বেগ নির্ণয় wq | 

8. সরল সমঞ্জস গতিশীল একটি বিন্দুর দোলন-কেন্দ্র হইতে সর্বাধিক দূরত্বে ত্বরণ 
3 সে. মি/সে.* এবং সর্বাধিক বেগ 6 সে. মি./সে.। ইহার গতির বিস্তার, এবং 
দোলন-কেন্দ্র হইতে 5 সে. ঘি. দূরত্বে বেগ নির্ণয় wq | 

4. সরল সমঞ্জস দোলনে গতিশীল একটি কণার দোলনকাল 4 отр | ЫГ 
ইহা ঘোলন-কেন্র হইতে 4 ফুট দুরত্ব থেকে স্থিরাবস্থায় যাত্রা «із করে, তবে 2 ফুট 
যাইতে কত সময় লাগিবে, এবং তথন ইহা কত বেগ অর্জন করিবে? 

Г W. B. H. S. 1963 ] 

5. কোন এক সরলরেখার উপরিস্থ O বিন্দুর উভয় "tief একটি বিন্দু সরল 
лал দোলনগতি সম্পাদনশীল। 0 বিন্দু হইতে 6 ফুট ও 8 ফুট দূরত্বে উগর বেগ 
যথাক্রমে সেকেণ্ডে 10 ফুট ও সেকেণ্ডে 8 ফুট হইলে, Q সরল দোলনের বিস্তার ও 
পর্যায়কাল নির্ণয় কর। [ W. B. Н. $, Comp. 1967 1 

6. সরলরেখায় সমঞ্জস দোলনগতি সম্পাদনশীল একটি কণার দোলন-কেন্দ্রে বেগ 
গেকেণ্ডে 4 ফুট এবং দোলনকাল m সেকেওড। যেখানে উহার CUL Эз হইবে, 
সেখান হইতে 1 ফুট দূরত্বে কণাটির বেগ ও ত্বরণ কত হইবে? 

7. সরলরেখায় সমঞ্জন দোলনগতি সম্পাদনশীল একটি বন্তকণা দোলন-কেন্ত্র 
হইতে 14 ফুট দূরত্ব থেকে দ্বিরাবস্থা হইতে যাত্রা করে। ইহার সর্বাধিক বেগ 
সেকেণ্ডে 22 ফুট হইলে, দোলনকাল, কম্পা্ক এবং কেন্দ্র হইতে 7 ফুট দূরত্বে বেগ 
বাহির কর। 

8. সরলরেখায় man দোলনগতি সম্পাদনশীল একটি কণার দোলন-কেন্ত্র 
হইতে Хү, Ха, Ха দূরত্বে বেগ যথাক্রমে, 91, ৮৪, 95. দেখাও G, 

%1 vs 3 Ys *)- xs (ys -v 20125 (৮১2 =v:°)=0. 


[ C. U. P. 1975, 72 1 


9. সরলরেখায়, ячал দোলনগতি সম্পা্দনশীল একটি বস্তকণার rtm Cs 
হইতে хү, x. দূরত্বে বেগ যথাক্রমে& v; এবং y, ও ত্বরণ যথাক্রমে, f, «7а. 
দেখাও G, 


৪7:5৯, 
ifs 
10. সরলরেখার সমঞ্জম দোলন-গতি সম্পাদনশীল, একটি কণার দোলন-কেজ 
কইতে хү এবং x. দূরত্বে বেগ যথাক্রমে, ৮, এবং va, দেখাও যে, ইহার বিস্তার 
4 ре NDA 
y,* — vs" 


11. কোন একটি халаан উপরিষ্থ faf বিন্দু О থেকে 3 ছুট দুরত্ব হইতে 


v 
X3—x17 f 


T отта 8 ছুট বেগে একটি কণা O অভিমুখে afre হওয়ায় উহ! О বিন্দুর vet 


পার্থে সরল সমঞ্জদ গতিতে চলিতে লাগিল । দোলন-কেন্দ্র হইতে 2 ফুট দূরত্বে 


২. ইহার ত্বরণ 8 ফু./সে.* হইলে, দোলনের বিস্তার ও দোলনকাল নির্ণয় কর। 


12. সরল সমঞ্জস গতিতে চলমান একটি বস্তকণাও পর্যায়কাঁল 4 সেকেণ্ড f 
атгасан হইতে 5 দে. মি. দূরত্বে উহার বেগ শৃন্ত। দোলন-কেন্দ্র হইতে 
যাত্রার 1,2, 3, 5 সেকে্ড পরে উহার বেগ কত কত হইবে, এবং কত সদয় পরে 
প্রথমে ইহার বেগ 5л/4 сп. fa len. হইবে? 

` 43. অরলরেখায় গতিশীল একটি বন্তকণার : সময়ে, Q সরলরেখার উপরিষ্ 
একটি Тай? বিন্দু O হইতে অতিক্রান্ত দূরত্ব x= ৭ соз ht+b sin kt «ai প্রদত্ত 
_ হইলে, দেখাও যে, কণাটি সরল ячал দোলনগতি সম্পাদন করে। 

a=5, b=12, k=4 হইলে, কণাটির পর্যায়কাল, বিস্তার, সর্বাধিক বেগ ও 
সর্বাধিক ত্বরণ নির্ণয় কর। (С.Ч. P. 1971] 

44, সরলরেখায় সরল সমঞ্জস দোলনগতি সম্পাদনশীল একটি বন্তকণাকে দোলন" 
цан হইতে Ча) করার পর "তম, (14-1):54 ও (॥+2)-তম সেকেণ্ডে 


যথাক্রমে a, b, c কুট দূরত্বে দেখা গেল। প্রমাণ কর যে, ইহার গতির পর্যায়কাল 


= 2mlcos"1 (E eoe 1 


| [ C. U. P. 1973 ] 

15, সরলরেখায় গতিশীল একটি বন্তকণার বেগ মুলবিন্দু হইতে х সেন্টিমিটার 

qae e সে. মি |সে+ যেখানে /৯-:21+18০+9৮। : দেখাও বে, কণাটির গতি 
xm সমঞ্জস 1 এইরূপ ক্ষেতে, গতির বিস্তার, заг» বেগ ও wert fafa কর । 
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16, একটি чүй তাক rece সরল সমঞ্জস দোলন-গতিতে চলমান, 
উহার দোলন-কাল лез! প্রাণ কর যে, 3 তাকের উপর রাখা 
БУЛ বস্তু সর্ধদা তাকের সংস্পর্শে থাকিবে, যদি ইহার গতির সর্বাধিক বিস্তার 
gt [(An*) ফুট অপেক্ষা! কম হয়। [ C. U. P. 1976 ] 


ANSWERS ( ен аа 11) 

1 5সে.মি.; п সেকেণ্ড ; 10 সে. মি./সে.; 1/7. 2.'20 সে. faJca. ;. 
10 43 সে. মি./সে.। 8. 12 সে. fü ; 55 সে. মি./সে, (প্রায় )। 4, 2/3 ся. ; 
л 3 ফু/সে,। 5. 108 ফুট) 2 JT সেকেণ্ড। 6. 243 F/A. ; 
4 ফু/সে.*। 7. 4 সেকেণ্ড; 114) 1] 43 ফু./সে.। 11. 5 ফুট) т সেকেণ্ড। 
12. বেগ-গুলিঃ 0; 51/2; 0; 0 সে. মি./মে; 2/3 MFS পরে। 
18. 1/2 FS; 13 একক; 52 একক ; 208 একক। 15. 2 65.8, 


MEE 
6 সে. fac. ; Эл 


পরিশি 1 
А-1. কৌণিক ms (Angular Speed ): 
মনে করি, একটি wo 
বিন্দু) কোন এক সমতলে গতিশীল 
এবং à সমতলে O একটি নির্দিষ্ট বিন্দু 


ও OX একটি নির্দিষ্ট সরলরেখা। 
মনে করি, t সময়ে কণাটি P 
বিন্দুতে অবস্থিত, যেখানে, ZXOP = 
ө রেডিয়ান্। তখন, 1-99 সাপেক্ষে 
6-এর পরিবর্তন হারকে কণাটির 
কৌণিক wf বল! হয় এবং ইহাকে 
о দ্বারা সুচিত কর! হয়। 


208 | গতিবিদ্যা| 
কোন নির্দিষ্ট অবকাশে, সমান সমান সময়ে (তাহ! যতই ক্ষুদ্র হইক না কেন) 
1-43 সাপেক্ষে 0-53 পরিবর্তন হার সন্মান সমান হইলে, তখন Q অবকাশে O বিন্দুর 


সাপেক্ষে কণাটির কৌণিক wfecs কৌণিক pushes (Uniform angular 
speed ) বলা! হইবে। 


মন্তব্যঃ কৌণিক দ্রুতির একক : সেকে্ডে এক রেডিযান্‌। 
Wii геч সাপেক্ষে о (=P) aa পরিবর্তন হারকে কৌলিক ত্বরণ বলা ex 


H = Lt Ao do d% 
. কৌণিক ত্বরণ At-0, АС Pr ats 


А-2. বৃত্তপথে একটি কণার গতি নির্ণয় £ 

মনে করি, একটি কণ! ? ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট тал গতিশীল। ও বৃত্তের сэх 0 
এবং OX єс А বিন্দুতে ছেদ করে। সময়ে কণাটি P বিন্দুতে এবং t+Åt 
সময়ে উহ! О বিন্দুতে 
অবস্থিত, যেখানে, চাপ 
AP=s; চাপ EO = 
As; 2АОР-0 
аб; ZPOQ- 
£১৪ রেডিয়ান্‌। 

তাহা হইলে, 

As rA, 01) 

P বিন্দুতে কণাটির 
বেগ v হইলে, যাহা 


স্পর্শক PT বরাবর 
ক্রিয়াশীল, 


Lt 8,8. 
Ус №50, At dt! dedi. 


এবং P বিন্দুতে কৌণিক mf o হইলে, 


as MB Sin Le (L àA 
At20, At, At90 Az At 


-5, 
, 


£ 


v 
অর্থাৎ, o= ` ১০ 
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কণাটি বৃত্তপথে সমদ্রুতি %-এতে গতিশীল হইলে, o গ্রবক থাকিবে । 
মনে করি, P এতে কণাটির তবরণের উপাংশ ম্পর্শক РТ বরাবর fr (মানে) 
এবং অভিলহ্ব PO বরাবর fs (মানে )। 
কণাটি সমদ্রতি » এতে এ 907174 গতিশীল হইলে, P এতে wies পরিমাণ v 
এবং তাহা PT ম্পর্শক বরাবর ক্রিয়াশীল; আবার, Q এতে 2054 পরিমাণ % এবং 
তাহা Q এতে স্পর্শক БО বরাবর ক্রিয়াশীল হইবে। 
কথাটি বৃত্তপথে সমদ্রুতিতে গতিশীল হইলে, 
rA0= AszvAt. ED (3) 


Lt vcos^0—v 
তখন, ЙАТ Abt 


v? It  cos^o-1 (3 > < 
int. rU 8 তে] Ze 
т 230 Ao (6) Ы 1 y { 


3 „> 
vede Re ы М! 24 


7M 
224495 Lt 2 віп? 
v9 7^ 087228 


2 H H à 
m o Ee fs [= « sin a) 
T «0l < « 


Фа} 


v* 
-— y *ü x1x0)=0. 


2, fr=0. нэх (4) 


ТЕТУ. sin A6 
আবার, fy: льо At 


=” Lt sin Ao 1 
“РүУ y ДЫ [ (3) হইতে } 


з 
mU. x1 
w 


fy= m ... (5) 


সুতরাং, বৃত্তপথে সমদ্রুতিতে গতিশীল কণার ত্বরণের মান v*/r (җа) যাহা 


ра এবং যাহা fera বরাবর বৃত্তের কেন্দ্রা ভিমুখে সর্বদা (ав 8 1 
গতিবিস্তা_-14 


210 গতিবিদ্ধা 
বিশেষ দ্ৰষ্টব্য £ 2 
মনে করা! যাক্‌, r ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট বৃত্তপথে কণাটি অসমদ্রুভিতে গতিশল। 


এইরূপ ক্ষেত্রে, t সময়ে P এতে কণাটির বেগ » হইলে, যাহা স্পর্শক РТ বরাবর 
ক্রিয়াশীল, 


= Lt As ds | "T T [Н 
৮- лоді di? 9 
o= Lt Аб. Lt (lAs). 32 (i) 

At>-0At ১৫৯০ At) r 


কণাটি বৃত্তপথে অসমদ্রতিতে গতিশীল হইলে, ০ аф থাকিবে all 
মনে করা WP, কণাটির বেগ এতে ৮, যাহা PT "e বরাবর ক্রিয়াশীল 


এবং উহ Q এতে ৮+ A» যাহা! Q এতে s RO বরাবর ক্রিয়াশীল 1 তখন, 
Lt (v+ Av) ০০৪/১৪--% 


fr= A150 At 
- Lt fAv (cos A0 —1) 
2150 ni cos A0 + ৩১৪১) 
tct. NP Lt 


= дьо At atao, COS A0 


x ada { (зл A6. Ag) 


"d d^ “. (ш) 
আবার, f = 22, tt Ай но Де 
১: sin A0 Ле 
= ano (৮৮৫০ গড At 
=Y X1 X o=y2/r. 
р? 


f. umm ... (iv) 


2043: (i) v=or, (ü) fx=o3y. 
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A-3. অভিকেক্দ্র বা কেন্দ্রাভিমুখী বল ( Centripetal force ) : 

যখন কোন বস্তু ( বা» কণ! ) একটি নির্নিষ্ট বৃত্তাকার পথে ঘুরিতে থাকে, তখন 
ER কেন্দ্র অভিমুখে বস্তুর উপর যে বল ক্রিয়া করে তাহাকে LI 
বল বলে। 


QUII, m ভরের একটি বস্তু ? দৈর্খ্য- 
বিশিষ্ট দড়ির এক প্রান্তে বাধিয়া অনুভূমিক 
প্রতিরোধহীন wa বৃত্তাকার পথে দড়ির অপর 
প্রান্ত ধরিয়া ঘুরাইতে থাকিলে, দড়িতে যে 
টান T হইবে, তাহাই অভিকেন্ত্র বল। 
সুতরাং, বস্তুর বেগ v হইলে, যাহ! বৃত্তের 
স্পর্শক বরাবর ক্রিয়াশীল, T = mv*/r. 

84): প্রত্যেক ক্রিয়ার একটি সমান 
ও বিপরীত প্রতিক্রিয়া থাকে । বস্তুটি বৃভাকার পথে ঘুরিবার সময় হাতে দড়ির টান 
অনুভব কর! যাইবে, যেন বস্তুটি একটি বল দ্বারা হাতকে দড়ি বরাবর cem হইতে 
বাহিরের দিকে টানিতেছে। 

কোন বস্তু (3l, কণা ) বৃত্তাকার পথে ঘুরিতে থাকিলে, কেন্দ্রের বহিমুখে যে বল 
প্রতীয়মান হয় এবং যাহ! বাস্তবিক পক্ষে অভিকেন্দ্র বলের সমান ও বিপরীত, তাহাকে 
честа, বা, стае বল (Centrifugal force) বলা হয়। 
সতি সত্যি বস্তুটি কেন্দ্র বহিমু খে চলিয়| যাইতে চায় না। তাহার প্রমাণ, বৃত্তাকার 
পথে বস্তুটি ঘুরিবার সময় যদি হঠাৎ দড়িটি ТЕГШ যায়, তবে সেই মুহূর্তে বস্তুটি 
বৃত্তের "s বরাবর সরলরেখায় ছুটিয়া চলিবে। দড়িটি ছিড়িয়া যাওয়ার 
সঙ্গে সঙ্গে অভিকেন্দ্র বল (ক্রিয়া) থাকে না; ফলে অপকেন্্র বলও (প্রতিক্রিয়া! ) 
থাকে 411 


মন্তব্যঃ একটি বস্তু নিয়ত (Steadily ) বৃত্তাকার পথে » বেগে face 
থাকিলে, এবং সেকেণ্ডে n সংখ্যক আবর্তন করিলে, আর উহার কৌণিক সমবেগ 


о হইলে, ox 87) বা, o-—27n. 


আবার, o= xr. +. v-—or-2mr, i 


212 38451 


А-4. 9904 দাইকেল-আরোহীর গতি £ 
মনে করি, একজন সাইকেল-আরোহীর (аш এবং আরোহীর) ভরকেন্দ্র ғ ব্যাসার্ষ- 
বিশিষ্ট বৃত্তাকার পথে কৌণিক 
সমবেগে ঘুরিতেছে (fer 
'ON=r) এবং আরোহীর 
নিয়ত বেগ %) সাইকেলসহ 
আরোহীর ভার mg. উহার 
উপর পথের afa প্রতিক্রিয়! 
R হইলে এবং তাহা! vu 
দিকের সহিত 0 কোণ 
করিলে, যে কোন মুহূর্তে, 
R cos 0= mg ; 


з 
К зіп = 


А-5. দৃষ্টান্তমূলক Фе : 

উদ্দাহরণ 1. 5 পাউও-ভরের একটি প্রস্তরথগু 10 ফুট দীর্ঘ একটি হাল্কা 
“4814 দড়ির এক প্রান্তে বাধিয়া হাত দিয়া দড়ির অপর প্রান্ত fam) প্রস্তরথণ্ডটি 
একটি 394 টেবিলের উপর রাখিয়া ques পথে чиа! হইতে থাকিল। প্রস্তর 
থণ্ডটি দড়ি বরাবর অমুভূমিকতলে ঘুরিতে থাকিলে এবং দড়িটি সর্বোচ্চ টান 4 পাউণ্ড 
ভরের বেশী সহ করিতে না পারিলে, উহ! সর্বোচ্চ কত বেগে @ ভাবে ঘুরিতে পারিবে 
এবং তখন প্রতি মিনিটে উহার পূর্ণ আবর্তন কত হইবে? 

মনে করি, সর্বোচ্চ СЧ = F/A. 

তখন, উহার «иста ne ^ পাউগ্যাল্‌। 

দড়ির সর্বোচ্চ 814254 পাউণ্ড ভার= 4% 32 পাউগ্যাল্‌ এবং ইহা কেন্দরা ভিমুখে 
ক্রিয়াশীল । чэн, প্রস্তরথণ্ডটির নিয়ত গতিকালে, 


: $ বাঁ, y<16. 
সুতরাং, প্রস্তরথণ্ডের সর্বোচ্চ বেগ = 16 ফুট/সে. 1 
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quai, সেকেণ্ডে প্রস্তরথণ্ডের আবর্তন সংখ্যা : 
Worm 16 
2mr 2nx10 
সুতরাং, মিনিটে প্রস্তরথণ্ডের আবর্তন лел = 165. „#5 -18(404) 
উদ্ধাহরণ 2. একজন সাইকেল-মারোহী 100 মিটার ব্ঠাসার্ধবিশিষ্ট বৃত্তাকার 
পথে কত বেগে নিয়ত ঘুরিতে থাকিলে, бич faces সহিত তাহাকে 30০ কোণে 
"আনত থাকিতে হইবে? [2980 দে.মি./সে.* 11 


tan =” সুত্রে, 0=30° ; 8-980 সে মি./সেঃ ; 


7= 100 মিটার = 18718 
ও = тє „жы 
. v»*-gr tan 6—980x10* x J 


п= 


=98 x 105 x AP 


2298 x 105 x 173205 173005 


=98 х 105 x 0 57735 
= 104 x 98 x 5'7735 
„ v=10°x J98x57735 
=10° x 237866 
“. fac বেগ 237866 মিটার/সেকেও। 


প্রশ্থমাল। 12 (A). 


i. 1225 গ্রাম ভরের একটি xw 10 মিটার দীর্ঘ একটি দড়ির একগ্রান্তে 
খাকিয়! অন্ভূমিক বৃত্তপথে নিয়ত 20 সে. মি./সে. বেগে ঘুরিতেছে। দড়িটির 
অপর প্রান্ত স্থির থাকিলে, দড়ির টান এবং প্রতি মিনিটে বস্তুটি কতবার পূর্ণ 
আবর্তন করিবে, etel নির্ণয় কর। (л=3`1416). 

2, 49199 ভরের একটি বস্তু 10 ফুট দীর্ঘ একটি হাল্কা অবিস্তার্য দড়ির 
সাহায্যে দড়ি বরাবর অনুভূমিক তলে বৃত্তাকার পথে আবর্তন করিতে থাকিলে, 
উঠার সর্বোচ্চ বেগ কি হইতে পারে এবং তখন প্রতি মিনিটে উহা কতবার পূর্ণ 
ба করিবে, যদি দড়ির সর্বাধিক সহশক্তি 5 পাউণ্ড-ভার হয়? 
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8. কোন একজন সাইকেল-আরোহী 100 গজ ব্যাসার্ধের বৃত্তাকার পথে 
40(3- 43) ফুট/সে. বেগে ঘুরিতে থাকিলে, উল্লন্বদ্িকের সহিত সে কত কোণে 
আনত আছে? 

4. একজন সাইকেল আরোহী একটি বৃত্তাকার পথে সেকেণ্ডে 12 মিটার 
বেগে উল্ন্বদিকের সহিত 15° কোণে ঘুরিতে থাকিলে, à বৃত্তাকার পথের ব্যাসার্ধ 
NS, [ 4980 সে. fa.cn.? 1 1 


ANSWERS. [ প্রশ্নমাল। 12(A) 1. 


1 05 গ্রাম-ভার; 019 বার (ew)! 2. 20 ফু./সে.; 19 বার 
(etw)! 8. 15°. 4 5486 মিটার (প্রায় )। 


А-6. সরল দৌোলক ( Simple pendulum )-এর গতি নির্ণয় : 

মনে করি, aw. qa ач অবিস্তার্য দড়ির এক প্রান্ত একটি স্থির বিন্দুতে নিবদ্ধ এবং 
অপর প্রান্তে m ভরের একটি বস্তু বাধিয়! মুক্তভাবে Sm অবস্থায় ঝুলানো আছে। 
. এইরূপ ক্ষেত্রে, একটি Зачил বস্তুটি দৌলারমান হইলে, ইহাকে সরল দোলক 
বলা হইবে। 

মনে করি, স্থিরবিন্দু c; দড়ির 
দৈর্ঘ্য 1) বস্তুর 919m: যেখানে, Ico =, 
co meia অবস্থিত এবং বস্তুটি দড়ির 
о বিন্দুতে বাঁধা আছে। 

মনে করি, দোলকটি САА উল্লন্বতলে 
দোলায়মান এবং coma উহা P বিন্দুতে 
অবস্থিত, যেখানে ZocPe0 রেডিয়ান 
এবং 6 অতীব yg | এক্ষণে, qaia উপর 
Ж: ক্রিয়াশীল বলগুলি айл: (O দড়ির টান 
T,PC বরাবর ; এবং (i) উল্নস্বতাবে নিয়দিকে quis ভার mg. 

9 অতিশয় ти বলিয়া, বস্তুটির গতি সর্বদাই AOA বুত্চচাপের P এতে স্পর্শক 
বরাবর। সুতরাং, চাপ OP s হইলে, বস্তুটির স্পর্শক বরাবর গতি সমীকরণ 1-- 


з 
паз. —mg sin 6) "Ë bs. DAD 


mg 
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2 
এবং P বরাবর গতি-সমীকরণ : m^ =T - mg cos 0 ; - (B) 
যেখানে, ৮৮, এখন, (А) হইতে পাই : 
з / 
= -g sin 0. e (1) 


438. d*o 
কিন্তু, 5=10 বলিয়া, atii 


এবং 0 এর মান অতীব ক্ষুদ্র ও রেডিয়ানে প্রকাশিত বলিয়া, sin 0 == 0. 


west, এইরূপ ক্ষেত্রে, (1) হইতে পাই, 
tp a аг) 
Р 2 
qi, d icu ... m (3) 
যেখানে, и= gll0. 


স্থভরাং, এইরূপক্ষেত্রে, সরল দোলকের গতি সরল cas গতি। এখন, 
সরল দোলকের দোলন-কাল T হইলে, 


= 2n = [e ... ... 
eI 2л Jg. (4) 


মন্তব্য £ G). সরল দোলকের দোলনকাল উহার দৈর্ঘ্যের বগমূলের সহিত 
সরলভেদে এবং অভিকর্ষজ ত্বরণ g এর বর্গমূলের সহিত ব্যন্ততেদে থাকে | 

g এর মান একই থাকিলে, অর্থাৎ একটি নিদিষ্ট স্থানে একটি ঘড়ি ww যাইবে 
যদি উহার দোলকের দৈর্ঘ্য কমানে! হয়, এবং মন্দ যাইবে যদি দোলকের QU] 
বাড়ানো হয়। 

আবার, দোলকের দৈর্ঘ্য একই থাকিলে, বিভিন্ন অবস্থানে অর্থাৎ g এর মান বৃদ্ধি 
বা л পাইলে, ড়িটি যথাক্রমে FS ক! মন্দ যাইবে 1 

Gi) ॥ দৈর্ঘ/ুক্ত দোলকের দোলনকাল কোন একষ্থানে জান! থাকিলে, সেই 
স্থানের g এর মান জান! যাইবে, অর্থাৎ, 1 এবং T নির্দিষ্ট হইলে, 


T=2r J| হইতে, gi জানা যাইবে। 
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Gü) যে দোলকের দোলনকাল 2 সেকেণ্ড, অর্থাৎ, (З4Ї4З| হইতে স্থিরাবন্থায় 
যাইতে 1 সেকেণ্ড সময় লাগে, তাহাকে সেকেও-দোলক-বল! হইবে | একটি সেকেও- 
দোলকের tt 1 হইলে, 2-27%12, বা, ৫-17%, 

স্থতরাং, যে স্থানে g=980 সে. মি./সে.এ, সেই স্থানে সেকেণ্ড দোলকের দৈর্ঘ্য 
199295 সে. মি. (প্রায় )। 


А-7. দৃষ্টান্তমূলক উদ্দাহরণ : 

উদ্ধাহুরণ 1. একটি ঘড়ির দোলকের দৈর্ঘ্য 0814 ফুট এবং 86 দিনে 30 
সেকেও দ্রুত їп! উহার দোলকের দৈর্ঘ্যের কিরূপ পরিবর্তন করিলে, উহা সঠিক 
সমর দিবে? 

যে খড়ি সঠিক সময় দেয়, তাহা গড় он {ачка 24x 60 x 60, অর্থাৎ, 
86400 сяст নির্দেশ wa | 

4 wfefb দিনে 30 সেকেণ্ড w গেলে, তখন, উহ! গড় সৌর দ্বিনমানে 
86400 4-30, অর্থাৎ, 86430 সেকেণ্ড নির্দেশ করিবে। 


86400 pa 
তাহা হইলে, а ঘড়িটিরদোলক с 86430 সেকেও্ডে একটি স্পন্দন (beat) নির্দেশ 
TAI 


মনে করি, lo ফুট =0'814 ফুট এবং প্রদত্ত ঘড়ির জন্য দৌলকের দৈর্ঘ্য ! ফুট হইলে, 
সঠিক সময় নির্দেশ করিবে। তাহা হইলে, 


lo 86400. e 
Z 86430! ^ 239 


যেখানে, খ্র স্থানের অভিকর্ষজ vw = g ফুট/সেকেওঃ | 


du 86430 
‚Жө, Ji А/ om 0814 85400 "1+: 
— `] NE = =— 

A(t ax) lt айа)! 
0814. 
o =т= 1440 
বা, 1=Ь+0°0005653. 
এখন, *. 000056528 ফুট 000678336 ইঞ্চি, 
সুতরাং, দোলকের (80) 0006785, বা, 1/147 ইঞ্চি ( প্রায়) বাড়াইতে 
"a 


= 00005653 ; 


-— চন 
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উদ্ধাহরণ 2. একটি সেফেণ্ড ছোলকের Oré উহার দৈর্ঘ্যের 0:01 গুণ বাড়াইলে 
ঘড়িটি প্রতিদিন কত সেকেণ্ড মন্দ ষাইবে? 
মনে করি, দোলকের দৈর্ঘ্য প্রথম ছিল ] এবং দৌলনকাল T সেকেণ্ড, 
যেখানে Т=2 এবং 1,=1+001х1 হইলে, দোলনকাল T, се! 
তাহা হইলে, 
T=2n Vijg; এবং Ti 27 4151৫ 
х тут ২17 /(%+001)=1°005 (প্রায়) 
T,241005x T=1'005x 2=2'01. 
সুতরাং, দোলকের দৈর্ঘ্য বাড়ানোর ws ঘড়িটি প্রতি দুই সেকেণ্ডে 001 
সেকেণ্ড মন্দ যাইবে। Q 
wes, ঘড়িটি 1 দিনে অর্থাৎ 86400 সেকেণ্ডে 2. 
অর্থাৎ, প্রায় 71 মিনিট মন্দ যাইবে। 
উদ্নাহরণ 3. একটি ঘড়ি তৃপৃষ্ঠে সঠিক সময় দেয়। উহ! একটি উচ্চ পাহাড়ের 
শীর্ষে দিনে এক মিনিট ая গেলে, পাহাড়ের উচ্চতা কত? [ পৃথিবীর ব্যাসাধ 


= 3960 মাইল 11 
মনে করি, পাহাড়ের উচ্চতা), মাইল এবং একই এককে তৃপৃষ্টে ও পাহাড়ের 


0701 2 x 86400 সেকেণ্ড, 


উর্ধে অভিকর্ষজ ত্বরণের মান যথাক্রমে g এবং ৪1. 
g _(3960+h 
তাহা হইলে, YT 3960 E 


86400 P 

2-27 Jilg ` 2х 56340 =2л n 

যেখানে, সেকেণ্ড দোলকের দৈৰ্ঘ্য 1 ফুট | } 
3960+h // « 
960 | 


Z S40 Fix 
9 e 3960 x (2830 — 1) 


= 3960 মাইল = 2152 মাইল (প্রা Дан 
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প্রশ্নমাজা 12 (В) 

1 একটি ঘড়ির দোলকের দৈর্ঘ্য 325 ফুট এবং তাহা কোন এক স্থানে দিনে 
2 মিনিট mw যায়। দোলকের দৈর্ঘ্যের কি পরিবর্তন করিলে, ঘড়িটি এ স্থানে 
সঠিক সময় দিবে ? | 
— 9. একটি ঘড়ি দিনে 1 মিনিট ss যায়। উহার দোলকের দৈর্য্যের কি 
পরিবর্তন করিলে, ঘড়িটি সঠিক সময় দিবে? 

8. একটি সঠিক ঘড়ির দোলকের দৈর্ঘ্য উহার দৈর্ঘ্যের 0005 অংশ কমাইলে, 
ঘড়িটি প্রতিদিন কত মিনিট ws যাইবে? 

4. একটি ঘড়ি দিনে 2 মিনিট ww যায়। Seta দোলকের দৈর্ঘ্যের কি 
পরিবর্তন করিলে, উহা সঠিক সময় দিবে? 

5. একটি সেকেণ্ড দোলকের দৈর্ঘ্য উহার দৈর্খ্যের goo অংশ বাড়াইলে বড়িটি 
প্রতিদিন কত মিনিট মন্দ যাইবে? 

6, কোন এক স্থানে একটি সেকেও্ড-দোলকের tw 100 সে. মি.) স্থানে 
# এর মান কত? 

T. একটি ঘড়ি ভূপৃষ্ঠে প্রতিদিন 1 মিনিট দ্রুত যায়। ভূ-পৃষ্ঠ হইতে কত উচ্চতায় 
Sel সঠিক সময় দিবে? [ পৃথিবীর ব্যাসার্ধ 3960 মাইল 11 

8. বে ঘড়ি үй সঠিক সময় দেয়, একটি পাহাড়ের শীর্ষে তাহ! দিনে 30 
সেকেণ্ড মন্দ যায়। পাহাড়ের উচ্চতা কত ? [ পৃথিৰীর ব্যাসার্ধ= 3960 মাইল 1 1 

9. MR একটি ঘড়ি সঠিক সময় দেয়। সমুত্র-পৃষ্ঠ হইতে 2 মাইল উচ্চতায় 
ইহাকে নিয়ে যাওয়ার পরে, দোলকের দৈর্ঘ্যে কিরূপ পরিবর্তন করিলে, ইহ! 
সঠিক সময় দিবে? [ পৃথিবীর 97191 3960 মাইল ] i 

10. 10004 একটি দোলক যে সময়ে n সংখ্যক দোলন দেয়, উছার দৈর্ঘ্য 
বৃদ্ধি পাইলে, З সময়ে উহা л‹/(2]) সংখ্যক দোলন কম দেয়-_তাহা প্রমাণ কর। 

ANSWERS | ер үн 12 (В) 1 

1. প্রায় 0'108 ইঞ্চি বাড়াইতে হইবে 2. প্রদত্ত দৈর্ঘ্যের প্রায় 1/720 অংশ 
ড়াইতে হইবে। ৪. প্রায় 36 মিনিট ws যাইবে। 4 প্রদত্ত দৈর্খ্যের প্রায় 
Vo অংশ কমাইতে হইবে। 5. প্রায় 2'4 মিনিট মন্দ যাইবে। 6, 98696 
n. মি /দে.* (প্রায় )। 7. 275481 8, 13755 মাইল ( etu )। 9. প্রায় 
jo অংশ কমাইতে হইবে | 


স্থিতিবিদ্ধা 
( STATICS ) 
উপক্রমাণকা 


0-1. আলোচন। ঃ 

আমর! গতিবিদ্ভায় বস্তুর ভরবেগের পরিবর্তন দ্বারাই বলের অস্তিত্ব আলোচনা 
করিয়াছি, এবং যে নিরবচ্ছিন্ন বলের প্রভাবে m ভরের বস্তুতে ত্বরণ f উৎপন্ন হয়, 
তাহার পরিমাপ যে mf হইবে তাহাও পূর্বে আলোচনা করিয়াছি। যে বস্তুর ত্বরণ 
আছে কেবলমাত্র তাহাই বলের অধীন, কিন্তু, বে বস্তু সমবেগে গতিশীল, অথবা, স্থির 
আছে তাহা কোন বলের অধীন নহে, এমন কথা বলা যায়না । যাহা বস্তুর স্থিরাবন্থা বা 
গতির পরিবর্তন ঘটায়, বা, ঘটাইতে চেষ্টা করে, তাহাকে বল বলা হয়। স্থতরাং, 
বলের প্রভাবে একটি বস্তু নির্দিষ্ট ত্বরণ 7 এতে চলিতে পারে, SÍ সমবেগে চলিতে 
পারে, অথবা, 88 স্থিরও থাকিতে পারে । সুতরাং, একটি vy স্থির থাকিলে, 
তাহা কোনও বলের অধীন নহে, এমন কথা বলা চলে 51 ! 

এক শ্রেণীর বল আছে, যাহার! বস্তুতে গতি সঞ্চার করে; তাহাদিগকে 
সক্রিয় বল qm হয়। পতনণীল বস্তুর ভার, চুম্বকের আকর্ষণ ч বিকর্ষণ ইত্যাদি 
সক্রিয় বলের দৃষ্টান্ত । ইহারা স্থির বস্তুতে গতি সঞ্চার করে, বা, গতিশীল বস্তুর 
গতির পরিবর্তন ঘটায়। অপর এক শ্রেণীর বল আছে, যাহারা কথনও এইরূপ 
্রত্যক্ষতীবে গতি উৎপাদন করেনা; তাহারা কেবলমাত্র বস্তুর গতি রোধ করিতে 
সমর্থ । টেবিলের উপর একটি বই রাখিলে, বই এর ভার উহাকে নিয় দিকে গতি 
দিতে চায়; few, টেবিলের প্রতিক্রিয়া এ গতিকে বাধা oma একটি দড়ির 
এক প্রান্ত হাতে ধরিয়া অপর প্রান্তে একটি প্রস্তরথণ্ড বাধিয়া নীচে ঝুলাইয়! দিলে, 
উহার ভার নীচের দিকে গতি সঞ্চার করিতে চায়; কিন্ত, দড়ির টান তাহাতে 
বাধা omi মাটিতে একটি গোলাকার বস্তুকে গড়াইয়! দিলে, মাটির ঘর্ষণ এবং 
উচুনীচু ভাব Saa গতি কমাইতে কমাইতে উহাকে একেবারে থামাইয়া দেয়। 
বাধা, টান, ঘর্ষণ, প্রভৃতি এক নূতন জাতীর বল। ইহাদিগকে প্রতিক্রিয়া বল 
বলা হয়। প্রধানতঃ, এই দ্বিতীয় শ্রেণীর বলের আলোচনাই স্থিতিবিদ্তার বিষয়বৃন্ত | 

বলের প্রভাবে বস্তুর, বা কণার, বা বিন্দুর স্থিতাবস্থার নানাদিক্‌ বলবিস্তার যে 
শাখার আলোচিত হয়, তাহাকে স্থিভিবিদ্া। ( Statics ) বল! x i 
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0-2. বলের পরিমাপ ও একক : 

গতিবিদ্ধায, Рту? হুত্ৰ-সাহাধ্যে বলের পরিমাপ wat হইয়াছে। ইহা একশ্রেণীর 
গতিশীল বস্তুর ক্ষেত্রে প্রযোজ্য। যেখানে একটি Р বল অবিচ্ছিক্নভাবে m- 
তরবিশিষ্ট чеч উপর ক্রিয়াীল হইয়। f ত্বরণ উৎপন্ন করে, সেইখানে 881 প্রযোজ্য । 
কিন্তু, ত্বরণ যেখানে নাই সেখানে এই উপায়ে বলের পরিমাপ কর| যাইবে না। 
তখন, কোনও чач উপরে বলের পরিমাপ নির্ণয় করিবার প্রধান উপায়, বস্তুটির ভার 
fati অপিচ, বস্তুটির উপরে প্রযুক্ত বলটির কতটুকু প্রতিক্রিয়া, তাহা হইতে 
বলটির পরিমাপ পূর্বোক্ত ভারের সাহায্যে নির্ণয় করা যাইবে। 

Ге, G) এফ. পি. এম্‌. পদ্ধতিতে বলের একক এক পাউণ্ড-ভার 
C11b. wt.) এবং (8) সি. জি. এম্‌. পদ্ধতিতে বলের একক এক গ্রাম-ভার 
(lgm wt)! ext, 5 পা.-ভার এর একটি বল বলিলে, উহার দ্বারা কেবল 
বলের পরিমাপকে বুঝাইবে ) 9847 50 গ্রা.-ভার এর একটি বল বলিলে, উহার 
দারা কেবল এ বলের পরিমাপকে বুঝাইবে। 

0-3. বলের প্রকৃতি £ 

বলের প্রকৃতি বিশ্লেষণ করিলে, দেখ! যায় Ct, ইছার চারিটি বিশেষত্ব আছে। 
যেমন, উহার à) প্রয়োগ বিন্দু ( Point of application ); 
Gü) মান (magnitude); (ü) ক্রিপ্লীরেখ। (line of action ). ও 
(v) fis ( direction ). 

কোন чат উপর একটি বল প্রযুক্ত হইলে, উহ! নিশ্চয়ই সমগ্র 38 জুড়িয়! ক্রিয়া 
করিবে নাঃ উহা বস্তুটির কেবলমাত্র একটি বিন্দুতে একটি সরলরেখ! বরাবর ক্রিয়া 
করিবে। বস্তুটির যে বিন্দুতে Q বল ক্রিয়া করে, তাহাকে বলের «ач 
বা, КЕШ, এবং যে রেখায় Sel ক্রিয়া করে তাহাকে বলের ক্রিয়ারেখ। ( line 
of action of force) বলা হয়। বলের ক্রিয়ারেখাকে Seta গ্রয়োগরেখ!, এবং 
প্রয়োগ fer হইতে ক্রিয়ারেখ| বরাবর যে faf দিকে এ বল ক্রিয়া করে, 
তাহাকে উহার অভিমুখিতা, বা, দিক্‌ বলে। বলের পরিমাপ সদ্বন্ধে পূর্বেই আলোচনা 
wal হইয়াছে 25 কিলোগ্রাম-ভার এর একটি বল বলিলে, উহার দ্বারা বলটির 
কেবল পরিষাপকে বুখাইবে। 

মনে করি, কোন একটি বস্তুর ০ বিন্দুতে OL বরাবর 15 91-39 পরিমাপের 
একটি বল প্রযুক্ত হইল, এবং ইহা ০ হইতে Loa: দিকে ক্রিয়া করিতে খাকিল। 


—ir রস কয COE 
— UU 0 
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তাহা হইলে, এখানে чаба পরিমাপ 15 পা.-ভার ; প্রয়োগবিন্দু ০; ক্রিয়ারেখা 
OL এবং অতিমুখিতা oL, অর্থাৎ, o হইতে L এর দিকে। সুতরাং, দেখ! 
যাইতেছে, একটি দিকৃ-নির্দেশিত রেখাংশ ছারা একটি বলকে সুচিত কর! 
যাইবে, অর্থাৎ, যে কোন পরি- ) 
EHEC 352 IL. uc ১০ š 
OL এর উপর A বিন্দু লইলে, যেখানে 
OK এর পরিমাপ 3 সে. মি. এবং 5 
পাউও্-ভার পরিমাপ বলকে 1 সে.মি, 
দৈর্ধোর। রেখাংশ দ্বারা т 
করিলে, 15 পাউগু-ভার পরিমাপের 
বল OA দারা নির্দেশিত হইবে, যেখানে бА=3 সে. মি.। এইরূপ ক্ষেত্রে, 15 
পা-ভার পরিমাপের বল মানে,দিকে ও ক্রিয়ারেখায় ОА দবারা নির্দেশিত, যেখানে о à 
বলটির প্রয়োগবিদ্দু। কিন্ত, এই একক মনোনয়নে, 5 পা-ভার বলকে 3 
ইঞ্চি দৈর্ঘ্যের রেখাংশ দ্বারা! 5055 করিলে, 15 পা -ভার বল ов দারা নির্দেশিত 
হইবে, যেখানে ОВ=9 ইঞ্চি এবং বলটির প্রয়োগবিন্দু ০. qor, অতি wq 
মনে রাখা দরকার, নিদ্দিষ্ট পরিমাপের বলকে বিভিন্ন উপায়ে ¿wq একক 
মনোনয়নের সাহায্যে, বিভিন্ন দৈর্ঘ্যের দিক্‌ নির্দেশিত রেখাংশ দারা সুচিত করা 
যাইতে পারে। 
0-4. বস্তুকণ! ও দৃঢ় বস্তু £ 

কোন বস্তুর আরতন sf এত ক্ষুদ্র হয় যে, তাহাকে একটি বিন্দু ভাবা যাইতে 
পারে, তবে তাহাকে একটি কণ! ( Particle ) বলা হইবে। যে কোন বন্ধ অসংখ্য 
কণার সমন্বয়ে গঠিত। কোন বস্তর উপর থে কোন ROF ও যে কোন মানের বল 
প্রয়োগ করিলেও যদি এ বস্তুটির যে কোন দুইটি কণার দূরত্ব সকল অবস্থাতেই 
অপরিবর্তিত থাকে, তবে তাহাকে দৃঢ়বস্ত ( Rigid Body ) বলা ас | West, 
কোনও অবস্থাতেই একটি দৃঢ় বস্তুর আকার ও আয়তনের পরিবর্তন হইবে না। 
0-5. সমান বল ও বলের লামযাবস্থা š 

দুই বা ততোধিক বল যুগপৎ কোন একটি বস্তুর উপর প্রযুক্ত হইয়া! বস্তটিকে 
ক্রুতিহীন অবস্থায় স্থিতিশীল রাখিলে, বা Фет সম্মিলিত ক্রিয়াফল чи হইলে, 
“এ বলসমূহ সাম্যাবস্থায় (in equilibrium ) আছে” বলা হইবে। 
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একটি বস্তু কণার উপর যুগপৎ দুইটি বল পরস্পর বিপরীত অভিমুখে প্রযুক্ত হইয়া 
সাম্যাবস্থায় থাকিলে, এ বল 9809 মান সমান হইবে। এইরূপ ক্ষেত্রে, বল 
দুইটি সমান (মানে ) বলা হইবে। 

দুইটি বল কোন একটি দৃঢ় বস্তু ( Rigid body ) এর একই বিন্দুতে অথবা বিভিন্ন 


বিন্দুতে যুগপৎ প্রযুক্ত হুইয়! নাম্যাবস্থায় থাকিবে, af (1) উহাদের মান সমান 
হয়; (ii) উহাদের ferati একই হয়? এবং Gü) উহাদের бәдә! পরস্পর 
বিপরীত হয়। একই ক্রিয়ারেথায় বিপরীতমুখে দুইটি সমান মানের বল একই qv 
বস্তুতে সক্রিয় হইলে, উছারা নিজ নিজ দিকে ত্বরণ উৎপাদন করিতে চেষ্টা করিবে ; 
কিন্তু, ও চেষ্টা সমান ও বিপরীত-মুখী বলিয়া একে অন্তরকে রোধ করিবে । RET, 
বস্তটতে ( উহা দৃঢ় বলিয়া ) কোনও গতি সঞ্চা রত হইবে al | 


4 4): Postion of Rest = дү", ( যখন velocity =0 ) ; 
Equilibrium ssrsjT« "wl, (যখন Resultant Force 0 ). 
0-6. বলের প্রয়ো গবিন্দুর স্থানান্তরণ-ভত্ব £ 
( The principle of transmissibility of forces ) : 


একটি বল কোনও দৃঢ় чат একটি বিন্দুতে প্রযুক্ত হইলে, উহার ক্রিগ্নারেখার 
উপরিষ্থ বস্তুটির অপর এক বিন্দুতে যদি উহার প্রয়োগবিন্দুর স্থানাস্তরণ করা হয়, তবে 


хаба উপর বলটির ক্রিয়াফণের 
কোন পরিবর্তন হইবে না। ইহাই 


বিন্দুতে ৮ মানের একটি বল ом 
বরাবর প্রযুক্ত এবং ইহার ক্রিয়ারেখা м. এই ক্রিয়ারেখার উপরিস্থ এ বিন্দুতে P মানের 


একটি-বল AM বরাবর এবং P মানের অন্ত একটি বল AL বরাবর যুগপৎ প্রয়োগ করা 
হইল, যেখানে А বিন্দুটি Q দৃঢ় বস্তুর উপরে ( বা, মধ্যে) অবস্থিত। ইহার ফলে, 


о бтз Ом বরাবর P মানের ате বলের ক্রিয়ার কোন পরিবর্ধন হইবে না। 

এখন, о বিন্দুতে OM বরাবর প্রযুক্ত P মানের বল এবং A বিন্দুতে AL বরাবর 
প্রযুক্ত Р মানের বল পরম্পর সমান (মানে ) ও বিপরতমুখী। সুতরাং, এই দুইটি 
বল সাম্যাবন্থায় থাকিবে । তাহ! হইলে, A বিন্দুতে AM বরাবর প্রযুক্ত P বলের 
. . জ্রিয়াফল,০ বিন্দুতে ом বরাবর প্রযুক্ত P বনেয় ক্রিয়াফলের সঘান। 


প্রথম чин) 
সমবিন্দু ঢুইটি বলের efe 
( Resultant of two Concurrent EN 


, afa ও উপাংশ £ 

কোনও чач উপর যুগপৎ দুইটি বল প্রযুক্ত হইলে, এবং উহাদের সম্মিলিত 
ক্রিয়াফল à বস্তুতে প্রযুক্ত তৃতীয় একটি বলের ক্রিয়াফলের সমান হইলে, এ তৃতীয় 
বলটিকে প্রথম দুইটি বলের nfa বল, বা, লক্ধি ( Resultant ) এবং প্রথমোক্ত 
বলয়ের প্রত্যেকটিকে তৃতীয় বলের উপাংশ ( Component ) বল! হইবে। 
1-2. বলের সামান্তরিক সুত্র ( Parallelogram Law of forces ) š 

ffs: কোন বস্তুর একটি বিন্দুতে যুগপৎ প্রযুক্ত দুইটি বল মানে, 
ক্রিয়ারেখ য় ও দিকে ওঁ বিন্দু দিয় অঙ্কিত একটি সামাস্তরিকের দুইটি 
эй 8 বাহু ছার! নির্দেশিত হইলে, উহাদের afa মানে, fexta 
ও দ্রিকে সামাস্তরিকটির উক্ত কৌশিক বিন্দুগামী কর্ণ দ্বারা 
হইবে। 

7 ব্যাখ্যা ঃ. মনে করি, কোনও বস্তুর о বিন্দুতে যুগপৎ দুইটি বল ৮ এবং এ 

মানে, ক্রিয়ারেখায় ও fU যথাক্রমে OA এবং ов ছার! নির্দেশিত | OK এবং 
নাহার олов সাষাস্তরিকটি অঙ্কন করা যাক্‌। তাহা হইলে, 


P এবং o বল দুইটির afa বল R মানে, ক্রিয্ারেখায় ও দিকে ос হানা! নির্দেশিত 
হইবে। 


৪ c ce33 প্রতীকের সাহায্যে, 
> > > 
ОА+ 0B — OC. 
асе, АС এবং OB 545 ও 
সমাস্তরাল, 


০ P A . > > 
. AC=OB. 


— > > 

*. ОА+АС=ОС. 

ос এবং AB vm D বিন্দুতে 
ছেদ করিলে, oc-20p, wfe 


-» Е 
ос=2.0р. 


-> — -> 
2. ОАЖОВ-200. 
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абау: “বলের সামাস্তরিক таг এর জ্যামিতিক প্রমাণ অত্যন্ত জটিল এবং 
শিক্ষার্থীদের পক্ষে দুর্বোধ্য হইবে বলিয়া, এখানে উহ! দেওয়া হুইল না। এই 
"сач সত্যতা নিরূপণের тэ একটি পরীক্ষামূলক প্রমাণ পরবত্তা আলোচনায় 
দেওয়! হইল। 


13. পরীক্ষা দ্বারা “বলের লামান্তরিক সূত্র” এর সত্যতা নিরূপণ : 

মনে করি, Р, o, R ভারের 
তিনটি qw তিনটি হাল্ক! অবিস্তার্ 
দড়ির তিন প্রান্ত ৷, M, N এতে 
বাধিয়া দেওয়া হইল, যেখানে Фит 
যে কোন দুইটির ভারের সমষ্টি 
তৃতীয়টির ভার o অপেক্ষা чең) 
পরে এই তিনটি দড়ির অপর প্রাস্তত্রয় 
о বিন্দুতে গ্রন্থিত করিয়া দেওয়া 
হইল। এখন, দেওয়াল অথবা Бич 
কাঠের বোর্ডে সংলগ্ন স্থির ও Gu 
দুইটি কপিকল E এবং H এর উপর 
ТЇР এবং o এর সহিত সংযুক্ত 
দড়ি দুইটি পৃথক পৃথক ভাবে লইয়া P, o, R ভারের বস্তু তিনটি অবাধে উল্নন্বভাবে 
Inst দেওয়া হইল, এবং ইহারিগকে fantata আসিতে দেওয়া айн | 

Ps O, R সংলগ্ন দড়ির টান যথাক্রমে Tas Tas Ta হইলে, T, 7 P; T. =Q; 
„Тешне আবার, যেহেতু, тте মহুণ এবং দড়িগুলি হাল্কা ও sfat, 
OEL দড়ির টান arta T, ; OHM দড়ির টান эа T, ; oN দড়ির টান সর্বত্র Ts 
তাহা হইলে, o feb та, Tas T, এর সম্মিলিত ক্রিয়াফলে সথিরাবস্থায় আছে, 
অর্থাৎ, P, о, R বলত্রয় ০ বিন্দুতে প্রযুক্ত হইয়া সাম্যাবস্থায় আছে। 

এখন (ече স্কেল মনোনয়নের ছারা OE, তল,তা হইতে যথাক্রমে তম, 
08, OD লওয়া হইল, যেখানে Ф| যথাক্রমে P, О, веча যান নির্দেশ করে। 
এক্ষণে, ০০৪ সামাস্তরিকটি সম্পূর্ণ করিয়া তত কর্ণ টি чча করি | তখন, আমরা 
দেখিতে পাইব যে, তত এবং OD একই সরলরেখায় অবস্থিত এবং উহার! সর্বলম | 
qerit, তত এর মান R হইবে। 
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যেহেতু, P, O, R, বলত্রয় ০ বিন্দুতে প্রযুক্ত হইয়া সাম্যাবস্থায় আছে, অতএব, P ও 
০-এর লব্ধি বল, ₹-এর সমান (মানে), কিন্তু বিপরীত অভিমুখিতায় একই রেখায় 
ক্রিয়া করিবে 1 সুতরাং, P ও о এর লন্ধি মানে, ক্রিয়ারেখায় ও দিকে oc দ্বারা! 
নির্দেশিত, অর্থাৎ, OA ও ০6-এর Яй OC, যেখানে, олов লামাস্তরিকের о 
বিন্দুগামী কর্ণ তত, 
1-4. একটি বিন্দুতে T цэ দুইটি বলের লক্ধির মান 
৮98 নির্ণয় £ 


o P A 
. Fig (a) Fig (b) 
মনে করি, ০ বিন্দুতে দুইটি mee а যুগপৎ প্রযুক্ত, যেখানে তাহার! মানে, 
প্রয়োগরেখায় ও দিকে যথাক্রমে, OA ও OB ছারা নির্দেশিত, এবং ОА=р ও 05 = 
Q এবং Z AOB = <. 
এখন, олов সামাস্তরিকটি সম্পূর্ণ করি এবং তত কর্ণটি অঙ্কন করি। তারপর, 
বর্ধিত তম, অথবা OA এর উপর CN ач অঙ্কন করি, যেখানে N বিশটি বর্ধিত GA, 
বা, ORA এর উপর থাকিবে। মনে করি, পূর্ব-নিধারিত এককে, Об=к এবং 
4৯০০৫, তখন, “বলের সামান্তরিক হব’ until од এবং ০ এর লক্ষি. 2, 
অর্থাৎ, m এবং * এর'লন্ধি m (মানে) এবং ইহ! 2 এর অভিমুখিতার স 
m 
ТО бв এবং Аб সর্বসম ও সমাস্তরাল বলিয়া, Аб=о. 
এখন, 0°<< <90° হইলে, Fig. (а) হইতে, 
CN = AC.sin маста зіп <; 
AN = ÁC.cos мс=а Cos <. 
কিন্ত, 90°< 4 < 180° হইলে, Fig.(b) হইতে, 


A L 4 
CN = АС. sin МАС=0 sin (7—«)=0 sin « ; 


= ; 
AN = АС. cos NAC—Q соз (T—«)— — о cos <. 


"T 
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এখন, омс সমকোণী ত্রিভুজ হইতে পাই, 
|! R*—0C* — ON? +С" 
7 (OA -- AN)? С°, [ Fig. (а) হইতে ] 
=(р-Еа cos <) +(q sin <)? 
=P --o* +2PQ cos <. 
অথবা, R*=06:=0N*+60N: 
—(OA—AN)'-CN', [ Fig. (b) হইতে ] 
=(р-Еа cos «)* +(а sin 4)? 
=P* +a? +2PQ cos <, 
সুতরাং, উভয় ক্ষেত্রেই, 


R= 40৮৪40৯4252 cos <) + (1) 


— K-——TvVO K .M=.Wq 
EL ক্ষেত্রেই, tan 8=0N/ON= 25984 


+Q cos < > 


Ç Q cos <` 

4947: 1. TN 28 
22 «290 হইলে, . 1 

R= J (P*0*); 

“Өвчаагэй, 
দ্রষ্টব্য £ 2. 

এ= 0° হইলে, 

R=P+Q 
4047 : 3. 

= 180° হইলে, 

В=Р-~ а, (৯১৯৯০), 
দ্রষ্টব্য £ 4. T 

o=P হইলে, - 

R= V (74254258005 < )=2P cos ; 


2 
-1 Psin« ыа 9-2 
Р-ЁР cos i оц 2 


= -1_Овіп« | 
অর্থাৎ, 9=tan Es | 


9 = tan 
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মন্তব্য 1 (a). P এবং ০ প্রদত্ত হইলে, তাহাদের пб মান বৃহত্তম হইবে, 

যখন cos < এর মান বৃহত্তম হইবে, অর্থাৎ, ০০৪০], বা, <=0° ; এবং তখন fag 
বৃহত্তম মান হইবে £ (P+O). 

. 4 (b. P এবং o প্রদত্ত হইলে, তাহাদের লক্ধি ক্ষুদ্রতম হইবে, যখন cos < এর 
মান ক্ষুদ্রতম হইবে, অর্থাৎ, cos <= — lo বা, «mr; এবং, তখন, লক্ধির ক্ষুদ্রতম 
মান হইবে £ (৮-:০) যদি P>৭, অথবা, (a— P) যদি ০১, 

মন্তব্য £ 2. Р, ০১৭ প্রদত্ত হইলে, এবং P> Q থাকিলে, P এবং Q এর লক্ধির 
অভিমুগ্থতা P এর অভিমুখিভার নিকটতর হইবে 1 

অন্তব্য 8 3. = এবং «—120? হইলে, P ও Q এর afa Р হইবে | 

বিশেষ দ্রষ্টব্য ঃ একটি কণার উপর যুগপৎ Pi, Pas Ps, б, Pa বল সমুহ 
ক্রিয়াশীল হইলে, পূর্ব-নিয়মে P, ও P, এর লন্ধি ৪: ; Rie Ps এর Afa Ra ; 
ইত্যাদি, এবং এই ভাবে অগ্রসর m" সর্বশেষে R॥-2 এবং P, এর লব্ধি F,-1i 
নিৰ্ণয় করা যাইবে। 


1-5. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ ঃ 
উদ্দাহরণ 1. কোন বিন্দুতে যুগপৎ 8 পা.-ভার ও 7 পা.-ভার বল দুইটি 60° 
কোণে ক্রিয়াশীল হইলে, উদাদের afa নির্ণয় কর। 
ба লব্ধির মান R পা.-ভার হইলে, এবং ইছার অভিমুখিতা! 891291 এর 
সহিত 0 কোণ করিলে, 
R?*-87--7*-F2.87. cos 60° 
| =64+49+56=169; 
অর্থাৎ, Р=13; 1 


7sin60 ,7,/, 
«наа 07837 cos 60 23 


সুতরাং, নির্ণের ল্ধির মান 13 1818, এবং ইহা 8 পা.-ভারের অভিমুখিতার 


50743 _ 23 
সহিত tan (12) 31, cos "6 কোণ করে। 
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উদ্বাহরণ 2. দুইটি বলের বৃহত্তম afa 17 কি. গ্রা.-ভার। 58 উহারা v 
লঙ্বাতিমুখে ক্রিয়া করে, তাহা হইলে, উহাদের afa 13 কি. গ্রা.-ভার হয়। বল 
দুইটির মান কত ? 

মনে করি, বল দুইটি P কি. গ্রা.-ভার এবং o কি. গ্রা-ভার যেখানে P>o, 


Ee Le ea) 

এবং 62470975139 | ... ... (2) 
এখন, P'+ot+2PQ=(P+Q0) ; 

বা, 169--2Ра--17" ; 

Ч, PQ-60 E ... (93) 

* (P—0):=(P+0):-4Pa | 
-17*—4x602 49, 
Ҹ,Р-9=7, (2 Рэй) 34 (4) 

তাহা হইলে, (1) এবং (4) হইতে, 
Р=12 এবং 0-5. 
* নিৰ্ণেয বল দুইটি : 12 কি. গ্রা-ভার এবং 5 কি. গ্রা-ভার। 


০ একটি বিন্দুতে পরস্পর সমকোণে ক্রিয়াশীল দুইটি বলের mfg 30 
পা--ভার এবং ইহা বৃহত্তর বলের অভিমুখিতার সহিত 30০ কোণে ক্রিয়া করে। বল 
দুইটি fadt ws | 

মনে করি, বল দুইটি P পা.-ডার еа | Ё 
প,-ভার, যেখানে ৮১০, 

চিত্রে, =P, Аб=а; 0060-30; 

4200-4309, /одс=9(. < 
এখন, OAC faga হইতে, 
Mop aD я 
sin 30° sin 60° sin 90° 
Р= 15 /3 এবং 2715, 
went, নির্ণে বল দুইটি: 15 V3 পা--ভার ও 15 00458 | 


@ Q 
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861684 4 একটি বিন্দুতে ক্রিয়াশীল দুইটি বল 2 এবং Р এর লক্ধি বল 
ক্ষুত্বতরটির উপর ач! লক্ধি বল নির্ণয় কর, এবং প্রদত্ত বলয়ের অন্তর্গত কোণ 
বাহির কর। 
মনে করি, ОА-Р,  08-—2p; 
ZAOB=<; OACB সামাস্তরিক। ^ 
2. Далос=90°. তাহা হইলে, 


বা, cos (T—«)—$ ; বা, ০05% — 1: 
2. «21208. ОРД 
ча, লব্ধিবল R হইলে, 


К? =р24(2р)* +2.P.2P. ccs< 
= 5р? + 4P? cos (120°) 
= 5р? —2p*-3P?, 
2. R= ЈР 
2. face afa বল= J3P, এবং নির্ণয় অন্তর্গত কোণ = 120” 
উদাহরণ 5. একটি বিন্দুতে যুগপৎ ক্রিয়াশীল P এবং o বল দুইটির লব্ধি n, 
যেখানে £ £ 0=3: 2. বৃহত্তর বলটিকে দ্বিগুণ করিলে এবং ক্ষুদ্রতর বলটিফে পূর্ববৎ 
রাখিলে, উহাদের afa 28 হয়। বল দুইটির অন্তর্গত কোণ বাহির কর। 
বল ছুইটিকে 3x এবং 2x ধরা যাইতে পারে, এবং তাহাদের অন্তর্গত কোণ <. 
মনে করা যাইতে পারে । তাহা হইলে, প্রদত্ত শর্তাম্‌সারে, 
р = (8x)? --(2x)* +2.3х.2х. cosx 
=13х* +12х° cos« ; E 
এবং, оне 9 6x. 2x. cos« 
= 40x? --24x* cos«. 240) мас” 
(1) এবং (2) wea: 00) ১8২ 
52x* --48x* cosx= 40х? -F24x* ০০৪৭: ২... AN, 
বা, cos<= —3. 2. <=120°. f 
2.  নির্ণের CHI 1207. 


0) 
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উদ্দাহুরণ 6. 530 বল একটি কণার উপরে ক্রিয়াশীল । একটিকে দ্বিগুণ | 
করিলে এবং অপরটিকে 20 পা.-ভার কাড়াইলে, Верия afaa দিক্‌ অপরিবর্তিত i 
থাকে। শেষোক্ত বলটি নির্ণয় «a | 

মনে করি, প্রদত্ত বল ছুইটি £ P পা.-ভার ও o পাঁ.-ভার; উহারা কোণে 


| 

ক্রিয়াশীল; এবং উহাদের nfa P পা. “ভার বলের অভিমুখিতার সহিত o কোণে ক্রিয়া i 

_ করে। তাহা হইলে, j | 
Q sin 4 ^ M 

ар inim cos « 9 { 

‚ দ্বিতীয় শৰ্তামুসারে, i 

tan 0- (а--20) sin « д, А (2) ) 


2Р+(0+20) соз < 
তখন, (1) এবং (2) হইতে, 
о 0:520 л. 20 
Р+О cos < — 2P+(Q+20) cos < COS < = +20 cos © 
বা, Q(P--20 cos x)- 20(P +a cos <) ; 
3l, ра=20р. 
* Q-20, (1: P0) 
4. শেষোক্ত বলটি 20 9-9) | 
 উদ্দাহরণ 7. একটি বিন্দুতে 10 একক, 10%2 একক, ও 10 একক তিনটি 
বল যুগপৎ ক্রিয়াশীল হইয়! সাম্যাবস্থার থাকিলে, প্রথম ও দ্বিতীয় чт মধ্যবর্তী 
কোণটি নির্ণয় কর। ' 
বল তিনটি সাম্যাবস্থায় আছে বলিয়া, যে কোন দুইটির efe তৃতীয়টির সহিত মানে 
সমান হইবে এবং একই রেখায় উহার বিপরীত অভিমুখিতায় ক্রিয়া করিবে । তাহা 
হইলে, প্রথম দুইটির মধ্যবর্তী কোণ « হইলে) 
10* 2(10 J2)* -- 10* --2 (10 J2)10. cos < ; 
বা, 100= 300+:200%2. cos < ; 


বা, соз <= dne 135. 
«= 135°, 
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উদ্দীহরণ 8. ০ বিন্দুতে од, 08, 06 বরাবর তিনটি বল, 20 গ্রা.-ভার, 20 
al-s ও 20 ২/3 গ্রা,-ভার, যুগপৎ ক্রিয়াশীল, যেখানে ОХ ও 66, OB এর 
বিপরীত পার্থে অবস্থিত এবং £A08= £.800=60°. এই তিনটি রলের "fa 


নির্ণয় কর। 
প্রথম ও দ্বিতীয় বলের লক্ধি n, গ্রা.-ভার হইলে, 
R1*= 20? + 20? 4-2,20.20. cos 60° 
=1200= (20 ,/3)?. 
Ri 22043. 
এবং, এই বিঃ গ্া-ভার বলটি ов এর সহিত 30° কোণে নত; (প্রথম ও দ্বিতীয় 
বল সমান বলিয়া ) (Ri এবং 02, Ов এর বিপরীত “ТОС অবস্থিত ]। 
এখন, Ri 41-519 ও তৃতীয় বলের AfA ৪22 গ্রা.-ভার হইলে, 
Ra? = R1 * (20 /3)° +2.R1.(20 V 3) cos 90° 
= 1200 +1200 = 2400 = 400 x 6. 
rey Ra =20 V 6. ` 4 
যেহেতু, Ra গ্রাম-ভার বলটি দুইটি সমান বলের "fe, এবং এই ছুইটি সমান 
- 
বলের অন্তর্গত কোণ 907, অতএব, Ra গ্রা.-ভার বলটি ০০ এর সহিত 45° কোণে 
asi чъп, নির্ণের afa 20/6 গ্রা-ভার এবং ইছা তৃতীয় বলের সহিত 
45° কোণে নত। 
উদ্দাহরণ 9. ABC সমবাছ ত্রিভুজের পরিকেন্দ্র о. দেখাও যে, o বিন্দুতে 
> — — 
যুগপৎ ক্রিয়াশীল/ মানে, দিকে ও ক্রিয়ারেখায় oA, op ও ос দ্বারা নির্দেশিত 


বলব্রয় সাম্যাবস্থায় থাকিবে 1 
মনে করি, as Аб, BG কে D বিন্দুতে ছেদ করে। তাহা হইলে, 
BG এর মধ্যবিন্দু p হইবে, এবং 068-2.60. 
এখন, ভেক্টর প্রতীকের সাহায্যে, А 
ОСО” РЫ. рр 
Satos + OC OA - (0B +00) 
— 04-200 
ind > 
=ox+(—2oo) 


-— -» 


> ә > 
= ОА—ОА'=0, 


төз, বল তিনটি সাম্যাবস্থায় থাকিবে 1 
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vester 1 

1. একটি বিন্দুতে 8 গ্রাম-ভার ও 7 গ্রাম-ভার দুইটি বল 60° কোণে সক্রিয় ) 
উহাদের йч মান ও অভিমুখিতা বাহির vx | 

2. একটি কণার উপর 5 পা.-ভার ও 3 পা.-ভার বল দুইটি < কোণে সক্রিয়। 
তাহাদের afa বল 7 পা.-ভার হইলে < এর মান কত? 

3. (a) সমবিন্দু দুইটি বলের বৃহত্তম ও ক্ষুদ্রতম аба যথাক্রমে 20 কি. এ.-ভার ও 
2 কি, গ্রা-ভার। বল দুইটি 60° কোণে ক্রিয়াশীল হইলে, উহাদের afa কি হইবে? 

(b) সমবিন্দু দুইটি বলের বৃহত্তম ও ক্ষুদ্রতম "fs যথাক্রমে 26 পা.-ভার ও 
6 পা.-ভার। বল দুইটি 120° কোণে ক্রিয়াশীল হইলে, উহাদের лб কি হইবে? 

4. সমবিন্দু দুইটি সমান বলের লব্ধির মান উহাদের. একটির সমান হইলে, উহাদের 
অস্তভূ ক্ত কোণের পরিমাপ কত? 

চ. একটি কণায় প্রযুক্ত বিপরীতমুখী দুইটি বলের nfa 34 কি. গ্রা-ভার। যদি 
তাহারা পরস্পরের সহিত সমকোণে ক্রিয়া করিত, তবে তাহাদের afa 50 কি, ait. 
“ভার হইত। বল দুইটি নির্ণয় কর। LW. B. Н. S. 1967 } 

6. @) একটি বিন্দুতে সমকোণে ক্রিয়ারত দুইটি বলের ক্ষুদ্রতরটি 8 পা.-ভার 
এবং উহাদের afa ও বৃহত্তর বলটির সমষ্টি 288 পা.-ভার। লৰ্ধি ও বৃহত্তর বল নির্ণয় 
কর। [ УУ. B. Н. S. 1967 1 

(b) একটি বিন্দুতে সমকোণে ক্রিয়াশীল দুইটি বলের таза 18 পাউণ্ড-ভার, 


এবং উহাদের লন্ধি ও বৃহত্তর বলটির সমষ্টি 162 পাউগ্র-ভার। লব্ধি ও বৃহত্তর বলটি 
নির্ণয় va 1 


т. দুইটি বলের বৃহত্তম লব্ধি 21 পা.-ভার। যদি উহার! পরস্পর লম্বাতিুখে farat 
করিত, তাহ৷ হইলে, উহাদের লন্ধি 15 পা.-ভার হইত | বল দুইটি নির্ণয় কর | 

8. একটি বিন্দুতে পরস্পর সমকোণে ক্রিয়াশীল দুইটি বলের লব্ধি VIO পা. 
-ভার। উহাদের অন্তর্গত কোণ 60" হইলে, nf У13 পা.-ভার হইত। বল দুইটি 
নির্ণয় কর। 

9. একটি বিন্দুতে দুইটি বল পরস্পর সমকোণে ক্রিয়াশীল এবং উহাদের মানের 
অনুপাত 12:5. উহাদের "fs. 208 পা.-ভাঁর হইলে, উহাদের মান বাহির 94 1 

10. ০ বিন্দুতে ক্রিয়াশীল ছুইটি বল ৮ ও ач লক্ধির মান ২. fe p £ 0: R 
=4:3:5 হয়, তবে Pe Q এর অন্তর্গত কোণ কত? 
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11. A বিন্দুতে < কোণে ক্রিয়াশীল P ও o বল দুইটির লব্ধ R. যদি pio: R 
=2: 03:2 হয়, তবে, P'e এর weg S কোণের পরিমাপ কত? 

12, 10 পা.-ভার ও o পা.-ভার чача পরস্পর 120° কোণে একটি কণার উপর 
ক্রিয়া করে। যদি উহাদের লব্ধি o এর উপর লম্ব হয়ঃ তবে Q এর মান নির্ণয় কর। 

[ W. B. H. S. 1964 1 

18. swÍ দুইটি বলের একটি অপরটির еч এবং উহাদের লি ক্ষুত্রতর 
বলটির সহিত সমকোণে নত। বল দুইটির অন্তর্গত কোণের পরিমাপ কত? 

14. একটি কণার উপর ক্রিয়াশীল দুইটি বল P এবং о এর লক্ধির মান /За 
এবং উহার দিক্‌ P এর farea সহিত 30° কোণ করে। দেখাও যে, হয় Рэо, 
অথবা, 2৮20. [ W. B. H. S. 1971; С, О.Р, 1972] 

15, একটি বিন্দুতে 2 পা.-ভার ও P পা,-ভার এর দুইটি বল বিভিন্ন দিকে ক্রিয়া 
করে। প্রথমটিকে দ্বিগুণ ও দ্বিতীয়াটকে 10 পা.-ভার বর্ধিত করিলে, উহাদের লব্ধির 
দিক্‌ অপরিবতিত খাকে। P এর মান নির্ণয় কর। [ W. B. H. S. 1965 1 

16. একটি কণার উপর দুইটি বল ক্রিয়া করে। যদি প্রথম বলটিকে feed করা 
হয় এবং দ্বিতীয় বলটিকে 12 পা.-ভার বর্ধিত করা হয়, তাহ! হইলে, লন্ষির দিক্‌ 
অপরিবতিত থাকে । দ্বিতীয় বলটি নির্ণয় কর। [ C. О.Р. 1977 1 

17. একটি বিন্দুতে ক্রিয়ারত 38 এবং 2৮ মানের দুইটি বলের লব্ধি ৪. প্রথম 
বলটিকে fees করিলে এবং দ্বিতীয় বলটিকে পূর্ববৎ রাঁখিলে, উহাদের লন্ধিবল দ্বিগুণ 
হয়। বল দুইটির অন্তভূক্ত কোণ নির্ণয় কর। [ W. B. H. S. 19651: 

18. একটি বিন্দুতে 24 কোণে ক্রিয়াশীল দুইটি সমান বলের লন্ধি R. যদি উহার! 
28 কোণে ক্রিয়াশীল হইত তবে উহাদের nfa 28 হইত। প্রমাণ কর যে, 
cos B= cos <, এবং 60^ «««90". 

19. একটি বিন্দুতে ক্রিয়াশীল P ও o বল দুইটির লব্ধি ২. ост দ্বিগুণ করিলে, 
R দ্বিগুণ হয়) আবার, o বিপরীত মুখে ক্রিয়া করিলেও, R দ্বিগুণ হয়। দেখাও যে, 

Р:а:в= 425 J3: 2; এবং (P, Q)= — cos! 3[8. 

[ W. В.Н. 5. 1968; С. О.Р. 1975 ] 


20. একটি বিন্দুতে ক্রিয়াশীল দুইটি বল ৮ এবং o এর লন্ধি P. দেখাও যে, 


Pকে দ্বিগুণ করিলে, qua mfi o এর লম্বাভিমুখে ক্রিয়া করিবে। 
( W. B. Н. S. 1969 ) 
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2081 একটি বিন্দুতে 6 কোণে ক্রিয়াশীল ছুইটি বশ P ও ৭ এর "far মান 
(2m--1) /65--05, যদি তাহাদের অস্তর্গত কোণ 909—0 হইত, তবে তাহাদের 
afar মান (27-1) ১2735 485 | দেখাও যে, 


m-—1, 
tan e= FI ГУУ. В.Н S. 1974] 


22. একটি বিন্দুতে ক্রিয়াপীস ৮ ও 0 বলঘয়ের লক্ধিবল (৪), Р এর সহিত 9 
কোণ করে। যদি চকে в পরিমাণ বর্ধিত কর! হয়, তবে দেখাও থে, লব্ধি বল 
2 в cos $ এবং Rel P এর দিকের সহিত ঠ কোণে ক্রিয়া করে। 


23. একটি বিন্দুতে প্রযুক্ত দুইটি বলের লব্ধি উহাদের একটির সহিত সমকোণে 
নত এবং উহার মান অপর বলটির এক-তৃতীয়াংশ । দেখাও থে, বৃহত্তর" ও ক্ষুদ্রতর 
বলের অন্রপাত=3 £ 2/2; এবং বল দুইটির x3 cela=m—cos"1(8 5/2). 

24, Ps ০ দুইটি বলের (2০১১০) afa (২) তাহাদের অন্তর্গত কোণকে 
1:2 অঙ্গপাতে বিভক্ত করে। দেখাও যে, "faz মান (Р? —0*)/a, এবং বল 


দুইটির অন্তর্গত কোণ 3 cos"! (2) | [C. U. Р. 1976]. 


25. ! দৈর্ঘ্যের «w«e হান্ধা অবিস্তার্য দড়ি একটি হান্ধা আংটার মধ্য দিয়া 
লইয়! উহার দুই প্রান্ত একই অঙ্গভূমিকতলে с দূরত্বে বীধিয়! দেওয়া হইল (>с)! 
'আংটার সহিত w ভারের একটি qw অবাধে ঝুলাইয়! দেওয়! হইল। দেখাও যে, 


lw 
দড়ির টান Т= হর" 

26. একটি বিন্দুতে 10 A-st, 10 912524 ও 5 Meta এর তিনটি 
বল একই সমতলে ক্রিয়াশীল |. প্রথম ও দ্বিতীয় বলের অন্তর্গত কোণ 90" ; দ্বিতীয় 
ও. তৃতীয় বলের অন্তর্গত কোণ 45°; এবং প্রথম ও তৃতীয় বলের অন্তর্গত কোণ 
135° হইলে, উছাদের afa বলের মান ও 50894451 নির্ণয় কর। 

27. একটি বিন্দুতে 7 পা-ভার। 5 প1-ভার ও 8 পা..ভার--তিনটি বল 
সাম্যাবস্থায় আছে। দ্বিতীয় ও তৃতীয় বল দুইটির অস্তবর্ত্তা কোণ বাহির কর। 

28. о বিন্দুতে তিনটি সমান বল P একটি সমবাহু ত্রিভুজের বাছুর ক্রঘান্থসারে 
ক্রিয়াশীল তাহাদের afa নির্ণয় কর। 

20, ABC সমকোণী faga /А=90°; АБ1Вб যেখানে Вб এর উপর 
D অবস্থিত। প্রমাণ কর যে, Ав বরাবর 1/АВ পরিমাপের বল এবং AG বরাবর 

IAG পরিমাপের বল দুইটির লন্ধি 1/АБ এবং তাহা! AD বরাবর ক্রিয়াশীল 1 


== „йаз r #1" ^.^ — w E ae 
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80. ABCD সামাস্তর্রিকের কর্ণদ্বয়ের ছেদবিন্দু ০. দেখাও G, Oh, 0B, OC, ор 
বলসমূহ সাম্যাবস্থায় আছে। 
81. 8590. সামান্তরিকের CD বাহু E বিন্দুতে সমদ্বিখণ্ডিত। А বিন্দুতে 


` ক্রিয়াশীল АВ, AC ও 2AE বলসমূহের nfa নির্ণয় কর | 


82, ABC ত্রিভুজের AB, BC, CA এর মধ্যবিন্দু যথাক্রমে D, E, F এবং o এ 
তিতুজের মধ্যে যে কোন বিন্দু। দেখাও যে, ОЕ, OF ও Do বলসমূছের লব্ধ oc. 

83, ০ কেন্দ্রীয় একটি em = ও CD জ্যা দুইটি o বিন্দুতে সমকোণে ছেদ 
করে। দেখাও ঘে, ал, e ৭০ ар EN afa 200. 

34. ABCD বর্গক্ষেত্ের AD, CB, AD ও Dc বরাবর চারটি সমান বল Р 
(মানে) ক্রিয়াশীল। উহাদের afa নির্ণয় কর । 

85. ABC ত্রিভুজের AB ও মত hes “огч чое E. প্রমাণ কর 
যে, BE ও 56 দ্বার! নির্দেশিত বল দুইটির afa 3 вс (মানে )। 

30. VW IERA ABCDEF এর কৌণিক বিন্দু ats প্রযুক্ত পাঁচটি বল মান, 
দিক্‌ ও ক্রিয়ারেথায় AB, Ac, ADs AE ও AF AF ছার! নির্দেশিত САЛСА 
নিণর কর। ' 

87. Аве ab d লন্ধি যদি Авс ত্রিভুজের পরিকেন্ত্রগামী হয়, তবে 
দেখাও যে, ত্রিতুজটি হয় সমকোণী, নয়ত সমদ্বিবাহু | 


ANSWERS (প্রশ্মমাল। 1) 


1, 13 গ্রাম-ভীর ; ৪ গ্রাম-ভার বলের সহিত cos-1(23/26). ,কোণে। 
2. 60°, 8. (a) 26 কি. গ্রা-ভার) বৃহত্তর বলটির সহিত cos-1(23/26) 
কোণে। (b) là 91-94, বৃহত্তর বলটির সহিত cos (11/14) কোণে। 
a 120. 5 48 fw. গ্রা-ভার; 14 কি. গ্রা-ভার। 6. (a. 1445 
পা.-ভার) 1438 -tti (Ы). 82 পা-ভার; 80, পা.-ভার। 
1. 12 পা.ভার ; 9 পা-ভার। 8. 3 পা.-ভার ; 1 পা.-ভার। 9. 192 91-518: 
80 -stai 10. 90°. 11, совт (5/8). 12.5, 18. 120°. 15. 10. 
16. 12 পা..ভার। 17. 120, 26. 15 পা.-ভার) প্রথম বলের সহিত 
tan" 394-4 42) কোণে। 27, 120°. 28. বল তিনটি সাম্যাবস্থায় কাছে। 


-» - еу => 
81. Зас. 34. ос বরাবর 22. 36; AD বরাবর ЗАР.. 


биен sayta 
তিন বা ততোধিক সমতলীয় সমবিন্দু বলের লব্ধ 


(Resultant of three or more Concurrent 
Coplanar forces) 
24. বলের উপাংশ ও বিক্টেবিতাংশ 2 

একটি বিন্দুতে যুগপৎ দুইটি বল р এবং o ক্রিয়াশীল থাকিলে, 'বলের সামাস্তরিক 
за? অনুযায়ী উহাদের লন্ধি R নির্ণয় করা যাইবে। এইরূপ ক্ষেত্রে, P এবং о বলঘয়ের 
ы iik উহাদের অনুরূপ ক্রিয়ারেখা বরাবর R বলের উপাংশ (Component) 
বল! হইবে। 

P এবং Q বলের মান, ক্রিয়ারেথা ও দিক্‌ নির্দিষ্ট থাকিলে, R এর মান, fis ও 
ক্রিয়ারেখাও নিদ্দিষ্ট হইবে। few, বিপরীতক্রমে, নির্দিষ্ট R বলকে (যাহ! মানে, 
দিকে ও ক্রিয়ারেখায় ТАЙ.) অসংখ্য উপায়ে দুইটি উপাংশে বিশ্লেষণ (Resolution) 
করা যাইবে) কারণ, R বলের পরিমাপ দিক্‌-নির্দেশিত রেখাংশকে কর্ণ ধরিয়া 
অসংখ্য উপায়ে সামাস্তরিক অঙ্কন করা যাইবে, যাহার WES чац প্রদত্ত বলের 
Бог Жа করিবে। 

কোন একটি বলকে উহার ক্রিয়া বিন্দুতে পরস্পর লঙ্বাভিমুখে ছুইটি উপাংশে 
বিশ্লেষণ করিলে, উক্ত উপাংশহয়কে তাহাদের অঙ্রপ্পদিকে, প্রদত্ত বলের পরস্পর 
লান্ব-উপাংশ, বা, বিশ্লেবিভাংশ (Resolved part) বলা হইবে। 

2-2. (8) একটি প্রদত্ত বলকে দুইটি নির্দিষ্ট দিকে দুইটি উপাংশে 
বিশ্লেষণ : 


> ч -» 
মনে করি, প্রদত্ত বল ০০ দ্বারা সুচিত, যেখানে, 00-48 (মানে )। ох 
এবং оу বরাবর উহার উপাংশ Аба করিতে হইবে, যেখানে, OC এর বিপরীত 
>, 
পার্খে OX ও OY অবস্থিত, এবং o°<x0y<180°, 
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মনে করি, Zxoc=<; ZCovzp, এখন, ০০৪ সাধান্তরিক সম্পূর্ণ করি, 
যাহার কর্ণ তত) ох এর উপর A এবং OY এর উপর ৪ অবস্থিত। 


‘বলের সামাস্তরিক ТЕ? অনুযায়ী ОА এবং 08 এর "fs ০০হইবে। তাহা হইলে, 
ох € OY বরাবর 00 এর উপাংশ যথাক্রমে, Ол ও 22, ধরি, তা. এবং OB 
₹০(মানে)। তখন олов একটি সামাস্তরিক বলিয়া, АС=08=0; ZACO 
=P; £০৪৩র-(:+), wert, AOAC হইতে পাই, 

OR AO. তত 
sing sina sin(m—«—5)' 
T YNCTG ҮЛ 

Mar 25 L ar 

মন্তব্যঃ « এবং ৪ এর বিভিন্ন মানের 99, (ЯС উপাংশ P এবং Q এর মান 
ও বিভিন্ন হইবে । wet, একটি atre বলকে অসংখ্য উপায়ে ছুইটি উপাংশে 
বিশ্লেষণ করা যাইবে। 


Fig. (a) Fig. (b) 
মনে করি, প্রদত্ত বল OC দ্বারা হুচিত, যেখানে, OC=R (মানে )। ох এবং 
OY বরাবর উহার বিশ্লেষিতাংশ নির্ণয় করিতে হইবে, যেখানে ox এবং oy পরস্পর 
msia অবস্থিত এবং Z хост <, (04-1809) ' 
এখন, তত কে কর্ণ ধরিয়া Олов আয়তক্ষেত্র সম্পূর্ণ করি, যেখানে A, 0% এর 
উপরিস্থ এবং B, OY এর উপরিন্থ। বলের সামাস্তরিক Ча? অনুযায়ী, ОА এবং 05 
এর ай 0০ E 
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ধরি, бА=р এবং бв=а (TA)! এখন, 9808. একটি আয়তক্ষেত্ 
বলিয়া, মতস্তন্ত =o, এখন, 0°<4<90 হইলে, Fig. (a) হইতে, РзОА- 
R ০০৩4) 0=05=R зіп <. কিন্তু, 90°<4<180° হইলে, Fig. (b) হইতে, 
рР=бК=в соз (T-4)9 —R cos <; Q=0B=R sin (t —<)= R sin <. 
সুতরাং, 0° <<<90°, অথবা, 90°<<<180? হইলে, উভয় ক্ষেত্রেই, 
ох аягаа R এর বিশ্লেষিভাংশ= ২ сов < ; 
Ov বরাবর R এর বিশ্লেষিতাংশ= R sin 4. 
Ry: G) «-0 হইলে, 
Ox বরাবর R এর বিষ্লেখিভাংশ А ; 
9(বরাবর R এর বিঞ্লেষিতাংশ =0, 
(ü) <=90° হইলে, 
Ox বরাবর R এর বিক্সেখিতাংশ_0 ; 
OY বরাবর R এর বিশ্লেষিতাংশ= к. 
(GH) «-—180? হইলে, 
OX বরাবর n এর বিশ্লেষিতাংশ= R ; 
OY বরাবর R এর বিশ্রেষিতাংশ=0. 
тау: 0°<4<180° হইলে, 
Ox বরাবর R এর বিশ্লেষিতাংশ = в cos <; 
OY বরাবর R এর বিগ্রেষিতাংশ= в sin « ; 
যেখানে R এর অভিমুধিতা ох এর সহিত x কোণ উৎপন্ন করে। 


2-8. কোন নির্দিষ্ট দ্রিকে সমবিন্দু দুইটি বলের বিশ্লেষিতাংশের 
বীজ্গণিতীয় যোগফল এ দিকে উহাদের লব্ষির বিশ্লেবিভাংশের 
সমান। 

মনে করি, о বিন্দুতে যুগপৎ দুইটি বল সক্রিয়, যাহার! মানে, ক্রিয়ারেখায় 
ও {т ол ও ов দ্বারা হুচিত, এবং উহাদের wA ос দ্বারা স্থচিত। 
ধরা যাক, OÀ-P; ОВ=о; бб=в (মানে)। তাহা! হইলে, OACB 
একটি সামাস্তরিক, বাহার একটি কর্ণ oc. 
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মনে করি, ox একটি ena frei এখন, ох এর উপর AL, BM, CN mw 


টানি, এবং পরে ЄН এর উপর মত ww টানি; যেখানে, ০% এর উপর 
- 
L, M, N এবং CN এর উপর р অবস্থিত | তাহা হইলে, Fig. (а) হইতে, OX 


Fig, (а) Fig. (b) 
বরাবর р, 0১২ এর বিঙ্সেষিতাংশ বথাক্রমে, OL, OM, ON; এবং Fig. (b) 
- 
হইতে, Ox বরাবর P, О, R এর বিশ্লেষিতাংশ যথাক্রমে, OL, -0М, ON. 


যেহেতু, AOMB এবং AADC 7479, সুতরাং, OM = AD. কিন্তু, ADNL 
একটি আয়তক্ষেত্ৰ বলিয়া, UND; Wert, TN=0M (মানে )। 
তাহা হইলে, ঢ1৫.(৫) হইতে, 
ON-OL-FLN-OL--OM ; 
এবং, Fig. (b) হইতে, 
ON-OL-NL-OLr-(-OM). 
সুতরাং, ZXOA—«; LX0B=B; хос-0 হইলে, 
R cos Ü—P cos <+Q cos f. 
অতএব, ОХ বরাবর P ও Q বলের বিশ্লেষিতাংশের বীজগণিতীয় যোগফল 
& একই দিকে উহাদের nfa R এর বিশ্লেষিতাংশের সমান। 
404): R sin 075৮ sin «+Q sin f, (ox এর লঙ্বাভিমুখে বিশ্লেষিতাংশ 
লইয়া )। 
মন্তব্যঃ এইভাবে দেখানো যাইবে, কোন নির্দিষ্ট দিকে কতিপয় 
সমতলীয় সমবিন্দু বলের বিষ্লেবিভাংশের বীজগণিতীয় যোগফল এ 
একই দিকে উহাদের লক্ধির বিঙ্লেষিভাংশের সমান হুইবে। 
fafefqsi—16 
B 
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2-4. একটি বিন্দুতে যুগপৎ সক্রিয় কতিপর সমতলীর বলের 
afa জির্ণয়। 
মনে করি, ৩: বিন্দুতে যুগপৎ কতিপয় সমতলীয় বল afe, যাহাদের মান 
Pas Pay Pays, Ра, এবং যাহাদের দিক্‌ উহাদের সমতলে স্থিত Ox এর 
: সহিত একই ক্রমে 41, Ха» «ву? 
"ty dn কোপে নত। 


чил, ox এর উপর OY ex 
এবং তাহা বলগুধির সমতলে অবস্থিত 1 
ধর! যাকৃ, বল সমূহের "fea মান к 
এবং উহার দিক্‌ 0% এর সহিত 8 
একই ক্রমে 0 'কোণে নত। তাহা 
হইলে, যেহেতু, যে কোন দিকে এ 
বলগুলির е ৰীজ্গণিতীয় যোগফল Ф একই দিকে উহাদের afaa 
বিশ্জেষিতাংশের সমান, 


“+ R COS 072 P3 COS <; Pa COS <: +P, COS X» 
п ^ 
7220, cos 4,7 X, (ধরি); 


R sin 0 =P; sin «,-- P, sin ae | EP» Sin «s 


Lor (ধরি)। 


+ в®=х*+Ү', 4), R= ২৪127 
এ tan б= = ar! 
Rt, tan 0=y|x, বা, 6 tan (9 


2.5. o বিন্দুতে OA এবং ов ов বরাবর জক্রিয় দুইটি বলের যান 
যথাক্রমে, m. OA এবং n. бв হইলে, উহাদের লব্ষি ০৫ বরাবর সক্রিয় 
হইবে এবং উহার মান (m+n). তত হইবে, যেখানে эв এর উপরে с 
. অবস্থিত এবং m. AG=n. Bc. 

o বিন্দু দিয়! AB এর সমাস্তরাল করিয়া CM См অঙ্কন করি এবং OCAL ও OCBM 
সাণাস্তরিক সম্পূর্ণ করি। 
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OA বরাবর সক্রিয় т.ОА বলের উপাংশ OL বরাবর m. OL এবং oc বরাবর 
— -» - -> -> 
m. OC. আবার» ов বরাবর সক্রিয় ॥. ов বলের উপাংশ ом বরাবর n.OM 
এবং OC বরাবর пос. 
যেহেতু, т.АС=тп.ВС এবং AG= OL 
ও 80-0М, -. mOL-nOM. 
সুতরাং, m. OA এর উপাংশ OL বরাবর 
= «- 
এবং noB এর উপাংশ ом বরাবর সমান 
(মানে), কিন্তু বিপরীত 'অভিমুখিতায় 
йл 1 
তাহা হইলে, т.ОА এবং nog বলের লব্ধ (,+7).০6, [ যাহার মান 
. — 
(m-n)oc 1, এবং তাহ! ос বরাবর 18:1 š 
iba (1). m=n=1 হইলে, 0 এবং 0B বল দুইটির vf& 2.00 হইবে, 
যেখানে AB এর মধ্যবিন্দু ০. 
адау: (2) олу 03, ос বল তিনটির wf 3.5 হইবে, যেখানে ABC 
faga snra о. ki : 
- > ৮০৯ 
দ্রষ্টব্যঃ (3. ao ও во বরাবর ক্রিয়াশীল maos ngo বলের "f 
(m--n),GO, যেখানে, m.AC-n.BC. 
-» > -» > 
দ্রষ্টব্যঃ (4). ол এবং во বরাবর ক্রিয়াশীল moa ও n.go বলের "fs 
(m —n).oc, যেখানে, বর্ধিত BA বা বর্ধিত AB এর উপর с থাকিবে, এবং тс = 
71-13 1 
2-6. vile উদাহরণ £ 
উদ্ধাহরণ 1. 10 কি. গ্রা.-ভারের একটি বল উল্লঙ্বরেখার সহিত 30° কোণে 
উপরের দিকে সক্রিয় | 555049 ও бач বরাবর উহার বিশ্লেষিতাংশ নির্ণয় wa 1 
Зее বরাবর বিশ্লেষিভাংশ : 
=10 cos 30° কি. গ্রা-ভার 
=5 J3 কি. গ্রা-ভার। 


244 স্থিতিবিদ্যা 
чурт দিক্‌ বরাবর বিশ্লেষিতাংশ 
=10 sin 30? কি. গ্রাভার 
25 কি. 91-919 . 

Фи(544 2. 16 পাউগ-ভারের একটি বল একটি প্রদত্ত দিকের সহিত 
135° কোণে ক্রিয়াশীল হইলে, এদিকে এবং উহার লম্বাভিমুখে বলটির বিঙ্সেষিতাংপ 
নির্ণয় কর। 

প্রদত্ত দিকে বলটির বিশ্লেষিতাংশ 

= 16 cos 135° পা.-ভার 
= -8/2 পা.-ভার। 

ате দিকের লম্বাভিমুখে উহার বিশ্লেষিতাংশ 

=16 sin 135? পা.-ভার 
=85/2 পা.-ভাৱর। 

Brigad 3. উল্লম্বরেখায় উপরের দিকে 20 গ্রা.-ভারের একটি বল সক্রিয় 
এবং অনুভূমিক দিকে উহার উপাংশ 10 গ্রা.-ভার। অপর উপাংশের মান ও দিক্‌ 
নিৰ্ণয় কর। . 

চিত্রে, তত Sma fiq বরাবর) ОА=10 
গ্রাম-ভার (учр দিক্‌ বরাবর); 
00=20 গ্রাম-ভার; | 2А00600, 
ча করি, о8-0 গ্রাম-ভার ; এবং 
£800=0, যেখানে oacB «wf 
সামাস্তরিক। তাহা হইলে, олсв 


সামান্তরিকে, вс=оА=10 গ্রাম-ভার ; এবং Довс হইতে, 
а .10 „220 
sin 909 sin sino cos соз 0. 


Л, tan 0=}; বা, б={ап—!1; 
Qsin0=10; Q cos 9 = 20. 
©. Q*210*420'-10*x5; বা, a-10 ,/5. 
S. fac 8999-10 45 গ্রা.-ভার এবং নির্ণের দিক £ Sm 
দিকের সহিত tan 73. কোণে। 
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Фара 4. 120° কোণে ক্রিয়াশীল দুইটি বলের mf тээх বলের 
লগ্ঘাভিমুখী। বৃহত্তর বলটি 100 গ্রাম-ভার হইলে; কষুদ্রতর বল ও লব্ধি নির্ণয় কর। — 


চিত্রে, Z AO0B — 120* ; Z.80C - 90? ; 8 c 
ДАОС-30, оА=100 41-88! Q 
মনে করি, ক্ষুদ্রতর Я7-а গ্রাম-ভার ; 9০০ 
m =R গ্রাম-ভার। 9 100 A 

OACB সামান্তরিকে, /5-5৪- গ্রা-ভার। এখন AOAC হইতে 

J00 ла: জিন 
sin 90° sin 30° sin 120* 


2. 0=100 sin 30° =50; 
R—100 sin 120? —50 V3. 
SS ক্ষুদ্রতর 391—550 গ্রাম-ভার ; 
afa বল= 50 3 গ্রাম-ভার। 
উদ্দাহুরণ 5. দুইটি বল P ও o এর яі %30 এবং ইহ! p এর সহিত 30° 
কোণে ক্রিয়াশীল । দেখাও যে, Р=0, অথবা, Р=20. [C. U. P. 1972 ] 
মনে করি, P ও o এর মধ্যবর্তী কোণ <, তাহা হইলে, " 
pP ..9 « Аа. 118 

Sin(«—30) sin ЭЎ sin(m-«) / E 


sin <= ИЗ sin 3০58, 63 


SS «609, অথবা, «21207. 
P E . а = 
এখন, <=60° হইলে, sin 30° sin 30° ; বাঁ, 2750. 


o P MEA 2 Ë 
আবার, «2120 হইলে, sin 90 sn 30! 41, Р=20. 
উদ্নাহরণ 6. একই সমতলে ол, Ов, 00, OD বরাবর Р, 3e, J3P, 
J3e পা.-ভার বল যথাক্রমে ক্রিয়াশীল। যদি একই ক্রমে Длов=60°; 
/вос=90°; এবং Z cop=120 হয়, তবে এই বলদমুহের ябаа মান ও fire 


নির্ণয় কর। 
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মনে করি, বলসমূহের Ur পা.-ভাঁর এবং উহা OA এর সহিত o কোণে 
(পূর্বোক্ত ক্ৰমে ) সক্রিয়। তাহা হইলে, 


F cos 0 = Р cos 0"--3P cos 60°+ ,/3P cos 1501. ,/ЗР cos 270° 
ЗР ১421 je 
P437. apx [ 53) Jsexo-e; 
F sin 0=P sin 0°+3P sin 60"4- y 3P sin 150*-- V 3P sin 270° 


=0+3P x Он J3ex + V 3Px(—1)- J3P. 
24 (F cos 0)* -(F sin 6) — p? 3p? . 
বা, F'—4P*; বা, r-25 ` 
আবার, tan 02 43; বা, 9০60০, 
"о fac লন্ধি=2P পা.-ভার, এবং উহা са বরাবর ক্রিয়াশীল থাকিবে। 
উদ্ধাহরণ 7. ০ বিন্দুতে সক্রিয় P e o বলের afa R. একটি মরলরেখা উহাদের 
ক্রিয়ারেখাকে যথাক্রমে L, м, N বিন্দুতে ছেদ করিলে, দেখাও যে, 


P/OL + Q/OM = R/ON. 
МЇ এর উপর бсач টান! হইল, 


যেখানে c, 177 উপর অবস্থিত। 
তাহা হইলে, 00 বরাবর P < сып 
বিশ্সেষিতাংশের বীজগণিতীয় যোগফল Q 
йл বরাবর উহাদের mf nu 
বিশ্লেষিতাংশের সমান হইবে | 

4. P соз / Loc--a cos Z MOC-R cos Z МОС; 

বা, P.OCIOE+0.00/0M=R.OC/ON 

+. p[ot-4-o[oM — R/ON. 

ФЕП: 8. যদি P এবং Q (৮১০) ছুইটি বলের afa উহাদের чий» 
কোণকে 1:2 অঙ্থপাতে বিভক্ত করে, তবে দেখাও যে, mfi মান (৮%--০%)/০+ 
এবং উাদের অন্তর্গত কোণ 3 (2). [C.U.P. 1976] 


মনে করি, লব্ধির মান» এবং উহা P-এর সহিত х cute করে। তাহা হইলে, 
উহা ০-এর সহিত 2« কোণ করে। চিত্রে, олсв সামাস্তরিক, বেখানে OR P; 
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05=0; OC=R; ZA00=<; LBOC—2«. তাহা হইলে, ЛАОС হইতে, 


sin 2х` зіп < sin 3x B 


554 ৪102-53-10 ; 
বা, 4(1—cos*4)23— в/о; 


বা, বুল] с 
a 


о? 
RP? p?—o* p?-o* 
= — . R= , 
Ч» 0-0 ied а 
আবার Бара АР =cos (5:) 
» COS < 26 < 2a 


2. 3<=3 ০৪5). 


^ эмі 2. 

i. 309 80-514 এর একটি বল 595049 দিকের সহিত 30" উন্নতি কোণে 
ক্রিয়াশীল থাকিলে, অঙ্কতূমিক ও Фич দিক্‌ বরাবর উহার বিশ্লেষিতাংশ কত হইবে? 

2. 24 গ্রাম-ভাঁর এর একটি বল একটি বিন্দুতে সক্রিয় হইয়া এ বিন্দুগামী 
438 সরলরেখার অন্তর্গত কোণকে সমদ্বিখণ্ডিত করে) Q অন্তর্গত কোণটির 
পরিমাণ 120” হইলে, à ছুই রেখা বরাবর বলটির উপাংশ fadi কর। 

8. 20 পা.+ভাঁর বিশিষ্ট একটি বল উহার ছুই পার্থে দুইটি ষরলরেখার সহিত 
90০ ও 45° কোণ উৎপয় করে। Q দুইটি রেখা বরাবর বলটির উপাংশ বাহির কর। 

£ একটি বল উপরের দিকে бич রেখার সহিত 607 কোণে সক্রিয় । উর্ধ্বদিকে 
ইহার বিশ্লেহিতাংশ 50 পা.-ভার হইলে, অঙ্ভূমিক দিকে ইহার বিশ্লেষিতাংশ কত 
হইৰে ? বলটির পরিমাণই বা কত? 

5. 20 কি. গ্রাণভার এর একটি বল পূর্বদিকে ক্রিয়াশীল হইলে, উত্তর ও 
«биет ст উহার উপাংশ বাহির কর। 
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6. একটি বল কোন নির্দিষ্ট দিকের সহিত 30১ কোণে бач এবং Q দিকে 
বলটির বিশ্লেষিতাংশ 9/3 কি. গ্রা.-ভার। অঁ নির্দিষ্ট দিকের ল্ধাভিমুখে উহার 
বিগ্লেষিতাংশ এবং বলটির মান বাহির কর। 

7, amati বরাবর উ্ধ্বদিকে 200 কি. গ্রা-ভার এর একটি বলকে দুইটি 
উপাংশে বিশ্লেষণ করা হইল। অনুভূমিক দিক্‌ বরাবর উহার উপাংশ 200 
কি. গ্রা-ভার হইলে, অপর উপাংশের মান ও দিক্‌ নির্ণয় কর। 

8. একটি কণার উপর যুগপৎ ক্রিয়াশীল P এবং o দুইটি বলের লব্ধি R. P এর 
অভিসুখিতায় m এর উপাংশের মান а এবং Q এর আঅভিমুখিতায় R এর 
উপাংশের মান Р হইলে, о এর মান, "far মান ও বল দুইটির মধ্যবর্তী কোণ 
নিৰ্ণয় কর। 

9. একই সমতলে একটি বস্তকণার উপর তিনটি বল, 2 পা.-ভার, 2 42 
পা.-ভার ও 1 প1.-ভার যুগপৎ ক্রিয়াশীল। উহাদের প্রথমটি warf দিক বরাবর, 
দ্বিতীয়টি à অনুভূমিক দিকের সহিত 45^ উন্নতি কোণে এবং তৃতীয়টি উল্লন্বভাবে 
Эн দিকে সক্রিয়। উহাদের afaa মান ও দিক্‌ বাহির কর। 

10. asco একটি чїста 11 পা.-ভার, 6 পা.-ভার ও 9 পা.-ভার 
তিনটি বল যথাক্রমে дв, AC ও AD বরাবর যুগপৎ ক্রিয়াশীল হইলে, উহাদের 
afar মান ও দিক্‌ বাহির বর। 

11. একটি বিন্দুতে 3 91-919, 4 পা.-ভার ও 2 পা.-ভার তিনটি বল একই 
সমতলে যুগপৎ ক্রিয়াশীল, এবং উহাদের যে কোনও দুইটির অস্তর্গত কোণ 120". 
প্রথম বলের দিকে এবং উহার লঙ্ছাভিমুখে উহাদিগকে দুইটি বলে প্রকাশ কর, 
এবং উহাদের nf নির্ণয় কর। 

12. একটি সমবাহু ত্রিভুজের বাহগুলির ক্রমানগসারে গৃহীত উহাদের সমান্তরাল 
তিনটি বল 3P,7P, 5P একই বিন্দুতে যথাক্রমে যুগপৎ лб উহাদের nf 
নিৰ্ণয় কর। [ W. В.Н. S. 1971] 

18. একটি বিন্দুতে যুগপৎ 3, 13/2, 442 41-84 বিশিষ্ঠ তিনটি বল, 
যথাক্রমে পূর্ব, উত্তর-পূর্ব, ও দক্ষিণ-পশ্চিম দিকে ক্রিয়াশীল । , উছাদের লব্ধির মান ও 
দিক্‌ নির্ণয় কর। [ W. B. H. S. 1975] 

14, ABCDEF একটি TUN S! A বিন্দুতে যুগপৎ"তিনটি বল 2, 243, 
6 ээ যথাক্রমে AC, AD ч AE বরাবর ক্িয়াসীল। উহাদের nfi বাহির ч! 


= 
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(15. সমতলীয় সমবিন্দু তিনটি বলের afa উত্তরদিকে 10 পা.-ভার 1 উহাদের 
- দুইটি 542 পা.-ভার ও 7 পা.-ভার যথাক্রমে উত্তর-পশ্চিম ও পশ্চিম দিকে সক্রিয় | 
তৃতীয় বলটির মান ও দিক্‌ বাহির কর। 

16. একটি বিন্দুতে তিনটি বল 1, 2, ИЗ পা-ভার যুগপৎ ক্রিয়াশীল 1 


প্রথম দুইটি ABC সমবাহু ত্রিভুজের A বিন্দুতে AB ও AC বরাবর এবং তৃতীয়টি. 
^ বিন্দুতে DA বরাবর, যেখানে BG এর উপর DA লম্ব। উহাদের afa 
বাহির কর। 

17. ABCDEF সুষম ষড়ভূজের A বিন্দুতে 2, ,/3, 5, 43, 2 পা.-ভার 
বলসমূহ যথাক্রমে AD, AC, AD, ra "AF বরাবর যুগপৎ ক্রিয়াশীল । উহাদের 
га মান ও দিক্‌ নির্ণয় কর। | W. B. Н. S. 1973 1 

18. P এবং о 47909 "faz উপাংশ Р বলের দিকে o দেখাও с, 


বল দুইটি অন্তর্গত কোণের পরিমাপ 2 вш! Ёо এবং afaa মান 
= 4০৪4-29-৪৪ ; ০৯০ 

19. একটি কণার উপর যুগপৎ তিনটি সামতলিক বল Р, О, R পরস্পরের 
সহিত যথাক্রমে <, 0, y কোণে ক্রিয়াশীল হইলে, দেখাও যে, তাহাদের লব্ধির মান 

= (рї + Q? + к? +2PQO cos <+2QR cos B+2RP cos y). 

: [ C. U. P. 1965] 
| 20. একটি বিন্দুতে তিনটি বল P, o, ₹ যথাক্রমে Авс ত্রিভুজের ВС, СА, 

АВ এর সমান্তরাল ভাবে যুগপৎ ক্রিয্লাশীল। দেখাও যে, উহাদের afaa মান 

= y [P*- o* + R* —2QR cos A —2RP cos В-2ра cos C 1, 

21. একটি বিন্দুতে তিনটি বল Pi, P. Ps একটি সমবাছ ত্রিভুজের বাছুর 
агчгулца উহাদের সমান্তরাল দিকে ক্রিয়াশীল। দেখাও যে, উনাদের э 
মান= MP, * +P "Ps ৯2825 —PsPi 7 P1 P3). ; 

92, ABC fagana বিন্দুতে সক্রিয় AB ও AC বরাবর দুইটি বল ЗАВ 

-» 
এবং 5. ॥6 ক্রিয়াশীল হইলে, দেখাও যে, উহাদের nfa 8. ло, যেখানে о বিন্দুটি 
-» 
BG এর উপরিস্থ এবং 80 Ар বরাবর ক্রিয়াশীল হইলে, о few Bc কে কিরূপ 
অনুপাতে বিভক্ত করিবে? 
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28. о বিন্দুতে সক্রিয় দুইটি বল OA. tan A এবং 68. tan B যথাক্রমে 58 
ও ов বরাবর ক্রিয়াশীল, ( л, в, 04৪ ত্রিভুজের দুইটি কোণ যথাক্রমে / ০/৪, 
£O0BA)| দেখাও যে, Sema লব্ধির মান AB.tan A tan B, এবং উহা ০ 
হইতে AB এর লক্বাতিমুখে ক্রিয়াশীল | 


24. দেখাও যে, Авс бауда АВ ও AC বরাবর ক্রিয়াশীল দুইটি বল 
(যাহাদের মান sec B এবং ৪৫60) এর লব্ধির মান ( tan B+tan с) এবং উহা 
-— 

AD বরাবর ক্রিয়াশীল, যেখানে BG এর উপর AD "I 


`. ANSWERS. (প্রশ্নমাল। 2). 


1. 15/3 1.5919; 15 91-54 | 2. প্রত্যেকটি উপাংশ £ 24 গ্রাম- 
ভার। 8. .20(/3-1)  পা-ভার) 10(J6—- %2) পা.-ভার। 
4. 50,3 পা._ভার) 100 7-1 5. 20 কি. গ্রা--ভার; 2042 
কি, গ্রা-ভার। 6. 9 কি. 51-54) 18 কি, গ্রা.-ভার। 1. 200 ,/2 
কি, 91-519; প্রদত্ত অনুভূমিক দিকের সহিত 135° কোণে 8. Р; РУ2; 
90°. 9. লক্ধি=5 পা.-ভার; প্রথমটির সহিত tan-t (8) কোণে। 10. 49 
= J238-F120 J2 পা,-ভার ; প্রথম বলের সহিত tan i (814642)/103) 
কোণে। 11. 0 পা.-ভার; ИЗ 91-54, লন্ধি- J3 পা.-ভার, প্রথম 
বলের বঙ্থাতিমুখে। 12. 29 43) 5e এর উপর লঙ্গ এবং 5P ও 7 এর মধ্যে 
অবস্থিত। 18. 15 গ্রা.-ভার; পূর্ব হইতে উত্তরদিকে tan! ($) কোণে। 
14, 447 পা.-ভার; AD এর সহিত cot-! (343) কোণে নত। 15, 13 
পা.-ভার ; পূর্ব হইতে উত্তরদিকে tant! (A) কোণে। 16. 1 পা.-ভার; 
AC এর ті 17, 10 পাঁ-ভার) AD এর দিকে। 2. Bb: 50-513. 


সমতলীয় সমবিন্দু বলের সাম্যাবস্থা 
[ Equilibrium of concurrent coplanar forces. ] 

3-1. উপস্থাপন $ 

স্থিতিবিদ্ভার প্রধান আলোচ্য বিষয় হইল, “বলের প্রয়োগে বস্তুর স্থিরাবস্থা”। 
এখন পর্যন্ত যাহ! আলোচিত হইয়াছে, তাহা কেবলমাত্র সমতলীয় সমবিন্দু বলের লব্ধি. 
1, এখানে কেবল, “সমতলীয় সমবিন্দু বলের প্রয়োগে qww স্থিরাবন্থা” 
আলোচিত হইবে। f 

একটি বস্তুর উপর দুইটি বল প্রযুক্ত হওয়! sie বস্তুটি স্থিরাবস্থায় থাকিবে, যদি 
(0 ও বল দুইটির মান সমান হয়) (1) উহাদের ক্রিয়ারেখা একই হয়) এবং (Ш) 
উহাদের অভিমুখিতা বিপরীত হয়। zene, “সমবিন্দু দুইটি বলের মান সমান 
হইলে, এবং উহার! বিপরীত অভিমুধিতার ক্রিয়া করিলে, উহার! জাম্যাবস্থায় 
(in equilibrium) থাকিবে, এই কথা বলা রা এইরূপ ক্ষেত্রে, উহাদের 
লন্ধির মান শুন্ত 1 

সেইরূপ, কতিপয় সমতলীয় সমবিন্দু বল সাম্যাবস্থায় থাকিবে, যদি তাহাদের ef 
শুন্ত হয়, এবং বিপরীতক্রমে 1 

3-2, “বল-ত্রিভুজ” এর প্রতিজ্ঞা (Theorem of Triangle of forces) : 

একটি বিন্দুতে ক্রিয়াশীল ভিনটি বলের যান ও: অভিমুখিত1 afr 


কোন ত্রিভুঞ্জের ক্রেমানুষারে (im order) গৃহীত বাহু ভিনটি দ্বারা সূচিত 


কর! বায়, তবে বল ভিনটি সাম্যাবস্থায় থাকিবে। 


eee eer ............ 
5 


8 с 
মনে করি) o বিন্দুতে তিনটি বল P, ০, R (মানে) যথাক্রমে OL, ом, € ON 
বরাবর যুগপৎ ক্রিয়াশীল ; এবং Авс ত্রিভুজের BC, CA, АВ বাছ যথাক্রমে OL, OW 
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ও ON এর সমাস্তরাল। অপিচ, বল তিনটি মানে ও অভিসুখিতায়, যথাক্রমে BC, CA 
ও AB ঘারা নির্দেশিত। প্রাণ করিতে হইবে যে, বল তিনটি সাম্যাবস্থায় আছে। 
BCAD সামাস্তরিকটি সম্পূর্ণ করি। তাহা হইলে, BD ও СА পরম্পর সমান ও 


সমান্তরাল হইবে । স্থতরাং, o বলটি মানে ও দিকে BD দ্বারা নির্দেশিত। 

এখন, “বলের সামাস্তরিক সুত্র’ অনুযায়ী, B6 € BD এর "fs BARTI; অর্থাৎ 
‚ এবং Q এর লন্ধি মানে ও দিকে GA হারা নির্দেশিত, এবং তাহা o বিন্দুতে 
ক্রিয়াসল। কিন্ত, R বলটি মানে ও দিকে AB দ্বারা নির্দেশিত, এবং তাহা ০ বিন্দুতে 
ক্রিয়াশিল। এখন, ৮ ও o বলের тк বলের সমান (মানে) এবং একই বিন্দুতে 
পরস্পর বিপরীত অভিমুখিতায় ক্রিয়াশীল হওয়ায়, ইহাদের মিলিত ক্রিয়াফল vy ; 
অর্থাৎ, ইহারা সাম্যাবস্থায় আছে। 

ew, তিনটি বল P, Q, R (মানে ) একটি বিন্দুতে ক্রিয়াশীল থাকিলে, 
এবং তাহারা ABC ত্রিভুজের বাহত্রয় দ্বারা মানে ও দিকে, অর্থাৎ, যথাক্রমে BC, CA 
ও / দ্বার "fis হইলে, 

> > > > 
BC+CA+AB=0. 

অন্তব্য £ 1. একটি কণা বা বিন্দুতে ক্রিয়াশীল তিনটি বল সাম্যাবস্থায় থাকিবে, 
বদি উহাদের যে কোন ছুটির মানের সমষ্টি তৃতীয়টির মান অপেক্ষা বৃহত্তর হয়, এবং 
যদি উহাদিগ্‌কে মানে ও অভিমুখিতায় কোন ত্রিতুজের বাহু তিনটি দ্বার! ক্রমাম্থসারে 
afs করা যায়) waal, যদি দুইটির মানের সমষ্টি তৃতীয়টির মানের সমান হয়, 
এবং প্রথম দুইটি একই দিকে এবং তৃতীয়টি উহাদের বিপরীত দিকে ক্রিয়া করে। 

মন্তব্য £ 2. এফটি কণা বা বিন্দুতে তিনটি বল 2, о, R (মানে) бая 
থাকিলে, উহাদের бү যথাক্রমে ABC ত্রিভুজের BC, CA € AB এর সমান্তরাল 
হইলে, এবং Р/8С = о/СА = R/AB হইলে, বল তিনটি সাম্যাবস্থায় থাকিবে | 

মন্তব্য £ 9. একটি বিন্দুবা কণাতে ক্রিয্নাশীল তিনটি বলের যে কোন দুইটির 


মানের সমষ্টি তৃতীয়টির মানের চেয়ে ক্ষুদ্রতর হইলে, তাহারা সাম্যাবন্ায় থাকিতে 
Чая! 


-— лийн 
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মন্তব্য £ 4. তিনটি qm P, о, ₹ (মানে ) কোন বিন্দুতে ক্রিয়াশীল না হইয়া 
একটি দৃঢ় বস্তুতে সক্রিয় হইলে, এবং উহারা! যথাক্রমে BC, CA ও AB দ্বারা হুচিত 
হইলে, উহারা সাম্যাবস্থায় থাকিতে পারে ন1। 

বিশেৰ দ্রষ্টব্য : (Perpendicular Triangle of Forces) : 

একটি বিন্দুতে প্রযুক্ত তিনটি বল কোন ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত 
তিনটি বাহুর সমান্মুপাতিক হইলে, এবং উহাদের fv অনুরূপ বানু 
তিনটির সহিত লন্বভাবে (প্রত্যেকটি বহিমু খী, বা, প্রত্যেকটি sss 
অবস্থায়) থাকিলে, উহারা সাম্যাবস্থায় থাকিবে। 


মনে করি, Р, о, R তিনটি,বল о বিন্দুতে যথাক্রমে OL, OM ও ON বরাবর 
ক্রিয়াশীল, এবং ABC ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত BC, СА ও AB এর সমানুপাতিক 
ও উহাদের উপর mer অবস্থিত ( চিত্রে প্রত্যেকটি বহিমু'খী)। প্রমাণ করিতে 
হইবে যে, বল তিনটি সাম্যাবস্থায় থাকিবে । . 
এখন, АВС аза? যে সমতলে অবস্থিত সেই সমতলে উহাকে ঘড়ির 
গতি-ক্রমে এক সমকোণে খুরাইলে, মনে কর! ঘাক্‌ উহার অনুরূপ 
অবস্থান ОЕР 5811 তাহা হইলে, EF, FD, БЕ যথাক্রমে, BO, তম, AB এর 
উপর ач হইবে। এখন, নির্ধারিত স্কেলে, Р, о, и еН 
EF, FD ও DE দ্বার! 555 করা 918041 
স্থতরাং, о বিন্দুতে ক্রিয়াশীল তিনটি বল P, o, R মানে ও দিকে DEF 
EF, FD ও DE দ্বারা নির্দেশিত। 
সুতরাং , -fagy এর প্রতিজ্ঞানুসারে, তাহারা সাম্যাবস্থায় থাকিবে। 
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wig: “বল তিনটি একটি বিন্দুতে ক্রিয়াশীল হইয়া কোন'ত্রিভূজের аул 
গৃহীত তিনটি বাহুর সমাঙ্রপাতিক হইলে এবং উহাদের fg অস্থরূপ বাহু তিনটির 
সহিত একই ক্রমে সমান কোণে (প্রত্যেকটি 439, অথবা, প্রত্যেকটি অস্তমুখী 
অবস্থায়) নত থাকিলে, উহার! সাম্যাবস্থায় থাকিবে"_ইহা! পূর্ব পদ্ধতিতে প্রমাণ 
করা যাইবে। 

3-3. 'বলব্রিভুজ' এর বিপরীত প্রত্তিষ্তা : 

( Converse of the Triangle of Forces ) : 

দামতলিক সমবিন্দু তিনটি বল সাম্যাবস্থায় থাকিলে, সাধারণভাবে, 
তাহাদের একটি ত্রিভুজের ক্রমান্ুপারে গৃহীত তিনটি বাছ ছারা মানে 
ও দ্বিকে নির্দেশিত করা যাইবে। 


মনে করি, o বিন্দুতে OL, OM ও ON বরাবর ক্রিয়াশীল তিনটি সামতলিক 

বল ৮, O, R সাম্যাবস্থায় আছে। প্রমাণ করিতে হইবে যে, উহার্দিগকে কোন : 
একটি ত্রিভুজের cw exis গৃহীত বাহুগুলি দ্বারা মানে ও দিকে নির্দেশিত 7 
. করা যাইবে। 

OL এবং OM এর সমান্তরাল BC ও CA লইলাম, যেখানে бв এককে 
Вб=р; GA=Q. : এখন, BCAD সামাস্তরিক সম্পূর্ণ করি, এবং EA 
অঙ্কন করি। | 

«ча, СА এবং BD সমান ও সমান্তরাল বলিয়া, o বলটি মানে ও দিকে 
o ছারা! নির্দেশিত হইবে ॥ এখন, “বলের সামাস্তরিক wa! SINT, 


е G: s ss a 
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5১ ও Sar чав হইবে; অর্থাৎ, Рес বলের nfa মানে গু fis 
BA ww নির্দেশিত হইবে ер, Руа, F বল তিনটি o বিন্দুতে ক্রিয়াশীল 
হইয়া সাম্যাবস্থায় আছে, অতএব, ₹ বলটি, pcs Q এর "б সমান (মানে) 
এবং বিপরীত অভিমুখিতায় ক্রিয়াশীল হইবে। чач ২ বলটি মানে ও দিকে 
Аз wu নির্দেশিত হইবে i অতএব, নির্ধারিত স্কেলে e, а,в বলকে যথাক্রমে 
ABC ত্রিভুজের 80, CA, AB ছারা, ( মানে ও «бее, ক্রিয়ারেখায় নহে) 
নির্দেশিত করা যাইবে 1 i 

মন্তব্যঃ সামতলিক af তিনটি বল সাম্যাবস্থায় থাকিলে, যদি উহাদের 
যে কোন দুইটির মানের সমষ্টি তৃতীয়টির মান অপেক্ষা ач হয়, তবে তাহাদিগকে 
একটি ত্রিভুজের шыл গৃহীত তিনটি বাহু দ্বারা মানে ও দিকে নির্দেশিত - 
করা যাইবে; কিন্তু, যদি তাহাদেব দুইটির মানের সমষ্টি তৃতীয়টির মানের সমান হয়, 
তবে ABC faga আকা! সম্ভব হইবে না ; ( উহা! একটি সরল রেখা! হইয়া যাইবে )। 

3.4, লামির প্রতিজ্ঞা ( Lami's theorem ) : 

একটি বিন্দুতে প্রযুক্ত তিনটি সামভলিক বল সাম্যাবস্থায় থাকিলে 
প্রত্যেকটি. বল অপর দুইটির অন্তর্গত কোণের লাইনের জমান্থুপাতে 
থাকিবে। 


N 
! মনে করি, o fere ате তিনটি সামতলিক বল, P, o, ₹ যথাক্রমে 
| OL, ом ও ом বরাবর ক্রিয়াশীল হইয়া সাম্যাবস্থায় আছে, যেখানে, Z MON <; 


LNOL=B; ,LLOM=7. প্ৰমাণ করিতে হইবে যে, 
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যেহেতু, তিনটি সামতলিক বল P, 0, R, O বিন্দুতে যথাক্রমে OL, ом ও ON. 
বরাবর ক্রিয়াশীল হইয়! সাম্যাবস্থায় আছে, যেখানে 
. 4MoN-4; ZNOL-B; ZLoM=y,` 
অতএব “বল-ত্রিভুজ্জ এর বিপরীত প্রতিজ্ঞ” অনুযায়ী নির্ধারিত স্কেলে P, ০১ R 
বলকে যথাক্রমে ABC бацач BO, CA, АВ দ্বার! নির্দেশিত কর! যাইবে, যেখানে, 
ДвАС=п-<; /авс=л—8; ZBCA-T1—Y. 
তাঁহ। হইলে, এখন ব্রিকোণমিতির সাহায্যে, ABC ত্রিভুজ হইতে, 


288 2 CA 2 AB ) 
sin ZA sin AB sin Zc” 


অর্থাৎ Bier OE 0 8 R : 
' sin r—«) sin (п-68) sin (—>)' 
বা 487884100১৮, 
› sina sinf sin y 
বিকল্প প্রমাণ : 


o বিন্দুতে প্রযুক্ত তিনটি সামতলিক বল P,O, R যথাক্রমে OL, OM € ом 
বরাবর fam Ae হুইয়! সাম্যাবস্থায় আছে, যেখানে, Д мом=< у ZNOLTP; 
ZLQM* y. 

প্রমাণ করিতে হইবে যে, 

P:Q:R-sin < : sin f : sin y. 
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নির্ধারিত স্কেলে, Охе РУбБ=о লইয়া олов সামাস্তরিক সম্পূর্ণ করি এবং 
OD কর্ণ অঙ্কন করি। বলের সামাস্তরিক тав OA 6 ов এর "fs OD হইবে, 
অর্থাৎ, P «3t Q এর afa 05 (মানে) হইবে, এবং তাহা ор বরাবর ক্রিয়াশীল 
হইবে। এক্ষণে, যেহেতু, P, o, R বল তিনটি সাম্যাবস্থায় আছে, সুতরাং, P ও ০ 
এর লন্ধিৎি এর সমান (মানে) হইবে, এবং R Q аз বিপরীত অভিমুখিতায় 
ক্রিয়া করিবে। 

mage = а L 

F, পূর্বোক্ত স্কেলে ON বরাবর Об= R হইলে, GG এবং Об একই সরল- 
রেখায় থাকিবে, এবং OD— R RA I 

আবার, OB এবং AD সমান ও সমান্তরাল বলিয়া, AD—O. 

এক্ষণে, ত্রিকোণমিতির সাহায্যে, одр faga হইতে পাই : 

б ЗАБ এ ভি 

sin LODA sm ZAOD sin / OAD’ 


— OC Э rape УМ 
зіп /BOD sin LAOD sin LOAD” 


বা, 


বা, ত 
” sin(x—«) sin(z—$) tin (m—»)? 


P о к, 


E আয অন айне a ms 


sin« sinf siny 12, 
2-5. লামির উপপান্ের বিপরীত প্রতিজ্ঞ! (Converse of Lami's 
Theorem) : 


একটি বিন্দুতে ক্রিয়াশীল তিনটি লামভলিক বল aft এইরূপ হয় যে, 
উহাদের প্রত্যেকটি অপর দুইটির অন্তর্গত কোণের লাইনের লমানুপাতী, 
তাহা হইলে, বল তিনটি সাম্যাবস্থায় থাকিবে। 


মনে করি, ০ বিন্দুতে exe তিনটি সামতলিক বল Р, o, R যথাক্রমে QL, ом 


ও ON বরাবর ক্রিয়াশীল, এবং 
P а R (D 


= .. 


sin Z MON sin ZNOL sin ZLOM 
মনে করি, o6-R. বর্ধিত CO হইতে 00-08 লই, এবং олов সামাস্তরিক 
সম্পূর্ণ করি, যাহার একটি কর্ণ 05, এবং A ও ৪ যথাক্রমে OL ও OM এর উপর 
অবস্থিত। 
স্থিতিবিদ্বা_17 
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এখন, оло faga হইতে, . 
@к АВ — 05... 
sinZODA sinZAOD sinZOAD ° 
বা ৪4181: তি C 
› япёром sinZAOD sinZ OAD QAD' 
বা, BON 4, 44221: УАН ДА V T 84 (2) 


sin Z MON sinZNOL  sinZLoM 


স্থতরাং, (1) এবং (2) তুলনা е পাই, তম=P ; Аб=0, বা, 08-0. 


আবার, বলের সামান্তরিক সুত্রান্থদারে, OA 8.08 বলদ্বয়ের mf 22 
অর্থাৎ) P ও а বলের লন্ধি মানে ও দিকে оо দ্বার! নির্দেশিত। তাহা হইলে, 
Pa বলের mf মানে R এর সমান এবং R এর বিপরীত অভিমুখিতায় 
ক্রিয়াবীণ। 95415, Р, 0, R বল তিনটি সাম্যাবস্থায় আছে। 

$6. “বল-বনুভুজের BAAT (Theorem of polygon of 
forces ) : 

কোন একটি বিন্দুতে ক্রিয়ানীল cw কোন সংখ্যক সামতলিক 
বলের মান ও জঅভিমুখিত! যদি কোন একটি আবদ্ধ (closed) 479791 
ক্রমানুসারে গৃহীত বাহুসমূহের দ্বার। নির্দেশিত হয়, ভাহা! হইলে, 
À বলসমূহ সাম্যাবস্থায় থাকিবে। 

' মনে করি, o বিন্দুতে euma সামতলিক ын P, 0, R, e ° 
fev আবদ্ধ 7945 АВСОЕА এর ক্রমানুসারে ÀS ^8, вс, CO, DE ও 
EA দ্বার! নির্দেশিত । প্রমাণ করিতে হইবে বে, উহার! সাম্যাবস্থায় আছে। 
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[ সম! 

AC ও AD сэг жээ 
вэ > -» Emp. ын — = Ё = 
AB ও BC এর "Í& AC, অর্থাৎ £৪+-3০-/০$ АС @ср এর "f AD; 

э ә ә -> -=> => > = -y 
অর্থাৎ, AC+CD=AD; এবং AD ও DE এর AfA АЕ, অর্থাৎ, AD--DE- AE. 

э э э > > 
RST, AB+BC+CD+DE=AE; অর্থাৎ, ০ বিন্দুতে ক্রিয়াশীল P, о, R, ৪ 
2 -» 
এর afa মানে ও দিকে AE দ্বারা নির্দেশিত, এবং তাহা о বিন্দুতে ক্রিয়াশীল। 
-» 
অবশিষ্ট T বলের মান ও দিক্‌ БА দারা নির্দেশিত, এবং 888 о বিন্দুতে 


ক্রিয়াশীল । তাহা হইলে, P, o, R, S বলসমূছের «ба, т বলের সমান (মানে ) 
এবং একই o fepe, উক্ত ай ও T পরস্পর বিপরীত অভিমুখিতায় ক্রিয়াশীল | 
সুতরাং, তাঁচারা সাম্যাবস্থায় "আছে। 
ভেক্টর প্রতীকে, /24-৪১+-০১+52+ EA =Ù, 
মন্তব্যঃ দুই এর অধিক যে কোন সংখ্যক বলের ক্ষেত্রে এই উপপাগ্যটি 
অন্ধরূপভাবে প্রমাণ করা যাইবে | 


97. ‘বল-বহুভুজের উপপান্ত”-এর বিপরীত প্রতিজ্ঞা : (Converse 
of the Theorem of Polygon of Forces ) : 

কোনও বিন্দুতে প্রযুক্ত যে কোন সংখ্যক বল ufq সাম্যাবস্থায় 
থাকে, তবে উহাদিগকে একটি আবদ্ধ বহুভুজের ক্রমানুসারে গৃহীছ 
বাহুগুলি দ্বার! মানে ও দিকে নির্দেশিত করা যাইবে। 

মনে করি, P, Q, R, S, T বলনমূহ ০ বিন্দুতে প্রযুক্ত হইয়া সাম্যাবস্থায় আছে। 

এখন, Р, O R, S বলসমূহের 'অভিদুখিতার সমান্তরাল পরপর АБ, BC, 
CD ও DE টানিলাম, যেখানে নির্ধারিতে স্কেলে, Р, ০, R ও ৪ যথাক্রমে, মানে 
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ও fie AB, B6, GD, ও DE দ্বারা নির্দেশিত | АЕ অঙ্কন করিয়া ABCDEA 
ববন্ধ)পঞ্চতূজটি পাইলাম 1 
— — > => — 
বল-ত্রিভুজের উপাপাদ্য অস্থায়ী, АВ ও Bc এর "Íü AC;AC ও CD এর 
নন্ধি AD ; এবং Ao ও DE লব্ধ AE. ST] হইলে, P, 0, R, s এর লব্ধিমানে e 
দিকে АЕ দারা নির্দেশিত, এবং তাহা ০ বিন্দুতে ক্রিয়াশীল। 


এখন, যেহেতু, Р, 0, R, S, বলসমূহ ০ বিন্দুতে ক্রিয়াশীল হয়া সাম্যাবহ্থায় 
আছে, অতএব, T বলটি মানে ওদিকে অতি অবশ্যই ЕАЧ নির্দেশিত হইবে; 
(যদিও ইহার প্রয়োগবিন্দু о)! TEI P, Q, R, S, T বলসমূহ ABCDEA আবদ্ধ 
পঞ্চতৃজের ক্রমাস্থসারে গৃহীত বাছুসমূহ দ্বার| মানে ও দিকে নির্দেশিত হইবে | 

অন্তব্য £ ছুই এর অধিক যে কোন সংখ্যক বলের ক্ষেত্রে এই উপগাদ্টি 
অন্ধ্রূপভাবে প্রমাণ কর! বাইবে। 

да): একটি বহুতুজের (won সংখ্যা3) অঙ্থরূপ বাহুগুলির সমান্তরাল 
qtaq qua উহার সহিত সদৃশ নাও হইতে পারে ; Chas এই CANTI ক্ষেত্রে 
বলসমুহকে যে কোন чеда ক্রমানুসারে গৃহীত বাহুগুলি দ্বারা নির্দেশিত কর! 
যাইবে al ; (যদিও বাছুগুলি বলগুলির সহিত ক্রমান্থসারে সমান্তরাল )। 

88. একটি বিন্দুতে প্রযুক্ত সামতলিক বলসমূহের সাম্যাবন্থায় 
থাকিবার G) প্রয়োজনীয় (necessary) এবং (ii) যথেষ্ট (sufficient) 
শর্ড (848: 


মনে করি, Pi Ps Рау", Ра সাম্তলিক বলসমূহ ০ বিন্দুতে 
eme, এবং তাহাদের সমতলে ох ও оу দুইটি পরস্পর mx ATAN) 


Аз 


————— he 
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মনে Ф, Pe Ра, Poss » Ра “98536 ох এর সহিত একই ক্রমে 

যথাক্রমে dis «а, Xs» Жо 

একোণসমুহ উৎপন্ন করে» এবং উহাদের 

afa R, oz এর সহিত একই ক্রমে 

9 কোণ উৎপন্ন করে। তাহা হইলে, 
R соз 0=P, COS 4; 


+Ps cos চবি AE 
T Ps COS X, 


n 

= Ур, cos ar=X, (ধরি); 
T-1 

R sin 0=Р; sin 41 +P. sin 42+ FP Sin Ха 


LJ 
=È зш «ov, (ধরি )! 


R?(cos?6 -- sin*0)- x? +Y? ; 


| বা, R'—x*'-vY*. 78 ü) 


| 0) প্রয়োজনীয় শর্ত: 
Xf ра, Pes Pasco, Pa TAAR সাম্যাবস্থায় থাকে, তবে R0; বা» 


х2 Үү -0:4, х=0, y=0; অৰ্থাৎ, ৰলমূহের সমতলে যেকোন দুইটি 
পরস্পর লম্বাভিমুখে উহাদের বিক্সেষিতাংশের বীজগণিতীয় যোগফল আলাদ! আলাদ। 


ভাবে উভয়েই wg হইবে। 

মনে করি, х=0 এবং ү=0 দেওয়া আছে। তাহা হইলে, R—0; অর্থাৎ 
বলসমূহ সাম্যাবস্থায় আছে। West বলসমূহের সাম্যাবস্থায় থাকিবার যথেষ্ট 
শর্তঃ x=0, v0. 

সুতরাং, একটি বিন্দুতে প্রযুক্ত সামতলিক челде সাম্যাবস্থায় থাকিবার 


প্রয়োজনীয় ও যথেষ্ট শর্ত হইল, “উহাদের সমতলে যে কোন দুইটি লদ্বা ভিমুখে 


| 

(i) যথেষ্ট শর্ত £ 
x তাহাদের বিশগ্লেষিতাংশের বীজগণিতীয় যোগফল শৃন্ত হইবে”। 
| 
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$9. দৃষ্টান্তমূলক উদ্দাহুরণ : 

উদ্দাহরণ 1. (i) ও গ্রা.-ভার; 5 গ্রা-ভার ) 4 912514, Gi) 6 পা.-ভার; 
4 পা.-ভার ; 10 পা.-ভার : Gü) 15 কি. গ্রা-ভার; 6 কি. গ্রা-ভার ; 8 কি. 
81814 ;_বল তিনটি একটি কণাতে প্রযুক্ত হইলে, কণাটি কি স্থিরাবস্থায় থাকিতে 
পারে? কারণ দেখাও 1 | | 

() প্রদত্ত বলত্রয়ের যে কোন দুইটির মানের যোগফল তৃতীয়টির মান অপেক্ষা 
বৃহত্তর বলিয়া, উহাদের একটি ভ্রিভূজের ক্রমানুসারে গৃহীত তিনটি বাহু দ্বারা মানে 
ও দিকে নির্দেশিত করা সম্ভবপর হইবে; এবং তথন উহাদের অনুরূপ অভিমুখিতাঁয় 
একটি কণাতে বলগুলি প্রযুক্ত হইলে, কণাটি স্থির থাকিবে । ইহা বল-ত্রিতূজের 
উপপাস্থের প্রয়োগ 1 ; 

s (d) প্রথম দুইটির মানের যোগফল তৃতীয়টির সমান বলিয়া, একটি কণাতে 
প্রথম দুইটিকে একই অভিমুখিতায়, এবং তৃতীয়টিকে তাহাদের বিপরীত অভিমুখিতায় 
প্রয়োগ করিলে কণাটি স্থির থাকিবে। 

(i) বল তিনটি কখনই সাম্যাবস্থায় থাকিবে না; কারণ, এখানে দ্বিতীয় ও 
তৃতীয় বলের মানের যোগফল প্রথমটির চেয়ে wawqi edt উহাদের দ্বারা কোন 
бұз অঙ্কন সম্ভবপর হইবে না। সেইজন্য ‘বল-ত্রিতুজের’ উপাপাস্থ এখানে প্রয়োগ 
করা সম্ভবপর নহে। qea, উহার! কণাটিকে স্থিরাবস্থায় রাখিতে পারে aii 

উদ্দাহরণ 2. 70 পাউগ্-ভার এর একটি qw 6 ফুট ও 8 ফুট দীর্ঘ দুইটি 
দড়িতে dfan দড়ির 'অপর eta একই оу রেখায় অবস্থিত 10 ফুট ব্যবধানে 
দুইটি বিন্দুতে সংযুক্ত করিয়া দেওয়! হইল । দড়ি দুইটির টান নির্ণয় কর | 

71448) চিত্রে, АВ 

SITAN; বস্তুর অবস্থান 
C এতে, যেখানে, АВ=10 
ফুট; BG=8 ফুট; XG -6 

ফুট এবং 70 পা.-ভার Ege 
রেখা co বরাবর নীচের দিকে 

ক্রিয়াশীল। মনে করি, СА 

ও cB দড়ির টান যথাক্রমে 

T, এবং Ts 7799-5191 

যেহেতু, 6'--8* -10* অর্থাৎ BC? CA! AB, туяаг, /АСВ=90°. 
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ধরি, 2088-0. এখন, তিনটি বল, ту, та ও 70 পাউগু-ভার c বিন্দুতে 
প্রযুক্ত হইয়া সাম্যাবস্থায় আছে। অতএব, লামির উপপাদ্য অনুযায়ী, 


Spe ЗАЦ н sf 
SsinZBcD sinZACD sin ZACB ° 


Te 


বা MNA OAM МЕА ЗАЛА Р 
° sin(180?—6) sin (909--0) зіп 90°? 


ACT 270 sin 0=70х 8 =56: 
=70x Š = 
Ts 70 cose 70x 1 42. 


স্থতরাং, CA ও CB দড়ির টান যথাক্রমে 56 পা.-ভার ও 42 পা.-ভার। 
উদ্দাহরণ 3. 10 41-54 এর একটি qw 7 ইঞ্চি ও 24 ইঞ্চি দীর্ঘ দুইটি 
দড়িতে বীধিয়া উহাদের অপর єг দুইটি একটি দণ্ডের ছুই প্রান্তে qe qata বস্তুটি 
দণ্ডের жубу ঠিকনীচে স্থিরাংস্থায় ঝুলিয়া থাকিল এবং উভয় দড়িতে টান পড়িল | 
теба দৈর্ঘ্য 25 ইঞ্চি হইলে দড়ির টান নির্ণয় sa) ГУ. B. H. S. 1966 ] 
পার্শ্ববর্তী চিত্রে, АВ wel: অবস্থান, 
বস্তুর অবস্থান ০-এতে, যেখানে, !АВ= 
25 ইঞ্চি; вб=7 ইঞ্চি; এবং 
Ac=24 fe; অপিচ, 10 51-14 
Smeta নীচের দিকে (оо বরাবর) 
ক্রিয়াশীল । মলে করি, cA এবং ০৪ দড়ির 
টান যথাক্রমে T, এবং Та গ্রাম-ভার। 
এখন) যেহেতু, 41-24-2557 
অর্থাৎ, 8৪০৭4675788”, 
2.7 ZecA- 90". 
АВ এর ХОЧ о হইলে, প্রদত্ত 
শর্তানছসারে, GG উল্লস্বভাবে অবস্থিত। | Їр 
আবার, জ্যামিতি থেকে, AG-BG- GC. 
ধরি, ZcAG=< এবং 2680-0. 
асаах, 2808-8. 
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এখন, Ti, Ta এবং 10 গ্রাম-ভার বল তিনটি ০ বিন্দুতে প্রযুক্ত হইয়া 
সাম্যাবস্থায় আছে বলিয়!, লামির উপপাস্য অন্ধ্যায়ী, 
২1041) 
sin 28с0 sin ZACD sin ZL АСВ 
x PREDA ut. e. 10 a 
sin (180° — В) sin (180° —4) sin 90° 
^ T1=10 sin B=10 X АС/АВ = 10 X 24/25 =9§ ; 
Ta=10 sin «= 10x BC/AS=10 x 7/25 = 24. 
99910, СА ও ca দড়ির টান, যথাক্রমে, 98 গ্রা.-ভার 8028 গ্রা.-ভার | 
উদ্ধাহরণ 4, সামতলিক তিনটি বল P, Q, R কোনও АВС Сеч বাহুত্রয় 
BG, CA, AB এর উপর যথাক্রমে লগ্বাতিমুখে ক্রিয়াশীল হইয়! সাম্যাবস্থায় আছে। 
প্রমাণ কর যে, 
PiQiReaib:ic, যেখানে, ВС=а, СА=}, AB-c. 
মনে করি, P, о, বল দুইটি 
যথাক্রমে o বিন্দুতে OL, OM বরাবর 
ক্রিয়াশীল, যেখানে, oL ом, 
যথাক্রমে ВС, СА এর উপর ач! 
যেহেতু, বল তিনটি সাম্যাবস্থায় 
আছে, তৃতীয় বলটি [9] বিন্দুতে 


ON বরাবর ক্রিয়াশীল হইবে, যেখানে, 
АВ এর উপর OF "x | তাহা হইলে, 


লামির উপপাস্য অনুযায়ী 
২৮47 E A RE, Не 
SinZ MON sinZNOL sinZLOM ° - 
Ч, TET ИШ асы 121812 
sin(180°— a) sin (180?—g) sin (180* — c) 
3l, EAD R 


sin A sinB sinc 
fm, এ 224122 
^ sinA sing sinc 
Р: O:R-atbte 


সমতলীয় সমবিন্দু বলের সাম্যাবস্থা 265 
উদ্নাহরণ 5. একটি fetes প্রযুক্ত ছয়টি সামতলিক বল, ABCD 58984 


Ó =p) pu =p эн 
AB, BC, CD; DA, CA ও ов এর সমান্তরাল বরাবর সক্রিয়; এবং ইহারা 
যথাক্রমে 2 AB, 3 BC, 2 со, Dh CA ও ов দার! 5755 1 দেখাও যে, এই 


বলসমূহ সাম্যাবস্থায় আছে। 
D 


-> - = p са 
2 AB+3 вс+2 CD--DA--CA--DB : “Ус 
— — > > 
=(AB+ BC+ CD-- DA) єл c 
> > -> > — - < 
+(AB+BG+cCA)+(BC+CD +DB). ` to 
বল-বহুতুজের উপপাদ্য অনুযায়ী, х ^ud 
> > > a 5, 


AB--BC--CD--DA-Ü ; A БА 


Qe: >> > — 
AB-BO+CA=Ü; вс+ср+рв=0. 


3. 2484-3 вб+2 CO DA--CA-- DB = 0. 
অতএব, প্রদত্ত বলসমূহ, একই বিন্দুতে প্রযুক্ত হইয়া সাম্যাবস্থায় আছে। 
mtaas 6. একটি বিন্দুতে চারিটি সামতলিক বল, 4, 2, 6V3, 8 পাউণ্ড- 
তার প্রযুক্ত, যেখানে, একই ক্রমে, প্রথম ও দ্বিতীয়, TU tales ballads ddl 
চতুর্থ বলের মধ্যবর্তী কোণ 
যথাক্রমে, 60°, 90০ ও 150". 
দেখাও যে, উহার! সাম্যাবস্থায় 


আছে। 
মনে করি, 48545 ০ 
বিন্দুতে প্রযুক্ত, এবং প্রথম 


বলটি ox বরাবর ক্রিয়াশীল | 


এখন ox বরাবর এই 
বলসমূহের বিঙ্লেষিভাংশের 


বীজগণিতীয় যোগফল 
=[4 cos 0" 4-2 cos 60* --6 / 3 cos (90° + 60°) 
4-8 cos (60? --90* -- 150)] 714514 


2 (4--1—9 4-4) "1-51 =0 91-51 | 
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) 
এবং Ox এর লঙ্বাভিমুখে বলসমূধ্রে বিশ্নেষিতাংশের বীজগণিতীয় থোগফল 
° =[4 sin 0°42 sin 609--6 V3 sin (90° + 60°) 
+8 зір (609--907 --1509) পা.-ভার 
=(/3+3 /3-4 J3) পা.-ভার 0 পা.-ভার 
সুতরাং বলসমূহ সাম্যাবস্থায় আছে। 


аа) 3. 

1.() 3,7,10; (b 5,7,10; (с) 5, 7,15 «энэн তিনটি 
সামতলিক বল একটি কণাতে প্রযুক্ত হইয়া কি সাম্যাবস্থায় থাকিতে পারে? যুক্তিসহ 
উত্তর লিখ। ' [W.B.H.S. 1964] 

2. একটি কণাতে প্রযুক্ত তিনটি সামতলিক বল, 3P, AP ও 7P সাম্যাবস্থায় 
থাকিতে পারে কিনা পরীক্ষা কর। (W.B.H S. 1960] 

3. একটি বিন্দুতে প্রযুক্ত তিনটি সামতলিক বলের অঙ্গপাত'4 :9 : 11. ইহার! 
সাম্যাবস্থায় থাকিতে পারে কিনা পরীক্ষা কর। 

4. 36 পাউগু-ভারের একটি বস্তু 16 ফুট ও 12 ফুট দীর্ঘ দুইটি দড়ির সাহায্যে 
বুলাইয় রাখা হইয়াছে । দড়ি দুইটির অপর প্রান্ত একই ЭРЭР ফুট 
ব্যবধানে সংযুক্ত থাকিলে, দড়ির টানগুলি নির্ণয় wq | 

S. 6 ও ৪ ফুট দীর্ঘ দুইটি দড়ির এক প্রান্তে 80 পা.-ভারের একটি 
বস্তু বাঁধিয়া ঝুলাইয়া দেওয়া হইল, যেখানে দড়ির অপর প্রান্ত 10 ফুট দীর্ঘ একটি 
দণ্ডের দুই প্রান্তে সংযুক্ত এবং теб এমন ভাবে আছে যে, বস্তুটি দণ্ডের মধ্যবিন্দুর 
ঠিক নীচে আছে। বল-ক্রিতুজের সাহায্যে দড়ির টানগুলি বাহির কর। 

[W.B.H.S. 1969] 

6. দুইটি দড়ির দ্বারা w পা.-ভারের একটি বস্তুকে উ্লস্থতাবে ঝুলাইয়! দেওয়। 
হইল, যেখানে একটি দড়ি Зино সহিত 30° কোণে নত। অপর দড়িটি 
উল্পস্থদিকের সহিত কিরূপ কোণে নত থাকিলে Sefa টান ক্ষুদ্রতম হইবে? তখন 
দড়ির টানগ্ুলি কত কত হুইবে ? 

7. ABC ত্রিভুজের পরিকেন্্র о এবং 0 বিন্দুতে প্রযুক্ত'তিনটি বল P, o, R, 


> > > 
যথাক্রমে O^, OB, OC বরাবর ক্রিয়াশীল হইয়! সাম্যাবপ্থায় আছে। দেখাও যে, 
P:Q:R-sin2A: sin2a: sin2c. 
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8. Ago сеч satya 1 এবং I বিন্দুতে প্রযুক্ত তিনটি বল P, ০১ R 
যথাক্রমে 1%, 18, 1с বরাবর ক্রিয়াশীল হইয়া সাম্যাবস্থায় ক্মাছে। দেখাও যে, 

P š Q: R=cosš A: cos š B: cos š C. 

9. একটি বিন্দুতে ক্রিয়ারত তিনটি বল বদি সাম্যাবস্থায় থাকে, এবং উহারা 
পরস্পরের সহিত 120° কোণ উৎপন্ন করে, তবে “‘বল-ত্রিভুজ’-এর SANTIT 
সাহায্যে প্রমাণ কর যে, উহার! পরস্পর সমান 1 

10. ABCD qew চতুভূ জের কৌণিক বিন্দু A এতে প্রযুক্ত তিনটি বল P, Q, R 

> > ৯ 
যথাক্রমে, AB, AD, € CA বরাবর সক্রিয়। যদি উহার! সাম্যাৰস্থায় থাকে? তবে 
দেখাও G, P š: Q š R=GD : GB : BD: 

11, W ভারের একটি বস্তুকে একটি মস্ছণ নততলের উপর অঙ্ণভূমিক রেখায় 
ক্রিয়াশীল p একক qu, অথবা, নততল বরাবর ক্রিয়াশীল o একক বল স্থিরাবহ্থায় 
রাখিতে পারে। যদি এই ছুইক্ষেত্রে নততলের উপর বস্তুটির চাপ যথাক্রমে R ও S 
একক হয়» তবে দেখাও যে, 

নি এবং RS= w°. 

19. Гб একটি হাক্কা দড়ির দুইপ্রান্ত একটি অঙ্ুভূমিক তলের (৫ দূরত্বে 
স্থিত) দুইটি বিন্দুতে আবন্ধ আছে এবং একটি wu হাল্কা! আংটির মধ্য দিয়া 
দড়িটি নেওয়া হইয়াছে । 8 আংটি হইতে w ভারের একটি qu অবাধে ঝুলিতে, 
থাকিলে, এবং দড়িটির টান 1 একক হইলে, দেখাও যে, 


Rc (l>a): 


18. asc fagat BÓ, CA, AB এর মধ্যবিন্দু যথাক্রমে 0, 6, Р. একটি 
বিন্দুতে প্রযুক্ত তিনটি সামতনিক বল, AD, BE ও চে দারা নির্দেশিত হইলে, 
দেখাও а, উহারা সাম্যাবস্থায় থাকিবে। [W. B. Н. S. 1967) 

14. ABCD 599084 АВ, BC, CD ও БА এর মধ্যবিদ্দু যথাক্রমে, E, F, G, H: 
একটি কণাতে প্রযুক্ত তিনটি বল, ко, FH ও 05 দ্বারা নির্দেশিত। প্রমাণ কর যে, 
উহার! সাম্যাবস্থায় আছে। (W. B. H. S. 1963] 

i5. Boo সামাস্তরিকের #97911 o একটি বিন্দু প্রমাণ কর G, ০ বিন্দুতে 
প্রযুক্ত এবং OA, 00, ৪০ ও po দ্বারা নির্দেশিত চারিটি বল সাম্যাবস্থায়, 
খাকিবে। 


T= 
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16. একটি fere aw পাচাটি সামতলিক বল ABCD চতুভূ জের 
^B, 280, 259, DA ও DB দ্বারা নির্দেশিত। দেখাও যে, 4$ বসসমূহ 
সাম্যাবস্থায় আছে। 

17. авс agen পরিকেজ্র o ; P, 0, R তিনটি বল ০ বিন্দুতে প্রযুক্ত হইয়। 
যথাক্রমে OA, ов, Oc বরাবর ক্রিয়াশীল, এবং 

P š Q: R=sin 2A: sin 2B : sin 2c. 

দেখাও যে, বল তিনটি সাম্যাবস্থায় আছে। 

18. একটি বিন্দুতে প্রযুক্ত তিনটি বল সাম্যাবস্থায় আছে, এবং তাহাদের 
Зи 715 J3-1:2: J2. প্রথম এবং দ্বিতীয় বলের মধ্যবর্তী কোণ নির্ণয় wq | 
পর মধ্যবস্তী কোণগুলি কি কি? 

19. একটি বিন্দুতে ক্রিয়াশীল চারিটি সামতলিক বল P একক উত্তরাভিমুখে, . 
9 একক পশ্চিমাভিমুখে, 4 একক দক্ষিণ-পশ্চিমাভিমুখে এবং 3 একক পূর্বাভিমুখে 


প্রযুক্ত। যদি উহারা সাম্যাবস্থায় থাকে, তবে P এবং ও এর মান নির্ণয় কর à 
[W. B. H. S. 1967] 


20. ! দৈর্ধ্যবিশিষ্ট একটি হান্ধ! দড়ির দুইপ্রাস্ত একটি weis দণ্ডের a (4-2) 
দূরত্বে A এবং В তে সংযুক্ত আছে এবং ইহাতে w ভারের একটি মহৃণ আংটি পরানো 
আছে। এই আংটিতে P বল অনুভূমিক দিক বরাবর এমন ভাবে প্রয়োগ করা হইল 


যেন উহা ঠিক в এর নীচে স্থিরাবস্থায় থাকে । দেখাও বে, P=aWl|l. 
(УУ. В. Н. S. Comp. 1967) 


ANSWERS. (etatai 3 ) 


1. (a). সাম্যাবস্থা সম্ভবপর (ছোট বল দুইটি এক দিকে, 46640 বিপরীত দিকে); 
(b. বিল-ত্রিতূজের' সাহায্যে সাম্যাবস্থা সম্ভবপর ; (c. সাম্যাবস্থা অসম্ভব, কারণ 
“цал ца” অস্তিত্বহীন । 2. ছোট বল দুইটি একদিকে, এবং বৃহত্তমটি বিপরীত 
দিকে সক্রিয় হইলে, সাম্যাবস্থায় থাকিবে। 3. বলব্রিতৃজের Таша, বল তিনটি 
সাম্যাবস্থায় থাকিতে পারে। 4. 216 9291, 288 পা.-ভার। 5. 48 
পা.ভার ; 64 পা.-ভার। 6. 60°; (wV3; 4w) পা.-ভার। 18, 150°; 
75°; 135. 19. Р=2 J2; а=3-2/2, 


sel Sara 
সমান্তরাল বলের লব্ধ 
( Resultant of parallel forces ) 

4-1. উপস্থাপন £ 

ছুই বা ততোধিক বলের ক্রিয়ারেখ! পরস্পর সমান্তরাল হইলে, এ বলসমুহকে 
সমান্তরাল বল বলা হইবে। সমাস্তরীল বল দুই শ্রেণীর :—( иа (like) 
এবং G অসদৃশ (unlike). দুইটি সমান্তরাল বলের অভিমুখিতা একই হইলে 
абст সদৃশ সমান্তরাল বল (like parallel forces ) বলা হইবে; 
কিন্ত, দুইটি সমান্তরাল বলের অভিমুখিতাপরস্পর বিপরীত হইলেঃউছাদ্দিগকে অসশ 
সমান্তরাল বল ( unlike parallel forces ) বল! হইবে। 

ছুই «| ততোধিক সমান্তরাল বল কোনও কণা ( বা, বিন্দু) এর উপর প্রযুক্ত হইতে 
পারে না) কারণ উহাদের ক্রিয়ারেথা পরস্পরচ্ছেদী নহে; সমরেখও নহে। ces 
পূৰ্ববৰ্তী আলোচনা অনুযায়ী উহাদের লব্ধ নির্ণয় কর! ঘাইবে না! 

কোনও (5 বস্তুর উপর প্রযুক্ত দুইটি সদৃশ সমাস্তরাল বলের afa এবং দুইটি অসদৃশ 
অসমান সমান্তরাল বলের লব্ধি fads পন্ধতি এই অধ্যায়ের পরবর্তী অনচ্ছেদগুলিতে 
দেওয়া হইল। 

দুইটি সমান সদৃশ সমান্তরাল বলকে DUET (couple) বলা zz | যুগ্াবল 
সম্বন্ধে আলোচন! 48 অধ্যায়ে দেওয়া হইবে 1 

42, দুইটি সদৃশ সমান্তরাল বলের mía নির্ণয়। 

মনে করি, একটি দৃঢ় বস্তুর % ев বিন্দুতে দুইটি সদৃশ সমাস্তরাল বল» Р এবং 
о, সক্রিয়, এবং মানে, ক্রিয়্ারেখায় ও দিকে উহার! যথাক্রমে, АК е 5) দ্বারা 
সুচিত АВ অঙ্কন করি। এখন, A বিন্দুতে Aa বরাবর একটি বল ৪ এবং в 
বিন্দুতে PA বরাবর একটি বল s একই সঙ্গে ий করা হইল, যেখানে ALS 
এবং BE-S. ALMK € BEFD সামাস্তরিকদ্বয় সম্পূর্ণ করি, এবং АМ ও BF 

ET অঙ্কন করি। 


etu হইলে, A বিন্দুতে P ও ৪ বলের mfi АМ এবং ৪ বিন্দুতে o e s বলের 
afg ৪? ছারা নির্দেশিত হইবে। ধরি, AR, এবং B= R:. 
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1 
মনে করি, বধিত АМ ও BF পরস্পরকে о বিন্দুক্তে ছেদ করে। ০ বিন্দু fim 
AB এর সমান্তরাল GH এবং AK এর সমান্তরাল CO অঙ্কন করি, যেখানে, АВ এর 
উপর ০ অবস্থিত। 


এখন, R এর ক্রিয়া A হইতে AO বরাবর o бүгө এবং R, এর ক্রিয়া-বিন্ুল 
হইতে ৪০ বরাবর ০ বিন্দুতে яа "Ri ০ বিন্দুতে R, এর উপাংশ P এবং 
S, যথাক্রমে, co ও он বরাবর সক্রিয়) এবং о বিন্দুতে R, এর উপাংশ 
а এবং 8, যথাক্রমে, CO € ов বরাবর সক্রিয় হইবে। এখন, 00 বরাবর 
8 বল এবং 00 বরাবর S বল বিপরীত অভিমুখিতায় ক্রিয্াশীল হওয়ায়, 
উহাদের ক্রিয়াফল Чэ হইবে। কিন্তু, co বরাবর P এবং এ এর Uf P+O 
হইবে, যাহা ০ বিন্দুতে co বরাবর биййл থাকিবে। এখন, P--Q বলের 
ক্রিয়াবিন্দু ০ হইতে ос বরাবর ০ বিন্দুতে সরাইয়া লওয়া হইল। 

তাহা হইলে, P এবং а яр, সমাস্তরাল বলঘয়ের afa R হইলে, R= 4-0 
এবং ইহা c এতে со বরাবর ক্রিয়াশীল হইবে, যেখানে АВ এর মধ্য C বিন্দু অবস্থিত l- 


আবার, AALM ও AACO "y বলিয়া, 
АГ/Аб=ТМ/бо; 
বা, Р. АС=5, СО. 
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«fer, Aser এবং Десо সদৃশ বলিয়া, 

| BE/BC = ЕЁ/СО : 
বা, 0. ВС= 5, CO. 
2. P. Aca. BC. 

এখান হইতে, с বিন্দুর অবস্থান পাওয়া যাইবে। 

‚ মন্তব্যঃ P এবং o দুইটি эрч সমান্তরাল বলের fer পরিমাণ R হইলে, 
перо; এবং Баг অভিমুধিত! P ও o বলের অভিসু্িতায় ; এবং উহার ক্রিয়া 
বিন্দু c ( AB এর 993 ), যেখানে, P : Q= BG : AC. 

এখন, ৮০৮0 হইলে, AB এর «ОН С হইবে। ৮৯০ О,Р/О»1: 
অর্থাৎ BG» AG ; অর্থাৎ, বৃহত্তর বল P এর নিকটতর c বিন্দু হইবে। 


аз, দুইটি অসশ অসমান বলের লক্ধি নির্ণয়। 
মনে করি, একটি দৃঢ় বস্তুর & ও 9 বিন্দুতে দুইটি অসদৃশ অসমান সমান্তরাল বল 
P এবং o, (৯১০) সক্রিয়, এবং মানে, ক্রিয়ারেখায়, ও দিকে যথাক্রমে АК ও BD 


দ্বারা সুচিত । AB অঙ্কন করি। এখন, A বিন্দুতে лз বরাবর একটি বল S এবং 


в fett BA বরাবর একটি বল ৪ একই সঙ্গে প্রয়োগ করা হইল, যেখানে 


к=з এবং BESS: 
ALMK € ВЕРОТ সামান্তরিকদয় সম্পূর্ণ করি, এবং АМ ও BF wm ияя 


করি। তাহা হইলে, a বিন্দুতে Pes বলের wf& AM এবং в বিন্দুতে о এবং 
5 বলের afa ar দ্বারা নির্দেশিত হইবে । ধরি, AM = R, এবং BF = Ra. 
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মনে করি, বর্ধিত MA ও BF, о বিন্দুতে ছেদ কঁচর। о বিন্দু দিয়া AB এর 
সমাস্তরাল ӨН এবং AK এর সমান্তরাল OC অঙ্কন করি, যেখানে বর্ধিত БА এর 
উপর c অবস্থিত। ; 

এখন, Ri এর ক্রিয়াবিন্দু a হইতে AO বরাবর o বিন্দুতে এবং Ra rs 
ক্রিয়াবিন্দু B হইতে во বরাবর о বিন্দুতে সরাইয়া লই। o বিন্দুতে ва এর 
উপাংশ P এবং 8, যথাক্রমে, ос ও OH বরাবর সক্রিয় ; এবং ০ বিন্দুতে Ra এর 
উপাংশ а এবং ৪, যথাক্রমে CO ও OG বরাবর সক্রিয় হইবে। এখন, OH বরাবর ৪ 
বল এবং ০৫ বরাবর s বল পরস্পর বিপরীত অভিমুখিতায় ক্রিয়াশীল হওয়ার, উহাদের 
ক্রিয়াফল "y হইবে । কিন্তু, 06 বরাবর, P বল এবং со বরাবর Q বলের ns 
(P —o) হইবে, এবং তাহা о এতে ০৫ বরাবর ক্রিয়াশীল হইবে। 


এখন, P — a বলের ক্রিয়াবিন্দু o হইতে ос বরাবর с বিন্দুতে সারাইয়া লওয়া 
হইল। তাহা হইলে, অসদৃশ' অসমান সমান্তরাল বল ৮ ও 0 এর яа R হইলে, 


R=P-—Q এবং ইহা с এতে Oc বরাবর ক্রিয়াশীল হইবে, যেখানে বর্ধিত BA এর 
উপর ০ বিন্দু অবস্থিত 1 
এখন, A AMK's A oac সদৃশ বলিয়া, 
MK/ AG AK/OC ; fr 
বা, р.Аб=5.ОС. | 
অধিকস্তধ, A BEF ও A 8০০ সদৃশ বলিয়া, 
55185. EF/OC ; 
Ч, 0. BC=s. OC. 
P. AC = a. BC. 
এখান হইতে» C এর অবস্থান পাওয়া যাইবে। 
weg: (1). P এবং Q দুইটি অসদৃশ অসমান সমান্তরাল বল (০১৯০) এর 
«fi পরিমাণ R হইলে, в=р-а, এবং উহার অভিমুখিতা qvos বল P এর 
অভিমুখিতায় হইবে । আবার উহার ক্রিয়াবিন্টু c, যেখানে, ৮ £ 0-56: Аб 
এবং বর্ধিত BÀ এর উপর А এর নিকটতর c বিন্দু vita | 
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মন্তব্য £ 2. (অঙ্কন-বৈশিষ্ট্য )£ ; 
G) প্রথমে, АВ এবং СА একই রেখায় আকিতে হইবে, (তম AB). 
(8). AB হইতে, AL—Ss, BE =» নিতে হবে, (825). 
Gü) সুবিধামত কোণে, oc রেখাটি rfe, сон (|| сав ) টানা হবে। 
(i) চোদ (| OG) নিতে হবে, যেন M, GA. এর উপর থাকে ; এবং ALMK 
সামাস্তরিক সম্পূর্ণ করিতে হইবে। 
(v) ছু (| তত) নিতে হবে, যেন Е, তল এর উপরে থাকে) এবং 8659 
সামান্তরিক সম্পূর্ণ করিতে হইবে। 
4-4. দুইয়ের অধিক সমান্তরাল বলের লক্ধি নির্ণয় : 


মনে করি, Pis Pas Р, ce, Ра সমান্তরাল বলসমূহ যথাক্রমে, 
An Аз, cU cU, An এতে শ্রযুজ ॥ এইখানে, দুইটি সম্ভাবনা থাকিতে 
পারে। যেমন £ 


G) বল সমূহ পরস্পর সদৃশ অথবা (и) উহাদের কয়েকটি su সমান্তরাল 
এবং বাকীগুলিও সদৃশ সমান্তরাল; কিন্ত, এই ছুই শ্রেণীর বলগুলি পরস্পর অসদৃশ। 

() বলসমূহ সদৃশ সমান্তরাল হইলে, P, এবং Рача "fS Ri, যেথানে 
Ri=Pi+Ps যাহার ক্রিয্াবিন্দু Aia. এর উপরিস্থ ci, বিন্দুতে, যেখানে 
-PLAC =Pa Asci. আবার, Ri এবং ৮৪ এর লক্ধি R. যেখানে 
Ви বিং৮৪-০৮%+৮9+25 з যাহার ক্রিয়াবিন্দু Сул, এর উপরিস্থ C. 
বিলুতে যেখানে кч. C.C =P, A৪02; ইত্যাদি। এইভাবে অগ্রসর 
হইয়া, বলসমূহের afa в নির্ণয় wat যাইবে, যেখানে, 

REP HPFP e +P. 

(i) মনে করি, Pi, P», Pare бэ Ра বলগুলি সমান্তরাল যাহাদের 
প্রয়োগ বিন্দু যথাক্রমে Ass Ans Азу ces Am এবং ইহারা জ্দুশ নহে। 
ইহাদের দুই গ্রন্থ সদৃশ সমান্তরাল বলে বিভক্ত কর যায়, এবং এই ছুই শ্রেণীর 
লক্ধিদয় ২’ এবং R” বাহির করা যাক্‌। এই দুইটি বল অসদৃশ সমান্তরাল чїй 
R'séR' হয় এবং R'>R” হয়, তাহা হইলে, ইহাদের "f oneRC—R' 
হইবে। যদি R'=R" হয় এবং একই ক্রিয়ারেখা হয়, তবে বলগুলি সাম্যাবস্থায় 
থাকিবে। কিন্ত, в'=к' হইলে, এবং ক্রিছ্ারেখা বিভিন্ন হইলে, উহারা একটি 
xm গঠন করিবে। 
fafefqui—18 
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45. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ: 

Baread 1. একটি দৃঢ় বস্তুর A এবং B বিন্দুতে io সমান্তরাল বল 12 কি. 

81-81 ও ৪ কি. গ্রা.-ভার প্রযুক্ত, যেখানে AB =10 ফুট | বল দুইটি (i) সদৃশ; 
(8) emt হইলে, উহাদের afa নির্ণয় কর। 

АД: e’ 8 G) বল দুইটি xw সমান্তরাল 
i হইলে, উহাদের nfa к কি. গ্রা.-ভার 
হইবে, যেখানে, R=12+8=20; 
অর্থাৎ, mf& বল-20 কি. গ্রা.-ভার 
যাহার ক্রিয়া বিন্দু AB এর উপর C 
বিন্দুতে, যেখানে : 12. A6=8. 82: 

বা, 3. АС=2.ВС; 

বা, 5.46-2.(BC--AC ) ; 


বা, 5.Аб=2.АВ=2х10; 
: বা, ॥5=4 ফুট; ৪০-6 ফুট | 
s Gi) বল দুইটি অসদৃশ সমান্তরাল হইলে, উহাদের af বল ২ কি.গ্র ভার 
হইবে, যেখানে R=12-8=4; 
‘অর্থাৎ, লন্ধি বলল 4 কি. 40281, 
যাহার ক্রিয়াবিন্দু ০ এতে, যেখানে, 
12. Аб=8.Вб, এবং বর্ধিত BA এর 
Baa এর নিকটতর স্থানে ০ অবস্থিত। 
`. 12. K6= 8 (&8-- AO) 
বা, 46-8. 48-8x10. 
©. *6-203b; 
BG=30 ফুট | 
উদাহরণ 2. একটি দৃঢ় বস্তর / ও 9 বিন্দুতে দুইটি সদৃশ সমান্তরাল বল eqo 
এবং উহাদের লব্ধি 75 পাউও-ভার। л ও ৪ এর দূরত্ব 100 সে. মি. হয়, এবং 
fa: ПРО ম্ভকে 2:3 অমুপাতে বিভক্ত করে, তবে বল দুইটির পৰিমাপ 
faa কর। 
মনে করি, বল দুইটি ৮ ও а পাউগু-ভার এবং উহাদের "f$ с এতে 
ক্রিয়ানীল। 
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তাহা হইলে, P--a-75 এবং P. AG=Qo. BC. 
কিন্ত প্রদত্ত শর্তান্থলারে, 
AG: BG=2 : 3, 


F 2.2. - 
6৮27 বা, За-2Р. 


Wet “Р+а=75 এবং 22-30* হইতে পাই, P—45; а-30, 
s. নির্ণেয় বল দুইটির পরিমাপ £ 45 পা.-ভার ও 30 পা -ভার। 
উদ্দাহরণ 3. 10 মিটার দীর্ঘ একটি чач দণ্ডের ভার 42 কিলোগ্রাম । এক 
মির এক তাও হইতে 1 মিটার та এবং অপর এক ব্যক্তি অপর প্রান্ত 
হইতে 21 মিটার দুরে কাধের উপর রাখিয়া উহা বহন করিতেছে। প্রত্যেক ব্যক্তি 
কত ভার বহন করিতেছে? 
মনে করি, 79 АВ 
যেখানে AB=10 মি. ; 
যাহার মধ্যবিন্দু 3. 
সুতরাং, AG =BG 
=5 f]. | 
মনে করি, 46-13 মি. 
| BD=2 মি.) 
এবং ০ বিন্দুতে প্রথম 
ব্যক্তি P কি, গ্রা.-ভার এবং দ্বিতীয় ব্যক্তি р বিন্দুতে এ কি. গ্রা.-ভার বহন 
করিতেছে । তাহা হইলে, | P+o=42; P-CG-oDG. 
few, са-(5-14) মি.=3} মি.) Бае(5-21) f 221 মি.। 
*. Р+о=42 এবং 7Р-5а 
2, P=171, এবং 0-241. 
элі, প্রথম ব্যক্তি 178 কি. ari-wta ও দ্বিতীয় ব্যক্তি 241 কি. গ্রা-ভার 
বহন করিতেছে। 
উদ্নাহরণ 4. 4 পাউও-তার ও 6 পাউগু-ভারবিশিষ্ট দুইটি অসম্বশ সমান্তরাল 
বল একটি সরলরেখার 2 ফুট দূরত্বে ছুইটি বিন্দুতে প্রযুক্ত । যখন উহাদের সহিত 
ছুইটি সমান মানের বল উহাদের অভিমুখিতায় যোগ করা হয়, তখন veo 
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э গ্রয়োগবিনু 2 ফুট দূরে সরিয়। যায়। প্রদত্ত - ছুইটিতে কি পরিমাণ বল ' 


যোগ করা হইয়াছিল তাহা নির্ণয় wai (УУ. B. H. S. 1965] 

মনে করি, 6 পা.-ভার ও 4 পা.-ভার বল দুইটি যথাক্রমে, А ও B বিন্দুতে 
eme, এবং উহাদের "fü с এতে 
ক্রিয়াশীল, যেখানে Ав=2 ফুট; 
এবং 6-A6-4BC. = 4.(AB + AC) 
=4,Ав+4.Аб; or, 2АС=4АВ 
=4x2, 12. Аб=4 €?! 

মনে করি, x পা.-ভার বল উভয়ের 
সহিত (w-w-frw) যোগ কর! 
হইয়াছিল। তাহা হইলে, দ্বিতীয় 
ক্ষেত্রে উহাদের afan এতে ক্রিয়াশীল 
হইবে, যেখানে, CD — 2 ফুট, এবং (6-- х). AD (4+ X) BD ; 

বা, (6+x)AD=(4+x)(AB+AD); 
বা, (6б+х—4—х).АБ=(4+х).АВ; 
বা, 2:А5=(4--х),2 ; 
বা, AD-4-x;3, АС+С0=4+х ; 
т! 4+2=4+х. `. хай, 

, নির্ণেষ বল=2 পাউগু-ভার। 

МСЕ АВ এর উপর c একটি বিন্দু এবং নত ও BO এর মধ্যবিন্ুভে 
যথাক্রমে P ও 0 সদৃশ সমান্তরাল বল ক্রিয়া করিলে, উহাদের nfa c এতে (та! 
করে। fi P ও o এর অবস্থান পরিবর্তন করা হয়, কিন্তু অভিমুখিত। পূর্ববৎ থাকে, 
তবে দেখাও যে, উহাদের nfa АВ এর মধ্যবিন্দুতে ক্রিয়া করিবে à 


A D с к Е B 
G6—————9—9————————9 


মনে করি” AG এবং ВС এর মধ্যবিন্দু যথাক্রমে D ও E. CU, D ও Е এতে 
eve ছইটি nti nai W Фр w লক ০ এতে রি কার 
Р.Сб= аСЕ. 


2 CD. CE-CD,, DE. 
а PFa PFO 
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বল দুইটির অবস্থান পরিবর্তন করার পর, উহাদের afa বিদুতে ক্রিয়া করিলে, 


Q. DK =Р'ЕК. 
;, DK EK БкФЕК, DE, 
7112 P+Q РЖа 
তাহা হইলে, DK —CE =} BC. 
AK=AD+DK=4 A6--3 BC 
=} AB; অর্থাৎ, AB এর মধ্যবিন্দু к. 
উদাহরণ 6. তিনটি সদৃশ সমান্তরাল বল Р, а, R, двс ত্রিভুজের কৌণিক 
ferte fan করে। যদি সকল সম্ভাব্য সমাস্তরাল দিকের us bids afa 
азайа পরিকেন্দ্রগামী হয়, তবে দেখাও যে, 
P: Q: R=Ssin 2A: sin 28: sin 2C. 
в এবং c বিন্দুতে eme 
о єк বলের nfa QHR এবং 
তাহ! p বিন্দুতে ক্রিয়াশীল, যেখানে 
Bc এর উপর о অবস্থিত, এবং 
Q'BD= R.CD 
অপিচ, প্রদত্ত শর্তামুসারে, ০ বিন্দু 
авс ভ্রিভুজের 7979 1 
ভাহা হইলে, GA = 58-0০) 
4802-24; ZCOA-2B; 408 = 20. 


R 85.80; ОО. sin Z BOD , зіп {осо 


a DG Оо DG sin /ОВр sin ZDoc 


_ sin (180°—2с) віп 2080 _sin 20. 
sin 2080 “sin (180°—28) sin 28 ° 


অর্থাৎ 692৮৮, s= 
sin28 51020 ЁСОН: 5%, 
„ә a он 7 
ИСО ৬ po 
«910, দেখানো যায়? 02 828 ix) 
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emximi4 " 


1. একটি দৃঢ় বস্তুর A এবং ৪ বিন্দুতে দুইটি সদৃশ সমান্তরাল বল 4 পা.-ভার ও 
12 পা-ভার প্রযুক্ত, যেখানে АБ এর মান 3 ফুট। বল দুইটির লন্ধি-নির্ণয় কর। 


2, পরস্পর 24 সেন্টিমিটার দূরত্বে স্থিত দুইটি বিন্দুতে প্রযুক্ত 7 পা.-ভার ও 
5 পা.-ভার দুইটি সদৃশ সমাস্তরাল বলের аяа মান ও ক্রিয়াবিন্দু নির্ণয় কর। 


3. একটি দৃঢ় বস্তুর C এবং p বিন্দুতে দুইটি অসদৃশ সমান্তরাল বল 30 
কি. গ্রা.-ভার ও 18 কি. গ্রা.-ভার প্রযুক্ত যেখানে তচ-24 সেন্টিমিটার । উহাদেতর 
afaa মান ও ত্রিয়াবিন্দু বাহির কর। 


4, 15 পা.-ভার ও 10 পা.-ভারবিশিষ্ট দুইটি отр সমান্তরাল বলের লব্ধির 
ক্রিয়ারেখা "rex বলটি হইতে 20 ফুট দূরত্বে সক্রিয়। বল দুইটির “ক্রিয়া বিন্দুর 
মধ্যবর্তী দূরত্ব নির্ণয় কর। 

5. একটি দৃঢ় বস্তুর উপর 90 সের্টিমিটার দূরত্বে দুইটি সদৃশ সমাস্তরাঁল বল 


প্রযুক্ত | উহাদের аб মান 27 পা.-ভার হইলে, এবং ইহার (ая or "pared বলের 
` ক্রিয়াবিন্দু হইতে 50 সেন্টিমিটার দুরে থাকিলে, বল দুইটির মান বাহির কর। 


6. একটি হাল্কা দণ্ডের 18 ইঞ্চি দূরত্বে দুইটি wq অসমান সমান্তরাল 
বল প্রযুক্ত । যদি উহাদের লব্ধির মান 30 পা.-ভার হয়, এবং উহার ক্রিয়াবিন্দু 
ques বলটি ক্রিয়াবিন্দু হইতে 6 ইঞ্চি দূরে থাকে, তবে বল দুইটির মান বাহির কর। 

7. 4ফুট দীর্ঘ ও 6 পাউগু-ভারের একটি সুষম দণ্ডের একপ্রান্ত হইতে 2 
পাউণ্ড-ভারের একটি বস্তু ঝুলাইয়া! উহাকে একটি খুঁটির উপর чууут] বরাবর 
স্থিরাবস্থায় রাখ! হইয়াছে । койа মধ্যবিন্দু হইতে খু'টির দূরত্ব কত? 

[ W. B. Н, S. 1964] 

8. 2 ফুট দীর্ঘ ও 30 পাউণ্ড-ডারের একটি সুষম দণ্ড অশ্রভূমিকরেখায় পরস্পর 
হইতে এক ফুট ব্যবধানে স্থিত দুইটি কীনকের উপর স্থিরাবস্থায় আছে। কীলক 
দুইটির উপর চাপের 5595 2 : 3 হইলে, Фари অবস্থান (44 wq | 


9. একটি দৃঢ় বস্তুর উপর 10 ফুট ব্যবধানে A ও в বিন্দুতে দুইটি সদৃশ 
সমান্তরাল বল প্রযুক্ত)। তাহাদের w 25 পাউগু-ভার হইলে, এবং উহার 
ক্রিয়াবিন্দু AB কে 2: 3 অনুপাতে বিভক্ত করিলে, বল দুইটির মান নির্ণয় কর । 
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10. 20 ইঞ্চি দীর্ঘ এবং 8 পাউণ্ড-ভারের একটি সুষম দণ্ড লইয়া উহার একপ্রান্ত 
Wax দড়িতে ঝুলাইয়া দেওয়া হইল, এবং উহার wg একস্থানে উহাকে একটি খুঁটির 
উপর স্থাপন করিয়া чурт! বরাবর স্থিরাবস্থায় রাখা হইল। দড়ির টান 
3 পাউগ্ু-ভার হইলে, {ЁЁ কোথায় অবস্থিত এবং উহার উপর চাপ কত আছে? 

11. 8 ফুট দীর্ঘ একটি হাক্কা দণ্ডের মধ্যস্থানে 4 হন্দর ভারের একটি বস্ত 
ঝুলানো! অবস্থায় দুই ব্যক্তি উহা বহন করিতেছে | এক ব্যক্তি দণ্ডটির vetu হইতে 
14 ফুট এবং অপর ব্যক্তি অপর «79 হইতে 2459 দূরে থাকিয়া! দণ্ডটি 


ধরিয়া বন করিতে থাকিলে, কে কত পরিমাণ ভার বহন করিতেছে? 
[ W. B. Н. S. 1966 ] 


12. 4 মিটার দীর্ঘ একটি аы দণ্ডের সাহায্যে ছুই ব্যক্তি 60 কিলোগ্রাম 
ভারের একটি বস্তু বহন করিতেছে। বস্তুটি кера মধ্যবিন্দুতে রাখিলে, এবং উহার 
একপ্রান্ত হইতে } মিটার দুরে একজন এবং অপর প্রান্ত হইতে 1 মিটার দুরে 


অপর এক জন থাকিলে, প্রত্যেক ব্যক্তি কি পরিমাণ ভার বহুন করিতে থাকিবে ? 
[ W. B. H. S. 1970 1 


18. 3 ফুট দীর্ঘ ও 12 পাউগ্ু-ভার বিশিষ্ট একটি সুষষ দণ্ড একই অঙ্ুভূমিক 
রেখায় পরস্পর হইতে 16 ইঞ্চি দূরত্বে অবস্থিত দুইটি 4 04 উপর স্থাপিত আছে। 
একটি খুঁটির উপর চাপ যদি অপর খু*টির উপর চাপ অপেক্ষা! 3 পা.-ভার বেশী হয়, তবে 
খুঁটি দুইটির অবস্থান নির্ণয় কর। 

14. দুই ব্যক্তি 15 ফুট দীর্ঘ ও 70 পাউণ্ড ভার বিশিষ্ট একটি সুষম দণ্ড দইতে 
ঝুলন্ত 350 পাউগু-ভারের একখণ্ড পাখর тоб দুই প্রান্ত ধরিয়া বহন করিতে 
চাহিল। төя কোন্‌ স্থানে পাথর খণ্ডটি স্থাপন করিলে, একজন অপরজন অপেক্ষা 
70 পা.-ভার বেশী বহন করিবে? 

15. একটি লোহার সুষম দণ্ডের প্রতি ফুটে 6 পাউণ্ড-ভার 664! এই өөд 
এক প্রান্তে 144 পাউণ্ড-ভারের একটি বস্তু ঝুলাইয়! সেই প্রান্ত হইকে 1 ফুট দূরে 
একটি খু'টির উপরে উহ! স্থাপন করিয়| অনুভুমিকরেধায় স্থিরাবস্থায় রাখা হইয়াছে। 
тебя দৈর্ঘ্য কত? 

16. (à). 2 ফুট দীর্ঘ একটি ч] দণ্ড অনুভূমিক অবস্থায় দুইটি কীলকের 
সাহায্যে 3141 আছে। saw দুইটির ব্যবধান 3 ইঞ্চি“এবং উহাদের একটি দণ্ডটির 
Тэс রহিয়াছে। দণ্ডটির অপর প্রান্তে 5 পাউণ্ড-ভারের একটি বস্তু ঝুলানো 
থাকিলে, কীলক দুইটিয় উপর চাপ নির্ণয় কর। | W. В.Н. S. 1971] 
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(b. 5 পাউণ্ড ভারবিশিষ্ট 5 ফুট দীর্ঘ একটি зэ দণ্ডকে দুইটি কীলকের মধ্য 
দিয়া নিয়া অন্নভূমিকভাবে রাখা হইল। fa উপরের কীলকটি দগুটির এক প্রান্তে 
থাকে, এবং নীচেরটি এ প্রান্ত হইতে 3 ইঞ্চি দূরে থাকে, তবে কীলক দুইটির উপর 
কিরূপ চাপ পড়িবে? 

17. একটি হাল্কা দণ্ডের এক প্রান্ত হইতে 2, 8, 6 ফুট দূরে তিনটি সমাস্তরাল 
বল 2,০, ₹ প্রযুক্ত রহিয়াছে । যদি দুটি স্থিরাবস্থায় থাকে, তবে দেখাও যে, 

Р:0:в=1:2:3, 

18. 3 ফুট দূরত্বে ছুইটি সদৃশ সমান্তরাল বল একটি үр বস্তুর উপর প্রযুক্ত । 
зїй বল দুইটির অবস্থার পরিবর্তন হয়, তবে উগাদের mía 6 ইঞ্চি সবরিয়া যায়। বল 
দুইটির অনুপাত fadt wa | | W. В.Н. S. 1961 ] 

19. 12 ফুট єгч দুইটি ap সমান্তরাল বল 7 পা.-ভার ও 5 পা..ভার একটি 
দৃঢ় чеч উপর প্রযুক্ত হইরাছে। উহাদের সহিত সমান সমান মানের দুইটি বল 
উহাদের অভিমুখিতায় প্রয়োগ করিলে, উহাদের afar famife 3 ইঞ্চি সরিয়া 
যায়। এ সমান সমান বলের মান নির্ণয় কর। : 

20. 4 গা-ভার ও 6 পা-ভার এর দুইটি সদৃশ সমান্তরাল বল একটি দৃঢ় বস্তুতে 
5 ফুট ব্যবধানে প্রযুক্ত | প্রত্যেকটির পরিমাণ 1 পা,-ভার বৃদ্ধি পাইলে, তাহাদের 
afa কোন্‌ দিকে কতদূর afani যাইবে? Г W. B. H. S. 1967 | 

21. 6 পা.-ভার ও 4 প|.-ভার এর দুইটি অসদৃশ অসমান সমান্তরাল বল একটি 
দৃঢ় বস্তুর দুইটি বিন্দুতে প্রযুক্ত রহিয়াছে এবং তাহাদের প্রয়োগবিন্দু দুইটির ব্যবধান 
2 ফুট । বল দুইটির afes সমান মানের দুইটি বল উহাদের অভিমুখিতা় প্রয়োগ 
করিলে, উহাদের লব্ধির ক্রিয়াবিন্দু 2 ফুট সরিয়া যায়। ও সমান সমান বলের মান 
নির্ণয় কর। | ‚ [W.B.H.S. 1965 | 

22. একটি হালকা দণ্ডের 4 ইঞ্চি দূরত্বে দুইটি অসদৃশ অসমান সমাস্তয্াল বল 
Р ও Q (P>o) পা-ভার ক্রিয়া করে। তাদের লব্ধিবল1 পা-ভার হইলে, এবং 
তাহা P বল হইতে 3 ফুট দূরে fani করিলে, ও ০ এর মান বাছির কর। 

[ W. B. Н. S. Comp. 1967 1 

23. দুইটি অসদৃশ সমান্তরাল বল ৮ ও o (৯১৯০) যথাক্রমে A ও p বিন্দুতে 
প্রযুক্ত । afi P ও o উভয়ের সহিত x বল উহাদের স্ব-স্ব-দিকে যুক্ত হয়, তবে দেখাও 
যে, উহাদের afa d দুরতে ARN যাইবে, যেখানে, (Р-0) d=x. x8. 

[ W. B. H. S. 1968 1 
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24. তিনটি অলমভলীয় সদৃশ সমান্তরাল বল Р, О, ₹ যথাক্রমে, A, B, C 


` এতে প্রযুক্ত । যদি তাহাদের vía 49০ ত্রিভুজের ভরকেন্দ্রগামী হয়, তবে দেখাও যে, 


P-Q-R. 

25. একটি দৃঢ় বস্তুর A, в, C এতে যথাক্রমে তিনটি অসমতলীয় সদৃশ সমাস্তরাল 
বল P, Q, প্রযুক্ত, এবং Р:о:к=а:Ь:с. দেখাও যে, উহাদের nfa 
ABC fagua অস্তঃকেন্্রগামী, দেওয়া আছে : ВС=а, GA =b, KB =c. 
` 26. দুইটি зич সমান্তরাল বল, P ও о (Ра), যথাক্রমে A ও B বিন্দুতে 
ате) যদি P ও о উভয়ের সহিত.) বল উহাদের স্ব-স্ব-দিকে যুক্ত হয়, তবে দেখাও 
«x, উহাদের afa d দূরত্বে সরিয়! যায়, যেখানে, 

(РФОДХРФОо--234-4Р-0) № AB. 


ANSWERS. (жөп! 4.) 

1. 16 পা.-ভার (সদৃশ ও সমাস্তরাল); AB এর ww ০ বিন্দুতে সক্রিয়, 
যেখানে, CE =9 ইঞ্চি। 2. সদৃশ ও সমান্তরাল 12 পা.-ভার ; 7 পা.-ভারের প্রয়োগ 
বিন্দু হইতে 10 ст. এবং 5 পা.-ভারের প্রয়োগবিন্দু হইতে 140 {ч বিন্দুতে 
সক্রিয়। 3. 12 কি. গ্রা-ভার ; বর্ধিত DC এর উপরিস্থ ০ বিন্দুতে সক্রিয়, СО = 
36 ст, 4. 6 ফু. ৪ ইঞ্চি। 5, 15 পা-ভার; 1291-5191 6. 40 পা.সভার , 
10 “914 | 7. 6 ইঞ্চি। s. G webs মধ্যবিন্দু, এবং (с, D) কীলকঘয়ের 
অবস্থান হইলে, 80-76 *.,; GD—0'4 ফু. | 9. 1591-8518, 10 পা.-ভার। 
10. অপর প্রান্ত হইতে 4 ইঞ্চি দুরে ; চাপ=5 পা.-ভার | 11 168 পা.- 
ভার; 280 পা.-ভার |. 12. 24 কি. গ্রা-ভার/ 36 কি, গ্রা-ভার। 18. দণ্ডের 
মধ্যবিন্দু о হইতে {б দুইটির মাথার দূরত্ব Об=6”; 00-10 14. প্রস্তর 
খণ্ডটি দণ্ডের wgfer হইতে D5 ফুট দূরে সংলগ্ন। 15. দণ্ডটির 06-8 ফুট । 
16. (a) atag কীলকের উপরে উধ্ব চাপ 935 71514 ; অপরটির উপরে নিয়চাপ 
=40 পা.-ভার। (b). etwa কীলকের উপর উর্ধ্বচাপ = 45 পা.-ভাঁর ; অপরটির ' 
উপর নিয়চাপ —50 পা.-ভার। 18, 7:5. 19. 2 পা.-ভার 1 20. 4 পা-ভার বলের 
ক্রিয়াবিন্দুর দিকে 1 ইঞ্চি সরিবে | 21. 27-14 | 22. Р-10:0-9, 


পঞ্চম чалы 
বলের ভ্রীমক 
( Moment of a force ) 


54. উপস্থাপন £ 

একটি কণাতে একটি বল প্রযুক্ত হইলে, কণাটিকে বলের অভিমুখিতায় চলিতে 
দেখা যাইবে। কিন্ত, কোন үр quy উপর একটি বল প্রযুক্ত হইলে, বস্তুটি বলের 

চলিতে পারে, অথবা, কোনও স্থির বিন্দুর চারিদিকে আবর্তন 

করিতে পারে, অথবা, চলন এবং আবর্তন উভয়ই একই সঙ্গে করিতে পারে। 
বলের প্রয়োগে বস্তুর আবর্তন হইতে বলের ভ্রামক সম্বন্ধে ধারণা আসে। 

মনে করি, একটি xus টেবিলের উপর একটি টিনের পাত о বিন্দুতে একটি 
পিন্‌ দিয়া আটকাইয়া দেওয়া হইল, যেন পাতটি পিন্টির চারিদিকে সহজেই 
খুরিতে পারে। এখন sf Q পাতের সমতলে একটি বল প্রয়োগ করা হয়, 
যাহার ক্িয়ারেখা ০ বিন্দুগামী নহে, তবে লক্ষ্য কর! যাইবে G, বলের প্রভাবে 
পাতটি ০ Ra চারিদিকে আবর্তন করিতে চেষ্টা করিবে 1 

একটি দরজার পাল্লা খোলার, বা, বন্ধ করার সময় আমর! দরজাটির w 
রেখা হইতে কিছু দূরে পাল্লায় একটি বল প্রয়োগ করি। ফলে, পাল্লাটি কন্দারেখারু 
চারিদিকে আবর্তন করিতে থাকে। 


উপরোক্ত দুইটি উদাহরণ বলের ভ্রামকের দৃষ্টান্ত । 

5-2. (a) বলের জ্ঞামকের সংজ্ঞ। : š 

কোনও দৃঢ় বস্তুতে একটি বল প্রযুক্ত হইলে, কোনও স্থির বিন্দু হইতে 8 বলের 
করিয়ারেখার উপর অঙ্কিত quay ও 
বলের গুণফলকে বিন্দুটির চারিদিকে à 
বলটির ভ্রামক ( moment) বল! 
হইবে। 

মনে করি, একটি 49 часу р 
পরিমাপের একটি বল প্রযুক্ত, যেখানে 


: উহা АВ দারা নির্দেশিত এবং o বিন্দু 
হইতে АВ এর mu-paq ad, 

তাহা হইলে, ০ বিন্দুর চারিদিকে ғ বলের ভ্রামক= pa. 

মন্তব্য £ F বলের ভ্রামক о বিন্দুর চারিদিকে чэ হইবে, যদি G) r-0, 
ЭНЭ ЭЛЭГ 
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(b) জ্রামকের জ্যামিতিক প্রকাশঃ 
মনে করি, ₹ বলটি মানে, ক্রিয্ারেখায় ও দিকে АВ ছারা স্থচিত এবং ০ বিন্দু 


| 


A N 8 
হইতে AB বা বধিত AB এর mq দূরত্ব ON-d. OA এবং ОВ অঙ্কন করি। তাহা 
হইলে, o বিন্দুর চারিদিকে F বলের ভ্রামক-.৫- AB.ON. 

কিন্তু, ЛоАв= 2. ^B.ON. 
. F.d22.A0^B. 

অর্থাৎ, о বিন্দুর চারিদিকে АВ বলের ভ্রামক —2. Лолв. 

(9) ভ্রীমকের একক £ 

এফ. পি. এস্‌. পদ্ধতিতে বলের একক এক পাউণ্ড-ভার এবং দূরত্বের একক 
এক ফুট বলিয়া, ও পদ্ধতিতে ভ্রামকের একক এক ফুট-পাউণ্ড-ভার। 

সি. জি. এম্‌. পদ্ধতিতে বলের একক এক গ্রাম-ভার এবং দূরত্বের একক এক 
সের্টিমিটার বলিয়া, à পদ্ধতিতে ভ্রামকের একক এক €সণ্টিষিটার-গ্রাম-ভার । 

(4) ভ্রামকের Б : 

কোন দৃঢ় বস্তুর উপর একটি বল 1 প্রযুক্ত থাকিলে, বস্তুটি যদি একটি বিন্দু o এর 
চারিদিকে ঘড়ির কাটার গতির বিপরীতক্রমে আবর্তনের চেষ্টা! করে, তবে এ বিন্দুর 
চারিদিকে F বলের ভ্রামক ধলাত্মক ধরা হইবে; কিন্তু qw ঘড়ির কাটার গতির 
দিকে আবর্তন করিতে চেষ্টা করিলে, ০ বিন্দুর চারিদিকে F বলের ХЇЧ” খণাত্মক 
ধরা হইবে। 

5-3. ভ্যারিগ্‌ননের উপপাত ( Varignon's theorem ): 

чиқи নহে’ এইরূপ ছুইটি সামতলিক বলের সমতলে যে কোন 
একটি বিন্দুর চারিদিকে বল দুইটির জামকের বীজগণিতীয় যোগফঙগ 
& বিন্দুর চারিদিকে বল দুইটি:লব্ধির ভামকের সমান হুইবে। 

(а) সমবিন্দু বলের ক্ষেত্র : 

মনে করি, AL বরাবর P বল এবং NE а বল প্রযুক্ত, এবং 
P ও о বলের সমতলে O যে কোন একটি বিন্দু । ^L এর সমান্তরাল করিয়া» 
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о বিন্দু দিয়া, তত অঙ্কন করি, যাহা АМ С, অথবা, বধিত মতকে, D 


বিন্দুতে ছেদ করে। 


Fig (a) Fig. (b) 
— 
এক্ষণে, (57 এমনভাবে পছন্দ করি, যেন AD, о বলকে নির্দেশ 


করে এবং সেই একই স্কেলে, মনে করি, АВ, P বলকে নির্দেশ করে। 
ABCO সামাস্তরিকটি সম্পূর্ণ করি এবং АС অঙ্কন করি। তাহা হইলে, “বলের 
“লামাস্তরিক সুত্র’ west, P e o বলের onfa R মানে, দিকে ও 


ক্রিয়ারেখায়, AC দ্বারা নির্দেশিত হইবে। তম এবং ОБ অঙ্কন করি। /১০৪ 
এবং ACAB একই ভূমি AB এর উপর উহার একই CHO দুইটি সমান্তরাল 
সরলরেখার মধ্যে অবস্থিত বলিয়া, A0A8= AcAB. ` 
আবার, ABCD সামাস্তরিকের XG একটি কর্ণ বলিয়া ACAB = ADAC. 
‚‚ © о Ra Lean এর বহিঃস্থ হইলে, о বিন্দুর চারিদিকে P ও 0 বলের 
' জ্রামকের বীজগণিতীর যোগফল 
24১০৪ +-2/১০৪০ » [ Fig.(a) হইতে ] 
=2ACAB8+2AoAD 
-2АрАС--2Д03АО 
-2A04AC . 
=o বিন্দুর চারিদিকে R এর atus | 
(i) ০ ৰিন্দুটি ¿BAD «x wag হইলে, ০ বিন্দুর চারিদিকে Р ও ৭ বলের 
আ্রামকের বীজগণিতীয় যোগফল, 
-24০৪৪-2/১০০%১ [ Fig: (b) হইতে 1 
24১ САВ —24A0DA 
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—2ADAC- Л2орА 
=2ЛОоАС 
=o বিন্দুর চারিদিকে R এর ভ্রামক | j 


o fed AD এর উপর о এতে থাকিলে о বিন্দুর চারিদিকে Р ও o বলের 
ভ্রামকের বীজগণিতীয় যোগফল 


| =2АДрлв+0 
| —2ACAB-2ADAC 
=p, বা, o বিন্দুর চারিদিকে коч ভ্রামক | 
(b) wg» সমান্তরাল বলের ক্ষেত্র ঃ ; 
মনে করি, P ও o দুইটি সদৃশ সমান্তরাল বল, যেখানে উহার! যথাক্রমে 


Fig. (в) Fig. (b 
Z ও su) বরাবর ক্রিয়াশীল, এবং o উহাদের সমতনে স্থিত যে কোন 254) 


o fur হইতে АС € ам এর উপর m টানি হেন উহা «га এর জিয়ারেখাকে 
যথাক্রমে, лев বিন্দুতে ছেদ করে। এখন, р এবং о এর "f к=Р+О, 
যাহা АВ এর с СБ ক্রিয়াশীল, যেখানে, рР.Аб=оВб. 
(i) o feq ла এর বহিঃস্থ হইলে, o fec চারিদিকে Р ও цээж 
ৰীজগণিতীয় যোগফল ১৮৫২২ 
=р.бк+о-бБ, | Fig. (a) হইতে ] 
= P(66 — মত+০ত০+8০) 
- (P -- Q-66--(a-BC — P.C) 
=(Рр+0).06= А.С 
=o বিন্দুর চারিদিকে R এর amm 1 
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(ii) o fim AB এর «wr হইলে, ০ বিন্দুর চারিদিকে Р ও o এর ভ্রামকের 
বীজগণিতীয় যোগফল 
= 0.50 — P. &O, [ Fig. (b) হইতে ] 
-0480-06)-РАС- 00) 
= —(P+o).GG+(Q:BG— PAC) 
= —(P+Q0)-6G= -R00 
=o বিন্দুর চারিদিকে R এর ভ্রামক | 
(c) অসদৃশ অসমান সমান্তরাল বলের ক্ষেত্র ঃ 
মনে করি, P ও а দুইটি ир অসমান সমান্তরাল বল, (РРО), 
যথাক্রমে, AL ও вм বরাবর (іам এবং о উহাদের সমতলে (85 যে কোন 


বিন্দু। обл হইতে AL ও BM এর উপর লঙ্গ টানি, যেন উহা Реа এর 


Fig. (a) Fig (b) 
ক্রিয়ারেখাকে যথাক্রমে A ও B বিন্দুতে ছেদ করে। এখন, P ও o এর লব্ধি R হইলে, 
R= P0, এবং Sel BA এর ০ বিন্দুতে ক্রিয়া করিবে, যেখানে, Р.Аб= о. BC. 

০ বিন্দুটি АВ «y বহিঃস্থ হইলে, о বিন্দুর চারিদিকে P eQ এর ভ্রামকের 
বীজগণিতীয় যোগফল 
=р.бА— о:ОВ, | Fig. (а) হইতে 1 
= P.(6G+ AC) — a (00 +50) ' 
=(P—o).GG+(P-AG— o-Bc) 
=(PZo).G6=R:GG 
=o বিন্দুর চারিদিকে к <q ভ্রামফ। 


-— 
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o А АВ এর অস্তঃস্থ "হইলে, о বিন্দুর চারিদিকে Р ও o এর ভ্রামকের 
বীজগণিতীয় যোগফল : 
= —POR-Qa:08, [Fig. (b) হইতে ] 
= —P./(0C — АС) - «(BC — 00) 
= —(P—o).GG+ (P. AC — o.BC) 
= —(P— o).GG= - R.OC. 
=o বিন্দুর চারিদিকে R এর ataw | 

মন্তব্য : দুইটি বলের afar ক্রিয়ারেখার 8948 са কোন বিন্দুর চারিদিকে 
বল দুইটির ভ্রামকের বীজগণিতীয় যোগফল эру হইবে; এবং বিপরীতক্রমে। 

5-4. বে কোন সংখ্যক সামভলিক বলের লক্ধির ভ্রামক নির্ণয় š 

যে কোন সংখ্যক সামতলিক বলের একটি mía থাকিলে, উহাদের 
সমতলে অবস্থিত যে কোন বিন্দুর চারিদিকে Q বলগুজির ভ্রামকের 
বীজগণিতীয় যোগফল, Q বিন্দুর চারিদিকে উহাদের afaa ভ্রামকের 
সমান হুইবে। 

মনে করি, Pis Pos P8'** *** Pa কতিপয় সামতলিক বল এবং উহাঁদের সমতলে 
o যে কোন বিন্দু। মনে করি, P, e Pa এর লব্ধি R: ; Fi ও P, এর লব্ধি Ra 
অর্থাৎ P. P. Pa এর লব্ধি Ra; ইত্যাদি; এবং সর্বশেষে P,P, Pae 
***,Pg এর N R. 

০ বিন্দুর চারিদিকে P, এবং Р. বলের ভ্রামকের বীজগণিতীয় যোগফল এবং 
Кя ভ্রামক সমান। о বিন্দুর চারিদিকে Ri এবং Pa, অর্থাৎ Ру, Ps, Ps 
বলের ভ্রামকের বীজগণিতীয় যোগফল ও R, এর ভ্রামক সমান। এইভাবে অগ্রসর 
হইলে, о বিন্দুর চারিদিকে Pas Par Ра рь বলসমূহের ভ্রামকের বীজগণিতীয় 
যোগফল এ বিন্দুর চারিদিকে R এর ভ্রামকের সমান হইবে। 

দ্রষ্টব্যঃ মনে করি, o বিন্দু হইতে Ра, P. Pape сэ Pa বলসমূহের 
ক্রিয়ারেখার লদ্ব-দুরত্ব যথাক্রমে, di, d, ৫9১... +e ‚1һ এবং উহাদের লব্ধি ২ এর 


Х of —Á— 
ক্রিয়ারেখায় লঙ্গ-দূরত্ব ৫. তাহা হইলে, HAWG ২২ 
Pid) + Pads t+ ‘+ Pads m Rd ; 7 S — —— e 
8১১, 
/ 7 1 


n 
অর্থাৎ У», = Rd. 


r-1 


+ 8) 
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“মন্তব্য (1) বলসমূহ সাম্যাবস্থায় থাকিলে, ॥=0. ens 40, 


n 
বা, ৫0 অর্থাৎ, বলসমুছের সমতলে অবস্থিত যে কোন 


r=1 


বিন্দুর চারিদিকে উহাদের ভ্রামকের বীজগণিতীয় যোগফল 218 হইবে। 

(2) যদি 55,7,-0 হয়, তবে Rd=0. এইরূপক্ষেত্রে, হয় R=0, অথবা, 
4-0. в=0 হইলে, বলসমূহ সাম্যাবস্থায় থাকিবে । fesd-0 এবং R=O 
হইলে, R এর ক্রিয়ারেখা। ০ বিন্দুগামী হইবে । অতএব, afe: ক্রিয়ারেখার উপরিদ্থ 
যে কোন বিন্দুর চারিদিকে বলসমুহের ভ্রামকের বীজগণিতীয় যোগফল ty হইবে | 


5-5. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ ই 

উদাহরণ 1, একটি aial দণ্ডের একপ্রান্ত হইতে 1, 4, 6 ফুট দূরত্বে 10, 2, 
6 গ্রাম-ভাঁর পরিমাণ সদৃশ সমান্তরাল বল তিনটি সক্রিয়। উহাদের afaa মান ও 
ক্রিয়ারেখার অবস্থান নির্ণয় কর | 


মনে করি, LM দণ্ডের L 
প্রান্ত হইতে 1, 4, 6 ফুট দূরত্বে 
Ал, B, с বিন্দুতে যথাক্রমে 10, 
2, 6 গ্রাম-ভার সদৃশ সমান্তরাল 

“বল তিনটি ক্রিয়া করে। 

মনে করি, উহাদের af R ` 

গ্রাম-ভাঁর এবং উহ! 1 হইতে 


х ফুট দূরত্বে o এতে ক্রিয়া করে। তাহা হইলে, 


R210--2--6-18; 
এবং, 10х1+2х4+6хб=кхх; 
বা, 54218x. -. х=3, 


সুতরাং, নির্ণের লব্ধি 18 গ্রাম-ভীর ; এবং তাহা হইতে ও ফুট দুরতে 

LM এর উপর ০ বিন্দুতে еже বল সমূহের ব্দতিসুখিতায় সমান্তরাল দিকে ক্রিয়াশীল। 
Фета 2. 5 টন-ভার বিশিষ্ট ও 36 ফুট দীর্ঘ একটি чут সেতু উহার 

ছুই প্রান্ত দুইটি зи থামের উপর অবস্থিত । মাল সমেত 3 টন-ভার বিশিষ্ট একটি 


18 
` “А 
E. n 
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লরি সেতুটির এক প্রান্ত হইতে যখন 12 ফুট দুরত্বে অবস্থিত তখন থাম দুইটির উপর 
কিরূপ চাপ থাকিবে? 7 [ W. B. H. S. 1966 1 


АВ হইল езу с, 
অবস্থান ; АВ=36 ফুট। লরিটি 
যখন с এতে অবস্থিত, যেখানে 
АС-12 ফুট, মনে করি, A 
এবং B এতে অবস্থিত থাম দুইটির 
উপর যথাক্রমে R ও 5 টন-ভাব 
চাপ পড়ে। তাহা হইলে, 

R+s=5+3=8. (1) 
এইরূপ অবস্থানে, A বিন্দুর চারিদিকে АВ সেতুর উপর Жи বলের ভ্রামক 
লইয়া পাই, 


02) C (6h 0 a8) B 


S. АВ—5. মত-3, АС=0; 
বা, 5х36:55х18-3х12, 
q, 9553]. 2. R24. 
সুতরাং, ле в এতে অবস্থিত থামে যথ'ত্রমে 21 iw жи ও 31 টন-ভার 
চাপ পড়িবে। 
Фет 3. সুযম ছেদ ও সুযম ভারবিশিষ্ট 10 মিটার দীর্ঘ একটি তক্তা AB 
এর ওজন 50 কিলোগ্রাম | উহাকে অহুভূমিক অবস্থায় c ও p এতে দুইটি tar 
«jou উপর রাখা আছে, যেখানে АС-2 মিটার এবং 8-4 মিটার। 
25 কিলোগ্রাম ওজনের একটি বালক о হইতে তক্তাটির উপর দিয়া в এর দিকে 
কত দুর iw নিরাপদে যাইতে পারিবে? 
মনে করি, বালকটি р হইতে 
B এর দিকে চ বিন্দু পর্যন্ত নিরাপদে 
যাইতে পারে, এবং БЕ-х 
মিটার | এইরূপ অবস্থায় ০ এতে 
অবস্থিত থামের উপর কোন চাপ 
থাকিবে ন! ; কেবলমাত্র D এতে 
অবস্থিত «tux উপর চাপ থাকিবে। তখন, তক্তাটির উপর 50 কি. গ্রা.-ভাঁর АВ এর 
fafefesi—19 


29) fafefqui 


মধ্যবিন্দু о এতে নীচের দিকে, e এতে 25 কি” গ্রা.-ভার নীচের দিকে, এবং 
D এতে গ্রতিক্রিয়! ২ কি. গ্রা.-ভার উপরের দিকে ক্রিয়া করিবে। 
যেহেতু, এই অবস্থায় তক্তাটির উপর ক্রিয়াশীল বলসমূহ সাম্যাবস্থায় আছে, 
অতএব, p বিন্দুর চারিদিকে এ বলসমূহের ভ্রামকের বীজগণিভীর যোগফন ју হইবে। 
+, 50х05-25хБЕ-0, 
Ч, 50x1225xXx. ,, 2752, 
хээ, বালকটি ০ হইতে в এর দিকে নিরাপদে 2 মিটার 748 যাইতে 


পারিবে। 
উদ্দাহরণ 4. 14 ফুট দীর্ঘ ও 120 9189-514 বিশিষ্ট একটি সুষম দণ্ড 6 ফুট 


ব্যবধানে দুইটি খুঁটির উপর зээг! বরাবর অবস্থিত, যেখানে, উহার দুই 
প্রান্ত হইতে খুটি ছুইটর vas যথাক্রমে, 3 ফুট ও 5 ফুট। xf প্রত্যেক খুটি 
200 পা.-ভার পর্য্যন্ত বহন করিতে পারে, তাহা হইলে, সর্বাধিক কত মানের দুইটি সমান 


ওজনের чч উহার দুই єгч হইতে ঝুলাইয়। দিলে, কোন খুটি ভাঙ্গিয়া যাইবে 417 
[0. U. P. 1976 ] 


মনে করি, АВ দণ্ডের দৈর্ঘ্য 14 ফুট এবং ওজন 120 পাউণ্ড-ভার ; ইহার 
মধ্যবিন্দু о. ০ এবং ০ ছুইটি খুঁটির অবস্থান, যেখানে АС-3 ফুট এবং BD- 
5ফুট। তাহা হইলে, АО=7 ফুট; 
06=4 ফুট «qt 0D 72 ফুট | 
মনে করি, A এবং B ГЭ 
হইতে w পা.-ভার ও w পা.-ভার 
ঝুলাইয়! দেওয়া হইল, এবং তখন С 
ও D এতে দগুটির উপর যথাক্রমে, R পা.-ভার ও s পা.-ভার প্রতিক্রিয়া হইল | 
AB দণ্ডের উপর প্রযুক্ত বল সমূহ সাম্যাবস্থায় আছে বলিয়া, 
s+R=2w+120; 
এবং» WXOA-RXOC+SX0D-WwX05=0; 
Ч, wx7—Rx4+Sx2—-wx7=0; 
বা, S=2R 
2. s=2R=8 (2w+120). 
" 387 অর্থাৎ, D এতে চাপ C এতে চাপ অপেক্ষা বৃহত্তর 
1 
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QUT, era শর্তাহুসারে/৪ এর মান 200 এর চেয়ে বেশী হইবে না । .. 
"^ $2200; 
বা, $(2w--120)-200; 
বা, w=90. 
2. fat উত্তর: 90 পাঁউগু-ভার। 

Deread 5. ভূমির উপর Sarera দণ্ডায়মান একটি খুঁটির সহিত 20 ফুট 
WW একটি দড়ির awata বাধিয়া এক ব্যক্তি অপর প্রান্ত ধরিয়া টানিতে লাগিল | 
Вя কোন্‌ স্থানে দড়ি বাধিলে, এবং অপর প্রান্ত ভূমিতে থাকিলে, খু*টিটিকে 
উণ্টাইয়া দেওয়া সর্বাপেক্ষা সুবিধাজনক হইবে? 

মনে করি, AL ভূমির উপর лв {ЁЁ 
бичә দণ্ডায়মান । উহার ০ বিন্দুতে 
со দড়ির এক প্রান্ত বাধা আছে এবং 
দড়ি বরাবর F বল দ্বারা উহ! টানা 
হইতেছে, যেখানে, 00-20 ফুট ।. মনে 
করি, ZA400-0, OC এর উপর AW 
"M, যেখানে, OC এর উপর N অবস্থিত। 
তাহা হইলে, АМ =АО. sin 0 
7 CO. cos 0. sin 6, 

={ 00. sin 20=10 sin 20 ফুট | 

এক্ষণে, ^ বিন্দুর চারিদিকে F বলের ভ্রামক= F, AN=10 F sin 20, 

F এর মান АГ থাকিলে, ও ব্যক্তির পক্ষে ВВ উল্টাইয়া ফেলিতে 
সর্বাপেক্ষা সুবিধাজনক হইবে, যখন 10 F sin 20, অর্থাৎ, sin 20 এর মান qvx 
হইবে; অর্থাৎ, যখন 0—45? হইবে । তখন, AC- CD, sin 0:20, sin 45° 
325—102 ফুট | 

9110, ভুমি হইতে 10 /2 ফুট উচ্চতায় দড়িটি বাধিতে হইবে | 

841584 6. ABC সঘকোনী ত্রিভুজের afoga BG এবং 7০4 ফুট। 
49০ (аен সমতলে অবস্থিত কোন একটি বলের ahy / ৪ ও ০ Гүү 
চারিদিকে যথাক্রমে, 8, 8, 16 «ww Q বলটির মান ও ক্রিয়ারেখার অবস্থান 
নির্ণয় কর। ; 
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মনে করি, নির্ণের বলটি к একক এবং A еа হইতে ইহার ক্রিয়ারেখার দূরত্ব 
যথাক্রমে x. ও x. একক । তাহা হইলে, প্রদত্ত শর্তা্সারে, 
р Ех: = 8) এবং, Fx. = 8. 


5 °. £9= x, ) অর্থাৎ F বলের ক্রিয়ারেখ! 
4 AB এর সমান্তরাল। এখন, с বিন্দুর চারিদিকে 
A g  ত্রামক লইয়া পাই, 
ЕСБ-16. কিন্ত, rx, = 8. 
F.CD72 Fx: ; 
D 4 L বা, GD=2xi=2AD. 


CA-AD. কিন্ত, СА=4 ফুট । 
'. AD=4 ফুট এবং CD-8 ফুট | 
ЕХ8-16, বা, r-2. 
+“. নির্ণেয বলের মান 2 একক এবং উহার ক্রিয়ারেখ! АБ এর লমাস্তরাল 
ও c হইতে ৪ ফুট এবং A হইতে 4 ফুট দুরে অবস্থিত ৷ 
উদ্দাহরণ 7. двс ত্রিভুজের BO, CA, AB বরাবর যথাক্রমে তিনটি বল 
Р, 0, R fax উহাদের afa двс ত্রিভুজের পরিকেন্ত্রগামী হইলে, দেখাও যে, 
P соз A+Q cos B +R cos С= 0, 
ABC fag পরিবেন্দ্র ০0; 
এবং পরিবৃত্তের ব্যাসার্ধ Ro OA, 
OB, OC অঙ্কন করি; BC, СА, ও 
АВ এর উপর যথাক্রমে OD, OE, 
OF m টানি। 
এখন, 0A-0B-—0O0C-R, ; 
ZBOD- ÁCOD-— A. 
«4. Об=Ре COS A. 
সেইরূপ, ОЕ= Ро COSB; 
OF = Во соз C. 
আবার, প্রদত্ত শর্তাম্সারে, P, o, R বলের "fg Ў 
০ বিন্দুর চারিদিকে উহাদের ভ্রামকের বীজগণিতীয় যোগফল Eee 
P.OD+0.0E -R.OF —0; 
বা, P cos A+ Q cos B+R cos C—0 ; প্রমাণিত 1 
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, প্রশ্থমাল। 5 | 
1, 8 ফুট দীর্ঘ একটি «19 সরল দণ্ডের একপ্রাস্ত হইতে 25, 5, ও 7 ফুট দূরত্বে 
যথাক্রমে, 12, 3, 5 পা.-ভার পরিমাণ তিনটি সদৃশ সমান্তরাল বল সক্রিয় Sera 
afaa মান ও অবস্থান নির্ণয় কর। 
2. 6 ফুট দীর্ঘ 3 qa দণ্ডের ভার 10 "1961 xfr2 পাউগ্ডের একটি ভার 
A এতে এবং 6 Aerar অপর একটি ভার ৪ হইতে 1 ফুট দূরে 0 এতে রাখ! হয়, 
তবে দণ্ড কোন্‌ বিন্দুতে কত বগ প্রয়োগ করিলে, দণ্ডট অগ্ভূমিক বরাবর 


? 

3. 2, 4,6,8 পাউগু-ভাঁরের চারিটি sg 4 язгаа!л বল এচই সঃলরেখায় স্থিত 
РЕ 
সরলরেখার 81099 থে বিন্দুর চারিদিকে ভ্রামকের даян যোগফল ota হইবে 
তাহা নিৰ্ণয় কর। [ W. B. H. S. 1967 1 

4. 1053 দীর্ঘ ও 20 পাউগু-ভারবিশি্ট একটি чата এক প্রান্ত হইতে 

2 ফুট দূরে 7 পাউগ্ু-ভার ও তাহার আরও এক ফুট দুরে 6 পাউগ্ু-ভার ঝুলাইয়া দিয়া 
теба কোন্‌ স্থানে একটি খুঁটি দিলে, উহ! অগ্থভূমিকবেধায় Па থাঁকিবে? 

5. 10 ফুট 4448 ga দণ্ড দুই প্রান্ত হইতে যধাক্রমে 10 পা.-ভার ও 100 
পা.-ভার ঝুলিতে থাকিলে, Sel 10 প.-ভাঁর হইতে 7] ফুট দুরে 459 স্থিত 
একটি Все সুস্থিত থাকে দণ্ডটির ওজন কত? 

6. 10 ফুট দীর্ঘ ও 10 পাউগু-ভারবিশিষ্ট 4450 99 দণ্ডের এফ LN হইতে 
4189 দূরে একটি বিন্দুতে, ধরিয়া à 40816 পাউ-ভরের একটি qq স্থাপন 
করা হইল। অপর প্রান্তে কত পাউগু-ভাঁরের একটি বন্ত স্থাপন করিলে? দণ্ডট 
স্থিরাবন্থার অগৃভূমিক বরাবর থাকিবে? E Eres 4331 

7. 16 পাউগু-ভারবিশি্ট একটি аач দণ্ডের vau হইতে 6 পা.-ভার এবং. 
অপর প্রান্ত হইতে 10 91-57 41224 উহার 50 বিন্দু হইতে এক 5101 বে একট 
বিন্দুতে аЙ! থাকিলে Sa 5354 6 বরা ধর faena 41291 ance ws? 

8. 1 মিটার দীর্ঘ ও 120 গ্রাধ-ভারবিশিই এক্ষটি qu দণ্ড АЗ ATAS B 
প্রান্তের সহিত যুক্ত দুইটি Waw fagra সাহায্যে অন্ুভূমিক অবস্থায় ছিল। 
яв ас বিন্মুতে 300 গ্রাম-ভার এর একটি qw ঝুণাইয়! দেওয়ায় A প্রান্তস্থিত তুলা- 
ধন্ত্রে 270 গ্রাম-ভার ZS হইল। ৪ প্রাস্তন্থিত তুলায় তখন কত ভার zfs 
হইবে, এবং AG এর দৈর্ঘ্য কত? | 
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9. 25 ফুট দীর্ঘ একটি «191 তক্তার উপর 75 পাউগ্ড-ভারের একটি qu উহার 
কোন্‌ স্থানে স্থাপন করিলে, উহার দুই প্রান্ত ধরিয়া ছুই ব্যক্তি বহন করিবার সময় 
একজন অপর জন অপেক্ষা 15 পাউও-ভার বেশী বহন করিবে? 

10. 11 ফুট দীর্ঘ ও 40 পাউণ্ড-ভার বিশিষ্ট এক সুষম দণ্ডের দুইপ্রান্ত ধরিয়া ছুই 
ব্যক্তি উহার উপর স্থাপিত 110 “1399-5108 একটি বস্তু বহন করিতেছে। বস্তুটি 
কোথায় রাখার জন্য একজন অপর জন অপেক্ষা দ্বিগুণ-ভার qua করিবে? 

11. 10 ফুট দীর্ঘ ও 20 পাউও-ভার বিশিষ্ট একটি সুষম দণ্ডের দুইপ্রাস্ত দুইটি 
খুঁটির উপর স্থাপিত আছে। উহার এক প্রান্ত হইতে 4 ফুট দুরে 80 পাউগু-ভারের 
একটি বস্তু উহার উপর রাখিলে, খুটি দুইটির উপর কিরূপ চাপ পড়িবে? 

: [ W. B. H. S. 1968 | 

12. একটি чч দণ্ডের দৈর্ঘ 2a এবং. ওজন w. ইহাকে অনুভূমিক ভাবে 
b দূরত্বে অবস্থিত দুইটি কীলকের উপর রাখা হইল। ইহার একপ্রান্তে সর্বোচ্চ ভার 
Wi ঝুলানো সম্ভবপর । অনুরূপভাবে, ইহার অপর প্রান্তে সর্বোচ্চ ভার Wa ঝুলানে। 
সম্ভবপর । দেখাও যে, 


Wa Ws b, 
W+W., М+М a 


(18. 839 দীর্ঘ ও 11 পা.-ভার বিশিষ্ট একটি সুযম দণ্ড উহার awata হইতে 
3 ছুট দুরে একটি দড়ি দ্বারা ঝুলানো আছে এবং সেই প্রান্তে 12 পা.-ভার এর একটি 
বস্তু ঝুলানো আছে। ws প্রান্তে কত পাউও-ভার বল প্রয়োগ করিলে, দণ্ডটি 
অন্থৃভূমিকভাবে স্থিরাবন্থায় থাকিবে? 

14. 12 ফুট দীর্ঘ ও 32 51-51 বিশিষ্ট একটি qux wa উহার দুই প্রান্তে দুইটি 
бич দড়ির সাহায্যে অনুভূমিক অবস্থায় ঝুলানো আছে। কোনও দড়ি 28 
পাউণ্ডের বেশী ভার বহন করিতে পারে না। теба মধ্য বিন্দু হইতে কতদুরে 
16 পাউও-ভার এর একটি বস্তু яа? দিলে, একটি দড়ি ছি'ড়িয়া যাইবার 
উপক্রম হইবে? 

15. 8 ফুট দীর্ঘ একটি qa দণ্ডের vetu দুইটি কীলকের উপরে আছে, 
যেখানে প্রত্যেক কীলকের উপরে চাপ 10 পাউণ্ড-ভার। 80 পা.-তার কোথায় 
স্থাপন করিলে, একটি কীলকের উপরে চাপ 40 পা.-ভার হইবে? 
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16. 10 ফুট «xi ও 25 পাউণ্ড-ভার বিশিষ্ট একটি সুষম দণ্ডের এক প্রান্ত একটি 
x34 wem আটকানো এবং উহার অপর প্রান্ত 16 ফুট লগ দড়ি দিয়া কজাটির 
вчт 10 ফুট উপরে বাঁধা আছে। কজার প্রতিক্রিয়া এবং দড়ির টান 
নির্ণয় কর। [ W. B. Н. S. 1967 | 

17. একটি সরল we ছুইটি সমান্তরাল দড়ির সাহায্যে অন্থভূমিকভাবে ঝুলাইয়! 
রাখিবার কালে, দড়ি দুইটি দণ্ডের দুই প্রান্তে থাকিলে, দড়ির টান যথাক্রমে 20 
পা.-ভার '৪ 40 পা.-ভার হয়। কিন্ত, যখন দড়ি দুইটি atawa হইতে ] ফুট দুরে 
বাধা হয়, তখন উহাদের টান যথাক্রমে 18 প.-ভার ও 42 পা.-ভার হয়। দণ্ডের 
er নির্ণয় কর। 

18. 30 ফুট দীর্ঘ ও 6 টন ভারী একটি অনুভূমিক সেতুর ছুই প্রান্ত 
CN M MINUM. উপর দিয়া যাইবার কালে উহার 
এক প্রান্ত হইতে দুই-তৃতীয়াংশ দূরে যখন 2 টন-ভারের একটি গাড়ী অবস্থিত, তখন 
প্রতি স্তম্ভের উপর কিরূপ চাপ থাকিবে? А 

19. 14 ফুট দীৰ্ঘ ও 120 পাউগু-ভার বিশিষ্ট একটি аң দণ্ড দুইটি (Юч উপর 
অমুভূমিকভাবে স্থাপিত আছে। দণডটির মধ্যবিন্দু হইতে 3 ফুট দুরে একটি খুঁটি 
এবং 5 ফুট দুরে অপর খুটি অবদ্থিত। দণডটির এক প্রান্তে 100 পাউু-ভারের একটি 
ча স্থাপন করিলে, খুটি দুইটির উপর কিরূপ চাপ পড়িবে? 

20. 4 ফুট দীর্ঘ чач তারবিশিষ্ট একটি দণ্ড 1 ফুট ব্যবধানে অবস্থিত দুইটি 
Ва উপর অনুভূমিকভাবে স্থিরাবন্থায় আছে। উহার একগ্রাস্ত হইতে 25 পা.-ভার, 
অথবা, অপর প্রান্ত হইতে 10 পা.-ভার এর V ঝুলাইয়া দিলে, теба fate 
ভগ্ন হয়। মওডটির ভার এবং উহার মধ্যব্ন্দু হইতে খুঁটি দুইটির দূরত্ব নির্ণয় কর। 

[ C. U. P. 1975 ] 

21. 12 ফুট দীর্ঘ ও 20 পাউগু-ভারবিশিষ্ট একটি সুষম দণ্ড পরস্পর হইতে 
8 ফুট দূরে অবস্থিত দুইটি খু'টির উপর অসুভূমিক অবস্থায় আছে। oia «тате 
হইতে 12 পা.-ভার এবং অপর প্রান্ত হইতে 4 পা.-ভার এর দুইটি বস্তু ঝুলাইয়া দেওয়। 
হইল। а প্রান্তে 4 পাউণ্ড-ভারের vulp ঝুলানো হইল সেই প্রান্ত হইতে 1 ফুট 
দুরে একটি খুটি এবং 4 ফুট দূরে 8 পাউণ্ড-ভারের তৃতীয় একটি বস্তু উহার উপর 
রাখা হইল। এইরূপ ক্ষেত্রে, ছুইটির উপর কিরূপ চাপ পড়িবে? 

( W. B. H. S. 1969 | 
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22, (a). 6 মিটার দীর্ঘ ও 2 কিলোগ্রার্ভার faf একটি quies দুইটি 
কীলকের উপর чирт ভাবে শায়িত আছে। দণ্ডটির awu কীলক দুইটির 
উপর অবস্থিত। দণ্ডটির মধ্যবিন্দু হইতে সর্বাপেক্ষা অধিক দূরবর্তী এমন একটি বিন্দু 
fada কর, যেখানে 17 কিলোগ্রাম-ভার এর একটি qu স্থাপন করিলে, কোনও 
কাঁলকই ভাদ্দিয়া যাইবে ন! । ধরিয়া লইবে যে, কোন কীলকই 12 কিলোগ্রাম-ভার 

এর বেশী বহন করিতে পারে না। [ C. U. P. 1974 1 

(6). wei উপরে স্থাপিত বস্তুটির ওজন 15 কিলো গ্রাঘ-ভার হইলে, কি হইবে ? 

28. 20 ফুট দীর্ঘ একটি সুষম দণ্ডের একপ্রান্ত কোন এক অমুভূমিকতলে স্থিত 
একটি web কজাতে সংবন্ধ এবং অপর প্রান্ত ও অনুভূমিক তলের সহিত 30০ উন্নতি 
কোণে একটি ছড়ি বাঁধিয়া টান| হইতেছে এবং তখন দড়ির টান 3090-5141 
অন্ুহৃমিকতল হইতে 4 ফুট উচ্চতায় দণ্ডের উপর কি বগ অনুভূমিক দিকে প্রয়োগ 
করিলে, кой ич অবস্থায় থাকিবে? 

24, w ভারবিশিষ্ট АВ স্থযম দণ্ডের A প্রান্ত একটি কজায় আটকানো আছে 
এবং 9 প্রান্তে দণ্ডের সহিত 30^ কোণে দড়িতে বাধিয়া দণ্ডটিকে অনুভূদিকের সহিত 
45° কোণে faataatia রাখা আছে। দড়ির টান নির্ণয় কর। 

Г W. B. Н. S. Comp. 1967 1 

25. একটি খুঁটি খাড়াভাবে মাটিতে এমনভাবে [эй রাখা আছে যে, 
За মাটির উপর 10 ফুট আছে। একটি দড়ির একপ্রান্ত খুঁটির Score এবং 
অপর প্রান্ত খুঁটি বরাবর অনুভূমিক তলে খুঁটি হইতে 20 ফুট দুরে অশিধিল অবস্থায় 
বাধা আছে। দড়িটিতে এক হন্দর ভারের বল প্রয়োগ করিলে, খুঁটিটি ভূমিতে 
тү পড়িবার উপক্রম করিবে। পাদদেশ হইতে দ্বিগুণ দূরত্বে দড়িটি মাটিতে 
বাধা থাকিলে, কি পরিমাণ বল প্রয়োগ করিলে, খু*টিটি ভূমিতে ভাঙ্গিয়া পড়িবে ? 

Г W. B. H. S. 1965 ] 

26. P,o,R তিনটি বল asc ত্রিতুজের ক্রদাঙ্জ্দারে গৃহীত বাহু BC, СА 
ও АВ বরাবর fabri আছে। উহাদের m АЗС faga этти 
হইলে, দেখাও যে, 

Р T Q R 


sinA sinB sinc 
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97. তিনটি বল ৮» 22)35 যথাক্রমে একটি সমবাহু faga АВС এর . 
аута গৃহীত তিনটি বাহ АБ,БС,СА বরাবর ক্রিয়াশীল আছে। উহাদের 
ябаа মান ও অভিমুখিতা নির্ণয় কর; এবং A ক্রিয়ারেখার সহিত БС বাহুর "ছেদ 
বিন্দু fas wa i [C. U. P. 1971] 

28. ABC সমকোণী ত্রিভুজের A কোণের পরিমাপ 90° এবং АВ ও АС এর মান 
যথাক্রমে 5 ও 12 একক । A, 8, C বিন্দুর চারিদিকে কোন একটি বলের ভ্রামক 
যথাক্রমে 0, 25 ও 144 একক । বলটির মান, দিক ও ক্রিয়ারেখা নির্ণয় কর। 

29, ABCD একটি আয়তক্ষেত্র, যেখানে ৪ত-4 ফুট 1 30, 40, 50 পাউণ্ড 


ভারের ভিনটি বল AD, во, ও со বরাবর fantaa | ইহাদের লব্ধির মান ও 
BG কে যে কোণে এবং в হইতে যে দূরত্বে উহাকে ছেদ করিবে তাহা নির্ণয় কর। 

[W. B. H. S. 1964] 

80. £ ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট গাড়ীর একটি চাকার ভার %. h উচ্চতাবিশিষ্ট একটি 

প্রতিবন্ধকের উপর দিয়া চাকাটিকে কেন্ত্রগামী একটি অনুভূমিক বলের সাহায্যে, 

ঠেলিয়া পার করিতে হইবে ॥। দেখাও যে, ইহার 89 যে বলের প্রয়োজন তাহ! 


ее অপেক্ষ! বৃহত্তর হইবে ; (গ্রতিবন্ধকটি সম্পূর্ণরূপে অমস্থণ ) 1 
yw 4 


ANSWERS. (প্রশ্মমাল 5.) 

1. 20 পা.-ভার (সদৃশ সমান্তরাল qm); প্রদত্ত প্রান্ত হইতে 4 ফুট দুরত্বে 
ла! 2. A প্রান্ত হইতে 374" দূরে উপরের দিকে 18 Asta qmi 8. 
বিন্দুটি 6 পা-ভারের RRE অবস্থিত। 4. প্রদত্ত প্রান্ত হইতে 4 ফুট দুরে 
ВВ দিতে হইবে। 5. 9071-9191 6. 99-84) 7. 16 ফুট। 
8. 1504-9; 30 সে. মি.। 9. এক প্রান্ত হইতে 10 ফুট দুরে ; (Q প্রান্তে 
চাপ বেশী পড়িবে )। 10, একপ্রান্ত হইতে 3 ফুট দুরে; (Q প্রান্তে চাপ বেশী 
পড়িবে)। 11. প্রথম প্রান্তে 58 পা-ভার চাপ; অপর প্রান্তে 42 পা.-ভার। 
18. 591-9191 14. ও ফুট । 15. অধ্যবিন্দু হইতে$] ফুট)দুরে। 16. 
প্রতিক্রিয়া 15 পা.-ভার ; দড়ির টান 20 Asai 17, 06-12 ফুট। 
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18. প্রথম ов উপরে pit 33 টন-ভার) В টন-ভার। 19. 07 
মধ্যবিন্দু হইতে 3 ফুট দূরে যেই «BB অবস্থিত, তাহার নিকটবর্তী প্রান্তকে প্রথম 
ата qm যাক্‌। প্রথম প্রান্তে 100 পা. ভার ঝুলাইলে, এবং দ্বিতীয় খুটিতে хаб 
বাধা ap থাকিলে, উহা! উল্টাইয়! পড়িবে; Gi) দ্বিতীয় প্রান্তে 100 71-51 
ঝুলাইলে, БЇ 50 পা.-ভার ; 170 পা.-ভার | 20. 50 7-5, ৪ ইঞ্চি 
ও 4ইঞ্চি। 21. 12 পা.-ভারের নিকটবর্তী খুঁটির উপরে 517= 315 পা.-ভার ; 
অপর চাপটি=12'5 পা.+ভার | 22. (৪2) 15 মিটার; (b) 14 মিটার । 28. 
75/3 পা-ভার। 24 dwV2. 25. 0585 হন্দর ভারের চেয়ে একটু বেশী । 
81. P43; 186 (А বিন্দুর দিকে ); বর্ধিত BG কে C হইতে BC দুরে ছেদ 
করে। 28. 54-13 একক ; ক্রিয়ারেখা АР, 86 ব্যাসের উপর অক্কিত বৃত্তের 
A বিন্দুতে ম্পর্ণক ; ДВАҒ= ZABCA. 29. মান-20%5 পাঁ-ভার; в হুইতে 
10 ফুট দুরে, বর্ধিত BG কে tan! কোণে 


i 32 saya 
যুগ্মবল 


‚( Couple ) 

6-1. যুখাবলের সংজ্ঞ! £ 

একটি үр বস্তুর উপর প্রযুক্ত দুইটি সমান অসদৃশ সমান্তরাল ( সমরেখ নহে ) বলকে 
যুগ্মবল ( couple ) বল! হয়। 

একটি ест বল দুইটির ক্রিয়ারেখাছবরের 
লক্ব-দূরত্বকে এ যুগাবলের 48 (arm) বলা হয়। P 

কোন যুগবলের বল দুইটি P এবং Р 4 
হইলে, এবং উহার বাছ এ হইলে, যুগ্রবলটিকে 2 
সাধারণতঃ (P, d) এইরূপ লেখা হয়। চিত্রে, | Р 
(P, d) TRU বাহ AB-d. 

সুখাবলের ভ্রামক : 

যুগ্ববল গঠনকারী বল দুইটির একটির এবং উহার বাছুর গুণফলকে যুখ্মবলের 
জ্রামক (moment of a couple) বলা ez | সুতরাং, (P, d) যুগাবলের ভামক 
-Pd একক। 

একটি যুগ্বলের ভ্রামক ধনাত্মক অথবা খনাত্মক হইতে পারে। যুগ্রবলগঠনকারী 
বলদয় কোন দৃঢ় বস্তুতে প্রযুক্ত হইয়া উহাকে ঘড়ির কাটার গতির বিপরীতক্রমে 
ঘুরাইতে চেষ্টা করিলে, Q বুগ্মবলের ভ্রামক ধনাত্মক হইবে) অন্তথায়, ইহা 


» "wv হইবে। 


উপরোক্ত চিত্রে, একটি দৃবস্থতে (P, d) 
ধগবল সক্রিয় যেখানে, উহার বাহ Ав=4 
একক, এবং বলদয়ের ক্রিয়ারেখ| AB এর 
afent অবস্থিত; এবং এই যুগাবলের 
প্রয়োগে বস্তুটি ঘড়ির কাটার গতির ব্বিপরীত- 
ক্রমে আবর্তন করিতে চেষ্টা করিবে | 

ঘড়িতে চাবি দ্বারা দম দিবার সময়, অথবা, 
দুই আঙ্গুলের সাহাব্যে লাউ, ঘুরাইবার সময়, আমরা 1745 প্রয়োগ করিয়া থাকি i 


300 স্থিতিবিদ্া 

6-2. কোনও ঝুগ্মবলের সমতলে wave বে কোন বিন্দুর 
চারিদিকে ачи গঠনকারী বল দুইটির ভ্রামকের বীজগণিতীয়। যোগফল 
ава, এবং তাহ। এ যুগ্মবলের জামকের সমান ! 


Fig, (a) Fig. (b) 
মনে করি, (Р, d) একটি xum, এবং উহাদের সমতলে о যে কোন বিন্দু। * 
. о বিন্দুর মধ্য দিয়! যুগবলের ক্রিয়ারেখার উপর ач টানি, এবং মনে করি, তাহা 
উহাদের ক্রিয়ারেখাদ্য়কে A ও B বিন্দুতে ছেদ করে। 

G) ০ বিন্দুটি ন5-এর বহিঃস্থ হইলে, ০ বিন্দুর চারিদিকে qaqa গঠনকারী : 

বলদ্বয়ের ভ্রামকের বীজগণিতীয় যোগফল 
=Р.ОВ—р.бА, [Fig (а) হইতে ] 
=P.(0B— OA)= P.AB 
=Р.1= 4 = যুগ্মবলের ভ্রামক। 

(i) о Rab Ав এর wu: হইলে, о বিন্দুর চারিদিকে qaman গঠনকারী-) 
বলঘয়ের ভ্রামকের বীজগণিতীর যোগফল 

=Р.бА+Р.ОВ, [ Fig.(b) হইতে ] 
= PA(OK+ 05) = P.AB 

=P.d= sq 

= чот ভ্রামক। 

মন্তব্য PANNI ভ্রামক কখনও 49 হইবে না। 

6-3. দুইটি জামত্তলিক বলের সমতলে অবস্থিত যে কোন বিন্দুর 
চারিদিকে bema ভ্রামকের বীজগণিতীয় যোগফল р না হইয়। 
একটি гат হইলে, এ বল দুইটি একটি যুগ্মবল গঠন করিবে। 

মনে করি, P ও Q দুইটি সামতলিক বল এবং উহাদের সমতলে о যে কোন 
feri এখন, উহাদের ক্রিয়ারেখা পরস্পরকে ছেদ করিতে পারে না) কারণ, 
তাহা হইলে, ও ছেদবিন্দুর চারিদিকে Р ও о এর ভ্রামকের азб да যোগফল 


л 301 


чт হইবে, যাহা প্রদত্ত শর্তের ээ! Grex, P ও 0 বল দুইটির ক্রিয়ারেখ! 
সমান্তরাল হুইবে। যদি быш সদৃশ সমান্তরাল হয়, অথবা emp অসমান 
সমান্তরাল হয়, তবে উহাদের একটি «її থাকিবে ; এবং সেই айн ক্রিয়ারেখার 
উপরিস্থ যেকোন বিন্দুর চারিদিকে Р ও o এর ভ্রামকের বীজগণিতীয় যোগফল 
y হইবে, যাহা প্রদত্ত শর্তের বিরুদ্ধ। ЧӨП, P ও ০ বল দুইটি অতি অবশ্যই 
অসশ, সমান)ও সমান্তরাল হইবে; অর্থাৎ, উনারা একটি যুগ্বল হইবে। ৷ 

6-4. একটি үр чча উপর একই লমতলে প্রযুক্ত দুইটি যুগ্মবলের 
জামক বদি পরস্পর জমান ( মানে) হয়, এবং বিপরীত অভিমুখিভায় 
ক্রিয়া করে, তাহা হইলে, উহারা সাম্যাবস্থায় থাকিবে। 

মনে করি, (P, d) এবং (o, E) দুইটি seva, যাহার! বিপরীত অভিমুখিতায় 
সক্রিয়, এবং 

Pd=ob. + e (1) 

(a) যুগ্মবল দুইটি গঠনকারী বল ШЕЙ cien সমান্তরাল 

নহেঃ 


মনে করি, (P, d) এর একটি বল Р এবং (০৮?) এর একটি বল 0 এর 
ক্রিয়ারেখা পরস্পরকে A বিন্দুতে ছেদ করে এবং অপর দুইটি বল পরস্পরকে 

в বিন্দুতে ছেদ করে। তখন, А বিন্দু হইতে в এতে প্রযুক্ত P ও ও বল দুইটির 
নাও dioi 

এখন, А বিন্দুর চারিদিকে В এতে; প্রযুক্ত P ও о বল দুইটির ভ্রামকের বীজ- 


গণিতীয় যোগফল: 
=Pd—ob=0, [ (৫) হইতে ]1 
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স্থতরাং ৪ এতে প্রযুক্ত P во বন্দ্বয়ের mf А বিন্দুগামী এবং তাহা ВА 
বরাবর ক্রিয়্াশীল। 

অনুরূপভাবে, A এতে প্রযুক্ত P ও o বল দুইটি afa AB বরাবর ক্রিয়াশীল । 

যেহেতু, A এতে প্রযুক্ত বল দুইটি B এতে প্রযুক্ত বল দুইটির সমান এবং বিপরীত 
অভিমুখী এবং A এতে প্রযুক্ত বলদ্বয়ের অন্তর্গত কোণ, в এতে প্রযুক্ত বলঘয়ের 
অন্তর্গত কোণের সমান। অতএব, А এতে প্রযুক্ত বল দুইটির mS ев এতে প্রযুক্ত বল 
দুইটির zf মানে সমান এবং বিপরীত অভিমুখিতায় একই রেখায় ক্রিয়াশীল হইবে; 
কারণ, উহারা যথাক্রমে, АЗ ও BA বরাবর ক্রিয়াশীল (পূর্বে প্রমাণিত )। 911%, 
যুগ্ববল দুইটি গঠনকারী বল চারিটির mf чә হইবে; অর্থাৎ, বুগাবল দুইটি 
সাম্যাবস্থায় থাকিবে। 


(b) যুগ্ধবল গঠনকারী বল চারিটি যখন পরস্পর সমান্তরাল : 


‚2 чї গঠনকারী বল চারিটি পরস্পর সমাস্তরাল হইলে, একটি সরলরেখা অঙ্কন 
чау ча উহাদের ক্রিয়ারেখার উপর m, এবং উপরোক্ত fafa A, ৪, c, D 
বিন্দুতে উহাদ্নিগকে ছেদ করে। যেহেতু, eire শর্তাসথসারে, чечи দুইটির ভ্রামকের 
যান সমান, 


+ P.AB=0.0D ө (i) 
৪B এবং с এতে প্রযুক্ত » ও 0 বল দুইটি sux সমাস্তরাল বলিয়া, উহাদের nf 
(P +) এর ক্রিদ্াবিন্দু BC এর উপর থাকিবে, যেখানে, 


P.0B= Q.OC ; va (ii) 
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এবং উহার অভিমুখিতা в «ps ете P এর অভিমুখিতায় এবং ক্রিয়ারেথা 


oL বরাবর হইবে 


G) হইতে (0) বিয়োগ করিয়া পাই, 
РАВ – О8)=о(сб--00); 

Ч, Р.Аб= ০.5, ° (ii) 

এখন, (Ш) হইতে দেখা যাইতেছে, / এবং D এতে প্রযুক্ত ও Q সদৃশ 
সমান্তরাল" বল দুইটির «fs, (P +o), о বিন্দুতে ক্রিয়া করিবে এবং তাহা A এতে 
প্রযুক্ত Р বলের অভিমুখিতায় হইবে। অতএব, ইহার ক্রিয়ারেখা OM বরাবর 
BA I 

এখন, যেহেতু, এই দুইটি afaa মান সমান এবং ইহারা বিপরীত 'অভিমুখিতায় 
একই রেখায় ক্রিয়াশীল, সুতরাং, ইহাদের afa y হইবে ; অর্থাৎ, qaqa গঠনকারী 
বল চারিটি সাম্যাবস্থায় থাকিবে। 


মন্তব্যঃ একই. সমতলে অবস্থিত) দুইটি wass ভ্রামকের মান 
সমান ও একই চিহুযুক্ত হইলে, quamus পরস্পর সমান হইবে। 

কারণ, eror যে কোন একটির যুগ্মবল গঠনকারী বল দুইটির অভিমুখিতা 
ঠিক বিপরীত অভিমুখে পরিবঠিত করিলে, qaqa দুইটির বল চারিটি সাম্যাবস্থায় 
খাকিবে। 


6-5 একটি যুগাবলকে উহার সমান ভ্রামক-মান ও একই চিন্ত 
বিশিষ্ট অপর একটি যুখাবলে পরিবর্তন : 


মনে করি, (P, d) একটি 1347 | তাহা হইলে, ইহার ভ্রামক=P 4. 
(2,৭) এর সমতলে (ғ, х) একটি যুগবল পুনঃ স্থাপন করা থাক্‌, যেখানে 
ez 2 Pd, মানে এবং fe | 
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(i) Fm নির্দিষ্ট হইলে, х= РАЈЕ; «лс, তখন (P,2) এবং (Р, Pd/r) 
সমতুল্য ; অর্থাৎ, উহাদের ফল একই। 

Gü) আবার, z নি্ধি্ট হইলে, F= Pd|x ; এবং তখন, (P) ও (РАЈА, x) | 
সমতুল্য ; অর্থাৎ উহাদের ফল একই হইবে । 

স্থতরাং যে সমতলে (2১৫) অবস্থিত সেই সমতলে ইহার পরিবর্তে 
(ғ, Р/Р), অথবা, (Pd/x, х) xw" mem যাইতে পারে, যেখানে এই নূতন 
чачса বল দুইটির অভিমুখিত| যে কোন দিকে হইতে পারে, একমাত্র নূতন 
যুগ্যবলের ভ্রামককে প্রদত্ত যুগ্মবলের ভ্রামকের সঙ্গে সমচিহ্ন হইতে হুইবে। 


6-6. কতিপয় সামতলিক যুগ্মবলের vifa নির্ণয় : 


M 


মনে করি, কোন দৃঢ় বস্তুতে একই সমতলে, (Р, р), (о, д), (Rs 0,7, 
কতিপয় (সসীম সংখ্যক ) যুগবল ক্রিয়াশীল আছে। মনে করি, (Р, р) এর বাহু 


®Б=р এবং এই quem গঠনকারী একটি বল P, АС বরাবর এবং অপর বল 
-> 

P, вм বরাবর ক্রিয়াশীল। 
যেহেতু, (0,4) এর atwr-ag- (27 » Weit, (0১9) এর পরিবর্তে 


(32) үлп mev যাইতে পারে, যেখানে উহার 41858 এবং এই quen | 
গঠনকারী বল দুইটি 52 ও 58 যথাক্রমে AL ও вм বরাবর ক্রিয়া করিবে। 


অন্থরূপভাবে, (Р 7) এর পরিবর্তে (S^, ৮) wem যাইতে পারে, যেখানে উহার 


বাছ АБ এবং এই যুগ্মবল গঠনকারী বল দুইটি, Н ও Er, WII, AL ও вм 
বরাবর ক্রিয়া করিবে। 
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এইরূপে, অপর যুগ্মবলসমূহকে পরিবতিত করিয়া এক একটি নৃতন যুগ্মবল লওয়া 
যাইতে পারে, aerma প্রত্যেকটির বাহু АВ এবং প্রত্যেকটির একটি বন 
> > 
AL এবং অপরটি вм বরাবর ক্রিয়া করিবে। 
স্থতরাং, প্রদত্ত যুগ্মবলসমূহের পরিবর্তে একটি যুগাবল পাওয়া যায়, যাহার বাহু 
E T 9чи গঠনকারী প্রতিটি qne + TET : 
স্থতরাং, প্রদত্ত যুগ্মবলসমূহের 5489) একটি যুগাবল পাওয়া ধাইবে, যাহার ভ্রামক 
zx[p + 99. E* ১20৭4 
(e+ b "E "ha 2 
=Pp+aq+Rr+ ... ... 


= ee যুগ্রাবলনমূহের ভ্রামকের বীজগণিতীয় যোগফল। 


সুতরাং, একই সমতলে একটি দৃঢ় বস্তুতে প্রযুক্ত কতিপয় বুগাবলের লব্ধি একটি g- 
বল এবং Sefa ভ্রামক প্রদত্ত যুগ্মবলসমূহের ভ্রামকের বীজগণিতীয় যোগফলের ANTA I 


Шд 72 Pp, ০9, Rre, ইত্যাদি ভ্রামকগুলির মধ্যে কয়েকটি খণাত্মক 
হইলে, ছবিটি নূতন করিয়। অশাকিতে হইবে | মনে রাখিতে হইবে, “বাহু AB AWIE 
ধনাত্মক) থণাত্মক ভ্রামক-বিশিষ্ট নূতন বুগ্মবলের বল ছুইটিরই দিক্‌ একমাত্র 


পরিবর্তনীয়*। যেমন, তৃতীয় чачта ভ্রামকটি যাদি (—Rr) হয়, তবে AL অথবা BM 

বরাবর প্রতিটি বল (25:55:54 2 হইবে। 

“эд একই সমতলে প্রযুক্ত একটি quam ও একটি বলের লক্ধি 
1 


মনে করি, (P, p) একটি যুগাবল, যাহার {> 
বাহু AB=p, এবং একটি বল F, যাহা є/ к 
^+ 
P од. x 
H $ ; тэй эс 


1 
му 


০ এতে ০৮ বরাবর একই সমতলে সক্রিয় । এক্ষণে, (Р, р) যুগাবলের পরিবর্তে 
(ғ, х) একটি {л এমন ভাবে সংস্থাপন করা যাক্‌ যেন (F,O এর একটি বল ০ 
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এতে Lo বরাবর ক্রিয়া করে এবং Fx= Рр মানে $,দিকে হয় (0—00). তাহা 
হইলে, (Рр) ও OL বরাবর F বলের সমতুল্য (5) ও OL বরাবর F বল। কিন্তু, 
০ এতে OL বরাবর F এবং LOT OM বরাবর F সমরেখ, সমান ও বিপরীত- 
মুখী হওয়ায়, সাম্যাবস্থায় থাকিবে। TEIT, (F, x) IATA এবং ০ এতে OL বরাবর E 
বলের "fS, C এতে CN বরাবর F বল হইবে, যাহা প্রদত্ত F বলের অভিমুখিতায় ক্রিয়া 
করিবে, এবং যাহার ক্রিয়াবিন্ু o হইতে х দূরত্বে থাকিবে ; যেখানে z=PplF. 

স্থৃতরাং, F বল ও (Р,р) যুগ্াবলের 44 একটি মাত্র বল F হইবে, যাক প্রদত্ত বল 
F এর সমান ও সমান্তরাল এবং উহ! হইতে Рр/е দূরত্বে ক্রিয়া করিবে। 

6-8. কোন সমতলে (пая একটি বল, Q সমতলে প্রদত্ত একটি 
বিন্দুতে উহার সমান ( মানে ) ও অভিমুখিতায় একটি বল ও একটি qur 
বলের সমতুল্য হইবে। 

মনে করি, A এতে АС বরাবর F বল ক্রিয়াশীল । Q বলের সমতলে ০ একটি 
প্রদৃত্ত বিন্দু। মনে করি, о হইতে মত এর пач ON=x. o বিন্দু দিয়া 
LM 1 ON টানি। এখন, о এতে ১০০ 
বরাবর ₹ এবং OM বরাবর F বল প্রযুক্ত করা 
যাক্‌, যেন উহার! বিপরীত অভিমুখে ক্রিয়া 
করে। যেহেতু ইহারা সমরেখ এবং বিপরীত 
5 অভিমুখে ক্রিয়াশীল, স্থতরাং, ইহাদের কোন 

ক্রিয়াফল নাই। 
এখন, А এতে "АС বরাবর Е বল এবং 
০ এতে oM বরাবর F বল একটি যুগল 
(px) গঠন করে। QET, A এতে F বল, একটি যুগাবল (кл) এবং ০ এতে oL 
বরাবর ক্রিয়াশীল F বল এর সমতুল্য । 
6-9. একটি দৃঢ় বস্তুর উপর প্রযুক্ত তিনটি বলের মান, ক্রিয়ারেখ। 


ও অভিমুখ্িতাযদি কোন ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত তিনটি বাহু দ্বার! 
যথাক্রমে নির্দেশিত হয়, তাহ! হইলে, এ তিনটি বল একটি যুখ্মবলের 


সমতুল্য হইবে এবং উদ্ধার ভ্রাদক এ ত্রিভুজের ক্ষেত্রফলের দ্বিগুণ হইবে 1 
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মনে করি, একটি দৃঢ় বস্তুর উপর প্রযুক্ত তিনটি বল P, o, R মানে, ক্রিয়ারেখায় 
ও দিকে যথাক্রমে, 80, CA € A3 ছারা নির্দেশিত। A বিন্দু দিয়া 
BC এর সমান্তরাল করিয়া СМ অঙ্কন করি। এখন, A এতে, AL বরাবর Р 
বল এবং AM বরাবর P বল যুগপৎ প্রযুক্ত কর! যাক্‌। ইহারা সমরেখ, মানে সমান 


L P A P M 


B P N c 


এবং বিপরীত অভিমুখিতায় ক্রিয়াশীল বলিয়া, ইহাদের কোন ফল থাকিবে না। 
A হইতে 5С এর উপর цагг эгээ 
A বিন্দুতে তিনটি বল, P, о, R Ҹа, AM, CA ও AB বরাবর ক্রিয়াশীল, 
এবং উহার! যথাক্রযে, asc ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত তিনটি বাহু দ্বারা 
মানে ও দিকে নির্দেশিত বলিয়া, “বল-ত্রিতুজ”-এর উপপাদ্য сыз, এই 
তিনটি বল সাম্যাবস্থায় থাকিবে । তখন, অবশিষ্ট P বল AL এবং P বল BC 
বরাবর nam থাকিয়া, একটি ҷа গঠন করে, যাহার ভ্রামক 

= P, AN =ВС.АМ 

=2.(% BC. AN) =2 A ABC. 

610. একটি үр বস্তুর উপর একই জমতলে প্রযুক্ত কতিপয় বলের 
মান, ক্রিয়ারেখা ও দিক্‌ যদি কোন বহুভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত 
বাহুগুলি দ্বার! খথাক্রমে নির্দেশিত wx, Siei হইলে, Q বলসমুহন 
একটি зася সমতুল্য হইবে, যাহার ভ্রামক এ বহুভুজটির ক্ষেত্রকলের 
দ্বিগুণ a 

মনে করি, একটি দৃঢ় বস্তুর উপর কোন প্রদত্ত সমতলে Р, Ó, R, S, T বলসমূহ 
ক্রিয়াশীল এবং উহারা মানে, ক্রিয়ারেখায় ও দিকে যথাক্রমে ABCDE বহুতুজের 


> > > > > 
AB, BO, CD, DE ও EA দ্বারা {б | 


308 š স্থিতিবিদ্ধা 
— — 
АС € AD অঙ্কন৷।করি; এবং АС, বরাবর, Fi; CA বরাবর Fi; এবং 
AD বরাবর Fa; DA বরাবর F. বল যুগপৎ প্রয়োগ করি, যেখানে АС=Р, ; 
AD-F,. এখন, এই নূতন চারিটি 


বলের সম্মিলিত কোন ক্রিয়াফল 
থাকিবে 411 


এখন, Р, Q, ও F1 (cA) qu 
মানে, ক্রিয়ারেখায় ও দিকে যথাক্রমে 
ABC бает ক্রমানুসারে গৃহীত 
বাহু তিনটি দ্বারা নির্দেশিত বলিয়া» 
এই তিনটি বল একটি zum গঠন 
করে, যাহার ভ্রামক —2A ABC. 
আবার Fi (=A), R ও Fa (— DA) বল মানে, ক্রিচ্ারেখায় ও দিকে, ACD 
ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত তিনটি বাহু দ্বারা নির্দেশিত | чөй, এই তিনটি 
বল একটি যুগ্যবল গঠন করে, যাহার ভ্রামক =2 ACD. 
সেইরূপ, F, (=A), S, T বল মানে, ক্রিয়ারেখায় ও দিকে ADE ত্রিভুজের 
ক্রমানুসারে গৃহীত বাহু তিনটি দ্বার! নির্দেশিত বলিয়া, єр একটি যুগ্মবল গঠন 
- করে, যাহার ভ্রামক =2 AACE, 
এখন, এই তিনটি যুগ্যবল একটি যুগবলের সমান, যাহার ভ্রামক 
=2(AABC+ AACD+ AADE) 
=ABCDE বহুভূজের ক্ষেত্রফলের feed | 


6-11. দৃষ্টান্তমূলক উদাহরণ : 

Феҹ 1. ABCD বরগ্ষেত্রের প্রত্যেক বাহুর পরিমাপ 5 ফুট | 3, 2, 5, 4 
ও 212 গাউও-ভার বল 9158 যথাক্রমে, AB, вс, CD, DA € AC বরাবর 
ক্রিয়াশীল হইলে, দেখাও যে, উহার! একটি যুগ্রাবল গঠন করিয়াছে। এই যুগ্মাবলের 
ভ্রামকের মান নির্ণয় কর। 

- 

AC বরাবর ক্রিয়াশীল 2/2 পা.-ভার বলের বিশ্সেষিতাংশ AB বরাবর 
2.42 cos 45° পা.-ভার,অর্থাৎ, 2 পা.-ভার, এবং AD বরাবর 2./2 sin 45° 


488 5 পা.-ভার ও 5 পা.-ভার একটি যুগ্মংল 


TU 309 


ET 
পা.-ভার, অর্থাৎ 2 পা-ভার ॥ uq, ewe পাচটি বল AS, BC, CD, DA বরাবর 
যথাক্রষে, 5, 2, 5, 2 পাউগু-ভারের সমতুল্য 1 


— — 5 
এখন, AB € CD বরাবর সাক্রয় বল D : C 


গঠন করে, যাহার #tsw=5x5 ফুট-পাউণ্ড- 

> ৮৯ 
ভার=25 ফুট-পাউগু-ভার ; এবং BC ও DA 
বরাবর সক্রিয় বল দুইটি 2 পা-ভার ও 
2 পা.-ভারও একটি xum গঠন করে, যাহার : 
ল্রামক-5১2 ফুট-পাউণ্ড ভার=10 ফুট- Á 3 B 


9189-5791 তাহা হইলে, এই দুইটি sma fu একটি quem, যাহার 
ল্রামক্(25+10) arie de 35 5 eean і 


1544 2. ABCD আয়তক্ষেত্রের AB, вс, cb, DA АС বরাবর যথাক্রমে 
3, 8, 2, 11 ও 5 পাউণ্ড-ভার বলসমূহ ক্রিয়াশীল | দেখাও cs, 8191 একটি যুগ্র- 
বলের সমান, যদি AB =6 ফুট ও BG = 41 ফুট হয়। তখন দেখাও যে, এ рч 
ভ্রামক 791 ফুট-পাউণ্ড-ভার | ГУУ. B. H. S. 1972] 
D 7 с AB-6 ফুট; Вб=41 ফুট। 
Аб= J(&B*-HBC?) 
27) ফুট। 
তখন, /ВАС= < হইলে, 
B sin «-$; ০০৪, 
AG বরাবর সক্রিয় 
পা.-ভার «а বিশ্লেষিতাংশ АВ 
B বরাবর -5 ৮০০৩ < 92591 - 
4 পা-ভার; ao বরাবর ЛГЛС2ЛЛЭЛДТЭГ ЭЛЧ 
সুতরাং, প্রদত্ত বলসমূহ Ав, BO, CD, DA বরাবর যথাক্রমে, 7, 8,7,8 পা.-ভার 
এর সমতুল্য | 
এখন, А5 ও CD বরাবর সক্রিয় 7 পা.-ভার ও ? পা.*ভার বল দুইটি একটি 
ten গঠন করে, যাহার ভ্রামক -7 x 4) ফুট-পাঁউগ্-ভাঁর = 31) ফুট-পাউও্-ভার 1 
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আৰার, PC ও DA বরাবর সক্রিয় 8 পা.-ভার ও 8 পা.-ভার বল দুইটি একটি 
її গঠন করে, যাহার ভ্রামক-৪৯6 ফুট-পাউণ্ড-ভার = 48 ফুট-পাউণ্ড-ভার। 
এই лаан লব্ধি একটি qom, যাহার ভ্রামক 
7 (313 -- 48) ফুট-পাউগ্ু-ভার 
-794 ফুট-পাউগ্ু-ভার। 


উদ্দাহরণ 3. ABCD রম্বসের BA, EC, DC, DA বরাবর যথাক্রমে 5, 8, 5,8 
কিলোগ্রাম-ভার বল ক্রিয়া করে। দেখাও যে, উহার! একটি {л গঠন করে। 
AB=8 মিটার এবং Z BAD=30° হইলে, লব্ধি-যুগ্বাবলের মান বাহির কর। 


D 5 C AD এর উপর BL এবং АВ এর 


L Ч উপর DM ww БЯ! তাহা 
8 হইলে, BL-ABsin 30° 
c A = 4 মিটার ; 


DM = AD.sin 30*— 4 মিটার | 


BA ও ос বরাবর সক্রিয় 5 কি, গ্রা-ভার ও 5 কি. Asta বল ছুইটি একটি 
IAA গঠন করে, যাহার ভ্রামক 
= —5x4 মিটার-কিলোগ্রাম-ভার 
= —20 ফিটার-কিলোগ্রাম-ভার | 


আধার, Bo € DA বরাবর সক্রিয় 8 কি, গ্রা-ভার ও 8 কি, গ্রা.-ভার বল দুইটি 
একটি যুগ্মবল গঠন করে, যাহার ভ্রামক 
78x 4 মিটার-কিলোগ্রাম-ভার 
=32 মিটার-কিলোগ্রাম-ভার। 
এই যুগ্ৰল দুইটি একটি যুগাবলের সমতুল্য, যাহার ভ্রামক 
=(32 — 20) মিটার-কিলোগ্রাম-ভার 
712 ফিটার-কিলোগ্রাম-ভা'র | 
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 Wwiggd 4. ABCDEF qum АВ, CB, CO, DE, FE, РА, বরাবর 
যথাক্রমে, 4, б, P, 4, 6, ৮ গ্রাম-ভার বল ছয়টি ক্রিয়াশীল হইয়! সাম্যাবস্থায় আছে। 
P এর মান নির্ণয় va 1 

ABCDEF একটি সুষম 4999 
বলিয়া, ইহার প্রত্যেক অন্তঃকোণের 
পরিমাপ 120°, 

BD অঙ্কন করি। তাহা হইলে 
56 ও co সর্বসম বলিয়া, 2сво 
= L.CDB =? 

ZA ABD-— Z EDB = 90°. 


Bc-a РОН হইলে, 
BD-Bc. соз309--С0.сов 30°= Eny +33) 1 га J3 সে.মি. t 


সুতরাং, ах বড়ভূজটির বিপরীত বাহদ্ধয়ের মধ্যবর্তী দূরত্ব=৭/ 3 সে. মি. 1 


AS ও бе বরাবর সক্রিয় 4 41-54 ও 4 গ্রা.-ভার чта একটি quem গঠন 
করে, যাহার ভ্রামক =4% a V 3 সে. মি.-গ্রাম-ভার। 


Co ও [বরাবর সক্রিয় 6 গ্রা-ভার ও 6 গ্রা.-ভার বল দুইটি একটি qaqa 
গঠন করে, যাহার ভ্রামক 
--6ха43 সে. মি.-গ্রাম-ভার। 
2) ও cA বরাবর সক্রিয় P গ্রাম--ভার ও Р গ্রাম-ভার বল দুইটিও একটি 
যুগ্মবল গঠন করে, যাহার ভ্রামক 
=p Xa „/3 সে. মি.-গ্রাম-ভার | 
এই তিনটি лла ভ্রামকের বীজগণিতীয় যোগফল = (4a 3--6০%3+ 
Pa43) সে.মি -গ্রাম-ভার। প্রদত্ত শর্তান্ুসারে বল ছয়টি সাম্যাবন্থায় আছে বলিয়া, 
উহাদের সমতলে অবস্থিত যে কোন বিন্দুর চারিদিকে উহাদের ভ্রামকের বীজগণিতীয় 
যোগফল শুন্ত RI | 


,. 4a*3—6a J3tPaV 3-0; 4, Р=2. 
Corda ar | m 
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উদ্দাহরণ 5. asco বর্গক্ষেত্রের প্রত্যেক বাহুর পরিমাপ 6 সে. মি. । উহার 
ә => -» 


AB , CD % BD বরাবর ষথাক্রমে, 8, 8, 12 গ্রাম-ভার বল সক্রিয় আছে। 
উহাদের afa নির্ণয় কর। 


D 8 M => -» 

хаб গ্রদন্ত যুগ্মবলের (АВ ও co বরাবর প্রদত্ত 
зү বলছয় হইতে ©з) ভ্রামক ৮৪১৫6 সে.মি. 
ë i গ্রাম. etg 48 সে. মি. গ্রাম-ভার | এক্ষণে, 
৩ гм এই প্রদত্ত যুগ্মবলের পরিবর্তে সমান ফলদায়ী 
гэ একটি їл (12, 2) সংস্থাপন করা 

A В“. - => 
নি যাক, হাহার একটি বল 2B (বা, BL) 

<ç 


d বরাবর ক্রিয়া করিবে। তাহা হইলে, 
48—12x; বা, х=4. এখন, তাহা 
হইলে, প্রদত্ত যুগ্মবল ও প্রদত্ত বলের সমতুল্য একটি чохи ও একটি বল 12 
গ্রাম-ভার ৪0 বরাবর পাই, যেখানে এই নূতন যুগ্মবলের একটি বল 12 গ্রাম-ভার এবং 
বাহু BO=x=4'GL মি.। এখন, ৪0 বরাবর 12 গ্রাম-ভার ও pU বরাবর 12 গ্রাম 
ভার সমরেখ, মানে সমান ও বিপরীত অভিমুখিতায় ক্রিয়াশীল হওয়ায়, ইহাদের nfa 
^S হইবে। তাহা হইলে, প্রদত্ত чи ও প্রদত্ত বলের লব্ধি একটি 12 গ্রা-ভার বল 
— — 

হইবে, তাহা ০ বিন্দুতে ом বরাবর, dfe বলের (BO বরাবর যাহা সক্রিয়) অভি- 
মুখিতায় ক্রিয়া করিবে, «8580-0401 মি, ; ZoBo-90*. 

উদ্দাহরণ 6. ABCD আয়তক্ষেত্রের АВ-00-4, БС= БА}. 
— > ә > 
AD ও CB বরাবর ছুইটি P বল এবং АВ ও со বরাবর ছুইটি о বল ক্রিন্নাশীল। 
দেখাও যে, / এতে ক্রিয়াশীল Peo« 0 Q 

i C 
লব্ধি-এবং c এতে ক্রিয়াশীল ৮ ও ০ এর 2225 
-l = Pa—ob ` 

5৮০73 

প্রদত্ত চারিটি বল, (P, a) ও (0,5) 
দুইটি uem গঠন করে, যাারা পরস্পর 
বিপরীত অভিমুখে fau করে। (P, a) 223 
বুগ্রবলের аїҹт= ра (মানে); (055) А Q B 


যুগাবলের ভ্রামক= ০৮ (মানে )। এই দুইটি 
যাহার ভ্রামকের Чя=ра—оЬ. 


P 


যুগাবল একটি যুগাবলের সমতুল্য, 


—* 
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A বিন্দুতে সক্রিয় ও о বলের লন্ধি /চ*4+ ат; ০ বিন্দুতে সক্রিয় Pea 
বলের লব্ধি 4/2৪+০8%. এই দুইটি аба বলের ক্রিপ্বারেখা পরস্পর সমান্তরাল এবং 
বিপরীতমুখী | স্থৃতরাং» এই দুইটি লক্ধি-বল একটি যুগাবল গঠন করে; এবং এই 
বুগ্মাবলের বাহু d হইলে, 
4 P*-- a? d » Pa—ob ; 
QPa-—Ob , 
АР 4-03 
উদ্দাহরণ 7. কোন ত্রিভুজের саг л: গৃহীত বাহুত্রয় বরাবর ক্রিয়াশীল 
তিনটি বল একটি যুগ্মবল গঠন করিলে, দেখাও যে, বল তিনটি (4984 অনুরূপ বানর 
সমাজপাতিক। [ C. U. P. 1973] 


মনে করি, Авс ত্রিভুজের арч গৃহীত вс, СА, AB বরাবর যথাক্রমে 
ক্রিয়াশীল তিনটি বল, P, а, в, একটি їп গঠন করে। 

মনে করি, A, B C হইতে BC, СА, AB এর ATAT যথাক্রমে, p, q, 7 

এখন, А বিন্দুর চারিদিকে Р, o, R বল তিনটির airaa 41458914 যোগফল 
—Pp; B বিন্দুর চারিদিকে উহাদের ভ্রামকের বীজগণিতীয় যোগফল - ০9 
с বিন্দুর চারিদিকে উহাদের ভ্রামকের বীজগণিতীয় যোগফল = Rr. 

প্রদত্ত শর্তামুসারে, P, o, к একটি xum গঠন করে। সুতরাং উহাদের 
সমতলে যেকোন বিন্দুর চারিদিকে উহাদের ভ্রাথকের বীজগণিতীয় যোগফল 
FF হইবে। 

2. Pp=Qq=Rr. 
কিন্ত, A= AApc=lap=1bq=1cr. 


৮24১ o2^. R2A ; 
a b c 


4, P:iQ:R=a:b:c; 
অর্থাৎ, P t Q : R=BG £ OK : АВ. ; 
48815448. Asc একটি সমবাহু fae, যাহার প্রত্যেক বাছুর 016 а, 
BG, СА, € АВ বাহু যথাক্রমে D, E, F বিন্দুতে 2:1 এতে বিভক্ত | D, E, F 
বিন্দুতে P মানের তিনটি বল বাহত্রয়ের উপর লম্বভাবে ত্রিভুজের বাহিরের far? 
ক্রিয়াশীল । দেখাও যে, এই তিনটি বল একটি rm গঠন করে, যাহার ভ্রামকের 
মান іра. 
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ধরি, ভত-৫) তাহা হইলে, CD KE = BF = ৭/3. 
BO, CA ও AB এর উপর যথাক্রমে AL, ВМ ও CN ач টানি, যাহাদের ছেদবিন্দু 
> > > > > > 

О. এখন, O এতে OA, OL ; OB; ОМ ; OC, ON বরাবর সমান মানের 6টি বল Р 
প্রযুক্ত করা 319; ইহাদের লন্ধি cus 
বলিয়া, ইহার! প্রদত্ত বলের লব্ধির কোন 
পরিবর্তন করিবে না। এখন, oL, ом 
ON বরাবর ক্রিয়াশীল সমান মানের 
তিনটি বল P, o বিন্দুতে ক্রিয়াশীল, 
এবং উহাদের মান Авс ত্রিভুজের বাহুর 
দৈর্খ্যের সমান্ছপাতী এবং зуд? বাহুর 
লঙ্বাভিমুখে fatia বলিয়া, এই 
তিনটি বল সাম্যাবস্থায় থাকিবে। 
এখন, OA বরাবর P বল এবং р বিন্দুতে P বল একটি যুগ্মবল গঠন করে, যাহার 
ভ্রামফ-৮১৮০-৪১:০/০ ; ов বরাবর P বল এবং E বিন্দুতে P বল একটি 
ষুগাবল গঠন করে, যাহার ভ্রামক-৮১776--2১৮:০/. oc বরাবর P বল এবং F 
বিন্দুতে P বলও একটি quan গঠন করে, যাহার ভ্রামক-৮ % ম₹-৮৯:০/6. এই 
তিনটি хост একটি যুগ্মবলের সমতুল্য, যাহার 914 = 3 ХР x /6= jPa. 


স্বতরাঁং, প্রদত্ত তিনটি বলের mf একটি যুগাবল, যাহার ভ্রামকের মান 46৫ 
একক І 4 


প্রশ্নমালা 6. 


1. যে যুগ্মবলের প্রতিটি বল 12 পা-ভার এবং qtu 8 ফুট, সেই যুগ্মবলের সমতুল্য 
6 ফুট বাহুবিশিষ্ট অপর একটি বুগাবলের প্রত্যেকটি বলের মান কত? 

2. যে যুগাবলের প্রত্যেকটি বল 15 গ্রা.-ভার এবং বাহু 8 সে. হি. সেই 
ча সমতুল্য অপর একটি যুগাবলের প্রতিটি বল 10 গ্রা.-ভার হইলে, উহার 
বাহুর পরিমাপ কত? 

3. 40 সে. মি. বাহুবিশিষ্ট একটি যুগাবলের প্রতিটি বল 5 কি, গ্রা।-ভার। এই 
aa^ ও উহার সমতলে নির্দিষ্ট দিকে ও নির্দিষ্ট বিন্দুতে afan 10 কি. গ্রা.-ভার 
বলের afa কত? [ W. В.Н. S. 1969 1 
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4. একটি чача ও একটি বলের лв 9 কি. গ্রা.-ভার। যুগ্াবলটির ভ্রামক 
যদি 36 সে. মি.-কি. গ্রা.-ভার হয়, তবে প্রদত্ত বলটি হইতে কত দূরে ওঁ লব্ধি 
ক্রিয়া করিবে? 

5 3,5,385 পাউণ্ড-ভারের চারিটি বল একটি বর্গক্ষেত্রের ক্রমানুসারে 
গৃহীত বাহু চারিটি বরাবর ক্রিয়াশীল হইলে, উহাদের аба নির্ণয় কর। 

1:2:3, 4, 202 একক মানবিশিষ্ট বলসমূহ যথাক্রমে ABCD বর্গক্ষেত্রের 
АВ, 80, CD, DA, АС বরাবর ক্রিয়াশীল | দেখাও যে, à বলসমূছের লব্ধ একটি 
3*9; এবং ইহার ভ্রামক নির্ণয় কর। [W.BHS — 

(9 ABCD বর্গক্ষেত্রের প্রত্যেক বাহুর পরিমাপ 2 ফুট । АВ, BG BC, со, DA» 
АС, ра বরাবর বথাক্রমে 1, 2, 8, 5, 5 J2; 2 J2 পাউণ্ড-ভার বিশিষ্ট বলসমূছ 
fantaa абс লন্ধি fadt কর। СҰ. B. H. S. 1970 } 

8. ABCD ব্গক্ষেত্রের АВ, вс, сг, БВ, C^ বরাবর যথাক্রমে, 1, 2, 1, 
42, 42 এর সমানুপাতী বলমমূহ fami m | দেখাও যে, উহাদের wm একটি 
TUR" ; এবং এ сая ভ্রামক fads কর। | W. B. H. S. 1975 ] 

9. asco আক্তক্ষেত্রের АС কর্ণের দৈর্ঘ্য 13 মিটার এবং BC বাহুর দৈধ্য 
5 মিটার। АВ, CB, CO, AD, ও AC বরাবর যথাক্রমে 4, 10, 16, 5, 13 
কিলোগ্র'ম-ভার বলসমূছ ক্রিয়াশীল হইলে, দেখাও যে, © একটি যুগ্মবল গঠন 
করে) এবং ইহার ভ্রামক বাহির wq | 

10. ABCD রহ্বসের প্রত্যেক বাহুর 084) 4 মিটার এবং Z вАр= 60°. ^B, 
во, бр, DA বরাবর বথাক্রমে, 3, 5,3,5 কি.-গ্রা-ভার বল ক্রিয়া করিলে, 
Verona nfa fada Fa 1 

11. ABCDEF. সুষম "e (64 AB, св, БЕ, ЕЕ বরাবর ধথাক্রমে, 5, 8, 
5,8 কি, 51-81 এর qm ক্রিয্াশীল СО ও FA বরাবর fd" সমান মানের, 
বল ক্রিয়া করিলে, এই ছয়টি বল সাম্যাবস্থায় থাকিবে? 

12. двор বর্ক্ষেত্রের АВ ও CO বরাবর প্রতিটি 3 পাউও-ভারের সমান 
বল এবং AD ও сз বরাবর প্রতিটি 7] পাউণ্ড-ভারের সমান বল. ক্রিয়াশীল । 
বর্গক্ষেত্রটির প্রত্যেক বাহু xf 10 ফুট হয়, তবে যে {Лл উহাদের সমতলে প্রয়োগ 
করিলে, বললমূহ সাম্যাবস্থায় থাকিবে, তাহা নির্ণয় wa | 
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4 Vd -» эж 
18. asco একটি afeta, যাহার প্রত্যেক বাহুর পরিমাপ а. একক । Ав, BC, 

> > > > 
CD, DA, AC, вр বরাবর যথাক্রঘে, 1, 2,3, 5, P, а একক বলসমূহ ক্রিয়াশীল। 


এই বলসমূহ একটি xum গঠন করিলে, P ও ০ এর মান ও যুগ্বলের ভ্রামক 
বাহির কর। 


> — 
14. ABCD আয়তক্ষোত্রের AB = 4 সে. মি, এবং BG=2 সে, মি. । AC, BD, 

-» > 

DO, DA বরাবর যথাক্রমে 1545, 20/5, ৮ ও ০. গ্রাম-ভার বলসমূহ ক্রিয়াশীল 1 

ইহার] একটি їп গঠন করিলে, P ও o এর মান ও {т ভ্রামক বাহির কর। 


15, ABCD আয়তক্ষেত্রের AB =10 সে. মি.) ВС=8 সে, fà ! ді CD 
বরাবর প্রতিটি 5 কি. গ্রা.-ভারের বল ক্রিয়াশীল । AD ও co বরাবর কি পরিমাণ 
বল প্রযুক্ত হইলে, বলসমূহ সাম্যাবন্থার থাকিবে 1 

16. Apc আরতক্ষেব্ের ম5-7 fü; КБ-6 f| AB € co বরাবর 
প্রতিটি 6 কি. গর-ভারের বল এবং AD ও св বরাবর প্রতিটি B কি. গ্র.-ভারের 
বল ক্রিয়াশীল дле ০ বিন্দুতে সক্রিয় লব্ধ দ্বয়ের লঙ্ক-দূরত্ব বাহির কর। 

17. авсо আয়তক্ষেব্ের 78 -তচ-1) BC: KD m. АВ, BO, СО, DA 
বরাবর যথাক্রমে р, 0, P, 0 চারিটি বল প্রযুক্ত । / ও ০ এতে প্রযুক্ত ছুই দুইটি 
বলের адан ল্ব-দূরত্ব বাহির কর। 

18. лвс ত্রিভুজের АВв=8 бу, 82-17 মি. CA 15 মি.। এই fagara 
авалтаа গৃহীত বাহু তিনটি দ্বারা তিনটি বল মানে, ক্রিয়ারেখায়ও দিকে নির্দেশিত 1 
দেখ+ও যে, এই বল তিনটি একটি যুগাবল গঠন করে। ইহার ভ্রামক বাহির কর। 


19. Аво ত্রিভুজের BG, сае AB বরাবর যথাক্রমে КВС; КСА ও 
K. AB একক বল ক্রিয়াশীল । দেখাও с, এই তিনটি বল একটি 1991 গঠন করে, 
যাহার ভ্রাঘক 2k A, যেখানে АВС ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল Л. 

20. Авс একটি সমবাহু faga, যাহার প্রতিটি বাহুর দৈর্ঘা ৫) D, 6, F বিন্দু 
86, তম, AB কে যথাক্রমে, 5 £ 1 অঙ্গপাতে বিভক্ত করে। Р মানের তিনটি বল 
D, 5, F বিন্দুতে বাহুগুলির উপর লম্বভাবে ও (ачаа বহির্ষিকে ক্রিয়া করে। প্রমাণ 
কর যে, বলগুলি Pa মানের ভ্রামক বিশিষ্ট একটি যুগাবলের সমতুল্য 1 

| C. U. P. 1977] 
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21. ABCD চতুতু জেরু. АВ, BC, CD, DA বরাবর যথাক্রমে 24, 10, 28, 
30 কি. গ্রা.-ভার বিশিষ্ট বল ক্রিয়াশীল, যেখানে AB —120 সে মি.) 6= 50 সে.মি. 
€5=140 সে. মি. AD-—150 সে.মি. | প্রমাণ কর যে, এই চারিটি বল একটি, 
যুগ্মবল গঠন করে; এবং Q বুগ্মবলের ভ্রামক বাহির কর, যখন Z ABc=9009. 


22. একটি যুগ্মবলের ভ্রামক о এবং উহার বলৎয়ের প্রয়োগ বিন্দু & ও B. এই 
ৰল দুইটির ক্রিয়ারেখা উহাদের সমতলে একই দিকে 90° কোণে আবতিত হইলে, 
নূতন "qn: ভ্রামক н হয়। বল দুইটি যদি AB এর লম্বভাবে fu করে, তবে 
দেখাও যে, এই যুগ্মবলটির ভ্রামক V Giu? হইবে। 


23. 49০ ত্রিভুজের পরিবৃত্তের cw বরাবর একই ক্রমে A, в, ০ বিন্দুতে 
যথাক্রমে P, o, R বল ক্রিয়াশীল । উহার! একটি যুগ্মবল গঠন করিলে, প্রমাণ 
কর যে, 

P 3 Q: R=sin 2A { sin 28 : sin 2c. 
-» > ә 

24. ABCD বগক্ষেত্রের প্রত্যেক বাহুর দৈর্ঘ্য একক | AB, BC, CD, DA 

-» -» 
বরাবর a, b, ০, d একক বল এবং AC рв বরাবর % 42 ও এ 42 একক বল্‌ 
যথাক্রমে ক্রিয়াশীল । যদি p+q=c-a এবং p—q-d-b*, তবে দেখাও 
যে, TAR একটি যুগ্মবল গঠন করে, যাহার ভ্রামক ৫+০+০+৫ একক | 


25. ABCD আক্মতক্ষেত্রের ^B, ac, со, DÀ বরাবর যথাক্রমে р.АВ, q.BC 
T. CO ও s. БА বলসমূহ ক্রিয়াশীল | দেখাও ca, এই বলসমূহ একটি যুগাবল গঠন করিবার, 
প্রয়োজনীয় ও যথেষ্ট শর্ত হইল £ p—r এবং q=s. [ W. В.Н. S. 1963 1 


ANSWERS. ( প্রশ্নমাল। 6) 


1. 16পা-ভার। 2. 12 সে. মি.। 3. 1015. গ্রা-ভার; প্রদত্ত বল 
হইতে 20 সে. মি. দুরে এবং ওঁ বলের সমান্তরাল এবং একই দিকে 4. 4 সে. মি. 
দুরে। 5. একটি suem যাহার ভ্রামক 8৫ ফুট-পা.-ভার; a ফুট= বর্গক্ষেত্রের 
বাহুর দৈর্ঘ্য 16. 5৫ একক ; a এক ক-বর্গক্ষেত্রের বাহুর 084) 17. একটি qom, যাহার 


ভ্রামক= 16 ফুট-পা,ভার | 8. АВ=а এবং AB বরাবর প্রদত্ত বল=P হইলে, 
aiwe-2aP একক । 9. «їе মান 40 মি.-গ্রা-ভার। 10. একটি 
xam, যাহাব ভ্রামক 16/3 মিটার-কি. -stai 11. 3কি.গ্রা-ভার। 12. 
নির্ণেয় বুগাবলের ভ্রামক=4,  ফুট-পা.-ভার। 18. P-542; 0-4142, 
atyp =lla/2 একক । 14. Р=10, а=35; ভ্ৰামক=60 সে.মি.-গ্রা.-ভার L 
15. প্রতিটি বল 4 কি. গ্রা.-ভার। 16. 2 মিটার । 17. (Pm+Ql| J(P* +a’). 


18. 120 মিটার-কি. গ্রা.-ভারঃ а 8С=17 fw. 51-514 54121. 456 
মিটার-কি. গ্রা-ভার 1 


সপ্তম ујан” 


ভারকেন্দ্র 
( Centre of Gravity ) 


7-1. উপস্থাপন : 

নিউটনের অভিকর্ষ та অনুযায়ী প্রত্যেক বস্তকণাকে পৃথিবী তাহার কেন্দ্রের 
‘দিকে আকর্ষণ করে। পৃথিবী প্রত্যেক বন্তকণাকে তাহার কেন্দ্রের দিকে যে বলের 
লাহায্যে আকর্ষণ করে, তাহাকে অভিকর্ষন্ত বল বলা হয়। যে অভিকর্ষজ বল ছারা 
“একটি বন্তকণাকে পৃথিবী তাহার কেন্দ্রের দিকে আকর্ষণ করে, তাহাকে এ 
বস্তকপার ভার ( weight ) বলা হয়। estt, ভার একপ্রকার বলের নামাস্তর 1 
বস্তকণার ভার উহার ভর ( mass ) এর সমানুপাতিক | 

যে কোন বন্তকে অসংখ্য বস্তকণার সমন্বয়ে গঠিত কল্পনা করা যাইতে পারে। 
পৃথিবীর আকৃতির তুলনায় যে কোন বস্তুর আকৃতি অতীব ক্ষুদ্র। সেইজন্য, একটি 
чач বস্তকপাসমুহের ভারসমুহকে. সমান্তরাল বল হিসাবে ধরা যাইতে পারে। এই 
সমাস্তরাল বলসমূহের afa একটি নিদিষ্ট বিন্দু দিয়া যাইবে। 

একটি বস্তুর আকার ও আকৃতি (পৃথিবীর সাপেক্ষে অতীব ক্ষুদ্র ) যতক্ষণ 
অপরিবতিত থাকিবে, ততক্ষণ বস্তটিকে যেভাবেই রাখা হউক а) কেন, বস্তুটির 
বস্তুকণাগুলির ভারসমূহের nfa এ বস্তুটির সাপেক্ষে যে বিন্দুতে ক্রিয়া করিবে, তাহাকে 
4 qaia ভারকেন্দ্র বল! হইবে। একটি বস্তুর ভারকেন্ত্রকে সংক্ষেপে 0. С. দ্বারা 
тб wi হয়। «тй বস্তুর ভারকেন্ত্র Q বস্তুর মধ্যেও থাকিতে, অথবা, উহার 
বাহিরেও থাকিতে পারে। 

নির্দিষ্ট আকার ও আকৃতি বিশিষ্ট একটি বস্তুর ভারকেন্দ্র একাধিক থাকিতে 
পারে না। যদি সম্ভবপর হয়, মনে করি, ГАЙ আকার ও আকুতি বিশিষ্ট কোন 
একটি বস্তুর ভারকেন্দ্র 3 ও H, দুইটি বিভিন্ন fex | তাহা হইলে, বন্তাটির ভার ও ও ॥ 
বিন্দুর ভিতর fmi যাইবে । সুতরাং, বস্তুটির ভার GH বরাবর feu করিবে। 
এখন, বস্তুটিকে чий যদি এরূপভাবে রাখা হয়, যেন GH অনুভূমিক রেখা বরাবর 
হয়, তাহা হইলে, qu. ভার উল্লঙছদিকে, অর্থাৎ, GH এর লশ্বাভিমুখে ক্রিয়া 
করিবে। wert, ইহার ক্রিয়া রেখা তখন ӨН বরাবর থাকিতে পারে al সুতরাং, 
একটি বস্তুর ভারকেন্ত্র কেবলমাত্র একটি থাকিবে । 
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чат ভারকেন্দ্র পৃথিবীর আকর্ষণের উপর баал । কোন একটি বস্তুকে যদি 
পৃথিবীর আকর্ষণের বাহিরে কোনি এক স্থানে নিয়ে যাওয়া সম্ভব হয়, তবে সেই স্থানে 
8 বস্তুর ভারকেন্দ্রের ধারণ! অর্থহীন হইবে । কিন্ত, সেখানে এ বস্তুর ভরের 
কোন পরিবর্তন নাও হইতে পারে। 

কোন বস্তুর বিভিন্ন কণাগুলির উপর উহাদের ভরের অনুপাতে সদৃশ সমাস্তরাল 
বল প্রযুক্ত হইলে, এ বলসমূহের ліч ক্রিয়াবিন্দুকে qaba ভরকেন্ত্র ( Centre of 
mass) বলা হইবে এবং ইহাকে C. M. দ্বারা স্থবচিতত করা Є | একটি বস্তুর 
কণাসমূহের উপর ক্রিয়াশীল উহাদের ভরের সমানুপাতিক afegia বলসমূহের 
afa প্রয়োগ-বিন্দুই qaba ভারকেন্দ্র। সুতরাং একই স্থানে একটি সসীম 
( পৃথিবীর সাপেক্ষে অতিশয় ти) বস্তুর ভারকেন্ত্র ও ভরকেন্দ্র একই বিন্দু হইবে। 
কিন্তু, এমন স্থান থাকিতে পারে, যেখানে কোনও অভিকর্ষজ বল নাই। সেইস্থানে 
qaia ভার থাকিবে না; সেইজন্য উহার ভারকেন্দ্রও থাকিবে না; কিন্তু উহার 
ভরকেন্দ্র থাকিবে। সুতরাং, কোন একটি বস্তুর ভারকেন্দ্র নাও থাকিতে পারে; 
কিন্তু, উহার ভরকেন্দ্র থাকিবেই 1 

7-2. একই সমতলে অবস্থিত বস্তুকণাসমুহের ভারকেন্দ্র Габ | 

সহায়িক! প্রতিজ্ঞ! ( Lemma ) š 

একই সমতলে অবস্থিত বস্তকণাসমূহের ভর ও অবস্থান দেওয়! 
থাকিলে, উহাদের ভরকেন্দ্র (বা, ভারকেন্দ্র ) এ সমতলে একটি নির্দিষ্ট 
বিন্দু হইবে। 

СӨ) ভরকেন্দ্র নির্ণয়ে, সদৃশ সমান্তরাল বলগুলি ; Km, Kma, Kma, 

ое ‚ кт, যেখানে к একটি qm, এবং, жу, ma Mg sy ma, 
বস্তকপাগুলির ভর। 

Gi) ভারকেন্দ্র নির্ণয়ে, সদৃশ সমান্তরাল বলগুলি : mig, таб msg, 

"еу mad, যেখানে g= অভিকর্ষজ স্বরণ। ] 

মনে করি, কোনও এক প্রদত্ত সমতলের নির্দিষ্ট Ав, Ав, Ад» 068 RN 
বিন্দুতে, নির্দিষ্ট my, ms, ms, те, m, ভরের বস্তকণাগুলি অবস্থিত। 

(9 ভরকেক্জ নির্ণয় : 

এখানে, A; (বিন্দুতে кт, এবং As বিন্দুতে kma পরিমাণের সদৃশ সমান্তরাল 
বল দুইটি সক্রিয়। ইহাদের а মান K (m; +m.) ; এই লব্ধিটি উপরোক্ত বল 
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দুইটির সহিত সদৃশ, এবং ইহার бий ял, রেখার উপরিস্থ o, বিন্দুটি, যেখানে, 


m3*A1G3 = тҗ'СбуАз. 


Az (mg) 


A (m) o6 


9 
| Аз (ту) An(mn) + 
0 ^ 
5 a, একটি fafiè বিন্দু, (3 সমতলে fafiè অক্ষ ох, OY এর সাপেক্ষে ) 1 
এখন, о, বিন্দুতে кта ms) এবং ло বিন্দুতে Km, সদৃশ বল দুইটির লক্ধি = 
সণ বল, K (mi ms тз), WA Gras রেখার SAI ба বিন্দুতে সক্রিয়, 
যেখানে, (mi +ma).G1Ga = my. GaAs. 
1 a, ও একটি নির্দিষ্ট বিন্দু, (ox, OY এর সাপেক্ষে ) | 
এইরূপে заяа হইয়া, আমর! fcf ভরকেন্দ্র ও বিন্দুটি পাইব ; এবং, এই 
ও বিন্দুটিও প্রদত্ত সমতলের উপরিস্থ একটি নির্দিষ্ট বিন্দু হইবে। 
(i) অমুরূপ-ভাবে অগ্রসর হইয়া, দেখানো! যাইবে যে, উপরোক্ত ও বিন্যুটি 
еже чач! সমূহের ভারকেন্দ্রও বটে। 
. প্রতিজ্ঞাটি প্রমাণিত হইল। 


(а) বস্তকণাগুলি একই জরলরেখায় অবস্থিত | 


AA oM 6 їл 
0 X 
Ш: | 
-W 
t Us Р Un 
РЕЗ 
মনে করি, কতিপয় Tag ох এর উপর Aa, Аз, Aes Ээ Ав 


বিন্দুতে অবস্থিত, যাহাদের ভার যথাক্রমে, Wis Was Way tU, Wa এবং 
o হইতে উহাদের দুরত্ব যথাক্রমে, лл, Xas Xay ey Ха 


